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Il est question de matrices a coefficients dans Z dont on souhaite calculer 'inverse
(dans GL,(Q) a priori) ou juste le déterminant (dans Z) et de systémes linéaires a
coefficients dans Z que 'on souhaite résoudre (dans Q"). Les algorithmes basés sur le
pivot de Gauss ou l’on travaille dans Q sont cotiteux car la manipulation de coefficients
fractionnaires nécessite beaucoup plus d’opérations que les coefficients entiers. On se
propose de comparer deux stratégies utilisées en calcul formel et qui tirent parti du fait
que les coefficients sont dans Z : d’une part la méthode de Gauss-Bareiss et d’autre
part des méthodes modulaires (majoration a priori, calcul modulo différents nombres
premiers, reconstruction par le théoréme chinois).

Algorithme de Gauss-Bareiss

Bareiss a inventé une variante astucieuse du pivot de Gauss dans laquelle toutes les
divisions restent dans Z. Elle est valable en fait dans tout anneau intégre et est trés
souvent utilisée en calcul formel.
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1.1.

1.2.

pivot de Gauss sans division

Lors du pivot de Gauss classique appliqué a une matrice A = ((a;;)) (supposée
inversible pour simplifier I’exposition), on obtient des 0 sous le k+ 1-iéme pivot ai(ﬁm 41
de A® par des opérations sur les lignes :

(k)

a:
LZ(.’“H) = Lgk) - %L,@l pour i >k + 1.
i1, k41

En fait, on a d’abord permuté, si nécessaire, Lg?l avec une ligne Lgk), 1> k+ 1, pour

avoir un k + 1-iéme pivot en position k + 1,k + 1. On obtient A*+1D,
Pour éviter de faire des divisions, il suffit de faire plutot :
(k+1) (k) (k) (k) 7k ~
L =yl o Li —agg Ly, pour i >k + 1. (1)
Cependant, les coefficients doublent de taille & chaque étape; cette croissance ex-
ponentielle des coefficients n’est pas acceptable.

méthode de Gauss-Bareiss

La méthode Bareiss repose sur le fait (déja connu depuis Jordan) que le k-iéme

pivot a,(f_l) divise tous les coefficients des lignes Lng)

formules (1)). Il propose donc :

pour tout i > k+ 1 (avec les

) ® Bk
a L —a L
L§k+1) _ k+1,k+1"4 T 1,k+1"k+1 pour P> k41, (2)
Ak

(k)

Démonstration. On considére les mineurs, notés aussi a,; (vous comprendrez tout de

0,
suite pourquoi) :
ai;1 - alk al,5
agj): : Do (i>k+1,7>k+1),
? ag,1 - Qkk Ok,j
;1 - Qi kg Q45

L’identité fondamentale est

1 *) *)
ali? = <o || Vi kL > k4
ak,k A g+1 D45
(ou agg) = a;;). Cela montre que les coefficients des A®) (qui sont définis par cette
relation de récurrence et ag;ﬂ) = ag? sit<k+louj<k+1let aglzﬂ) =0sii>k+1

et j = k + 1) dans la méthode de Gauss-Bareiss sont en fait des mineurs de A, donc
en particulier des entiers relatifs.
Démontrons l'identité fondamentale. Tout d’abord, nous utilisons le résultat sui-

. . . , My, M
vant : si M est une matrice qui se décompose par blocs en M = (M;i M;j), le bloc



carré M, de taille k étant une matrice inversible, alors det M = det M 1 det(Myo —
Moy My M ). En effet, il suffit d’écrire

M= Mi1 0 I, MfllM1,2
T\ M2 Ly 0 Moo—Ma1M; 1 Mo

Appliquant ce résultat a la matrice

ai,1 - a1k a1
QK1 Qkk Ok,
Qi1 Qik G4

on obtient 'égalité
(k (k—1 -1
am‘) = Qg Nas; - faM;1b),

ot f'a = (a;1,...,a;x) et 'b = (a1, ...ax;) (la seconde matrice est égale & son déter-
minant).
Prenant
ai,1 v Q1 01 k+1 Q1,5
M= as = ws ain ay |
Ak+1,1 ° Qk4+1,k Qk+1,k+1 Ak41,5
;1 Qg k @i k41 791

avec le méme bloc carré M;; que précédemment, on obtient

a(k,—i_l) = alg:l,fk_l) det<M272 - M2,1M1—,11M1,2)'

%,J

Or tout coefficient de Moo — My M| M5 est de la forme ay j — taM; b, ou ta =
(ai/J, ceey ai%) et tb = (al,j/, c. am/). On a donc

B (Mg — My MM, ) = i A
A i 2,2 2,14y 1 M12) = o® x>

i,k+1 0,7
d’oti, en prenant le déterminant :

(k) (k)
Okt1,k+1 Ykt1,j

(aé’f,gl))z det(MzQ — M271M1_711M172) =

(k) (k)
i,k+1 a; j
Finalement :
(k) (k)
(k4+1) (k=1) _ | %41,k+1 %415 . .
ai,j ak,‘,kj a(kk) NO) Vi >k + ]., VJ >k + 1.
ikl i

1.3. analyse de la complexité

On s’intéresse a la résolution d’un systéme linéaire régulier de n équations a n
inconnues. Le pivot de Gauss classique a une meilleure complexité (en temps) arith-
métique (dans Q) que la méthode de Barreiss, mais une complexité binaire moindre.
Nous allons préciser cela.



Proposition 1.3.1. Le nombre d’opérations arithmétiques nécessaires pour résoudre
le systeme est équivalent a §n3 pour le pivot de Gauss et a §n3 pour la méthode de
Gauss-Bareiss.

Démonstration. Dans les deux cas, le passage de A*Y 4 A® (pour 1 < k < n)
nécessite de calculer n — k lignes (les k premiéres restent inchangées), et n — k + 1
coefficients pour chaque ligne (car il y a k — 1 zéros inchangés par ligne). Pour chaque
coefficient, on compte une multiplication par une fraction et une soustraction pour
Gauss classique contre deux multiplications, une soustraction et une division entiére
pour Gauss-Bareiss. De plus, Y ,_, (n—k+1)2 =3, k* =n(n—1)(2n—1)/6 ~ n?®/3,
d’otu le résultat. O]

Proposition 1.3.2. Si tous les coefficients du systéeme sont au plus de taille t (en base
b), alors la taille des coefficients des matrices A®~V dans Ualgorithme de Gauss-Bareiss
est majorée par k(% log, k +t).

Autrement dit, la croissance de la taille des coefficients est a peine plus que linéaire.
Cela permet de majorer la complexité binaire, sachant qu’une addition de deux entiers
n et n’ a une complexité binaire au pire en O(maz(logn,logn’)) et une multiplication
ou une division entiére O(lognlogn’) (arithmétique élémentaire).

Démonstration. On utilise la formule de Hadamard : |det M|* <[]~ (Zle ]mi,j\Q)

pour tout matrice M = ((m;;)) & coefficients complexes.
Comme les coefficients des A*~1) sont des mineurs extraits de A, dont les coefficients

a;,; sont majorés par b, on a ’CL,(E_I)P | <Z?:1 b2t> = (kb®)*, d’ou le résultat. [
Exercice. En déduire la complexité binaire de ’algorithme de Gauss-Bareiss.

Remarque. On peut montrer que la complexité binaire du pivot de Gauss classique est
polynomiale en la taille de la donnée en entrée (mais c’est difficile!), ceci contrairement

(k)
: k+1 k a; k Lo :
au fait que la formule ag ].+ ) = ag j) - %aé le ; donne une majoration exponentielle
’ ’ Ot 1 k1 ’

(k)

— ®)y 1,,(F) s k) Ui . 4 144444k 1pak

pour by, = max(|u; /|, [v;7|) (out a;; = i € Q):onab, <2, <2 by =
Y

2@ =1/3p"  Or la donnée en entrée est de taille n?log by.

Méthodes modulaires

Nous allons expliquer comment calculer le déterminant d’une matrice a coefficients
dans Z par une méthode modulaire. On peut étendre la méthode au cas d’un anneau
euclidien A quelconque (par exemple K|z]); citons également d’autres applications des
méthodes modulaires : résoudre des systémes linéaires, calculer le pged de polynémes,
etc...



2.1. Algorithme des restes chinois

Soit myq, ..., m, des nombres entiers premiers entre eux deux a deux. Le théoréme
des restes chinois affirme que Z/(my -+ -m,)Z ~ Z/miZ X --- X Z/m,Z. L’ensemble
des solutions du systéme de congruences

r=c; modmy
T =c¢, modm,

est xg + (mq ---my,)Z, ou xy désigne une solution particuliére. Celle-ci se trouve par
I’algorithme des restes chinois :

1. m <« [[m;

2. pour 1 < i < n calculer les coefficients de Bezout par I'algorithme d’Euclide (semi-
Jétendu : s; 7™ +1;m; = 1 (en fait, s; suffit) puis v; < ¢;s;

3. Ty < Z?:l Vi%
Etudions la complexité binaire :

— dans 'étape 1, on calcule successivement myms, (mims)ms, ...,(my ... my_1)my,
d’ot un cotut au plus

n i—1
Zlog(H m;)logm,; = Z log m;logm; < Zlog m; logm; = log? Hmi
i=2 j=1

2<j<i<n ij

— dans I'étape 2, on calcule d’abord mﬂ, d’oti un cott majoré par y ., logmlogm; =
logZ m. Ensuite, on sait que le calcul du pged de 2 entiers a et b (a>b>0)
a une complexité binaire au pire de O(logalogb) et 1'algorithme étendu est de
méme complexité que I'algorithme de base. D’oit encore un O(log® [[ m;) pour
le calcul des coefficients s; car Y log m% log m; < log? []m;. Enfin, on sait que
|s;] < m;/2 et ¢; < my, Aol un coiit majoré par > log® m; pour le calcul des v;,
en O(log® []m;)

— Dans Pétape 3, comme |v;| < m?

Z on a un coit au plus 2> logm;log o le.
en O(log” [[m;) pour le calcul des ;. puis en O(nlog []m;) C O(log” [[m;)
pour la somme finale. Z

Ainsi la complexité binaire de 'algorithme des restes chinois est en O(log® [T m;).

2.2. Algorithme de Garner

Il est basé sur la représentation des entiers en base mixte :

Proposition 2.2.1. Soit n entiers mq,...,m, distincts ou non. L’application 1 :
[0,my[x ... x [0,mp[— [0,m1...my][, (a1,...,a,) — a1 + agmq + agmimg + ... +
apymy ... Mmy_1 définit une bijection.

Remarque. En prenant m; = b pour tout 7, on retrouve la décomposition en base b,
d’ou la terminologie.



Démonstration. L’application v est bien définie : par récurrence sur r, on montre que
ay + asm; +Fasmimo 4+ ...+ a,my ... My < HZ:1 m;. Les deux ensembles ont méme
cardinal [[m;. On montre la surjectivité : soit « € [0, [[m;]; on effectue des divisions
euclidiennes successives (& reste positif) par les m; : © = gymy + a1, ¢1 = gama + as,
ey Qn—1 = QnMy, + a,. Alors a; € [0, m;[ pour tout i et par récurrence on montre que
v(ay, ... a,) = . ]

Ainsi, lorsque les m; sont premiers deux a deux, nous disposons de 2 bijections
[0,my[x ... x [0,mp[— [0,]] m;[ : "'une donnée par le théoréme chinois, et 'autre par
la décomposition en base mixte.

L’algorithme de Garner est un algorithme permettant de passer d’une écriture d’un
entier z € [0, ][ m;[ donné par ses restes mod m; (c’est la donnée du systéme de
congruences) a I'écriture en base mixte, sans passer par les entiers (i.e. sans composer
les deux bijections).

On rappelle que le systéme est :

z=c¢; modmy

r=c¢, modm,

et ’on cherche a écrire x sous la forme x = ay + aomq +azsmims+ ... +a,my ... My_1,
avec a; € [0,m;[. Nécessairement, © = a; = ¢; mod my, d’oit a; = ¢;. Supposons
avoir déterminé les a; jusqu’au rang r, alors ¢ = c¢.41 = a1 + asmy + agmims +
[N _ —1
coot apgimy...omye mod myyq, d0U arpy = (Mg .omy) T (G —ag — agmy — ... —
a;my ... my_1) mod m.
D’ou l'algorithme :

l.ag¢c,z 0, m+1

2. Pour ¢ de 2 a n faire (dans lordre) x < x + a;_ym, m < mm;_1, a; = m~*(¢; — x)
mod m;

3. Renvoyer la liste des a; ou x + a,m, selon le résultat a fournir.

L’algorithme de Garner cotite au plus O(log? []m;) opérations binaires. En ef-
fet, on utilise n — 1 fois I'algorithme d’Euclide semi-étendu pour calculer les inverses
m~' mod m;, avec un colt > i, log(H;:l m;)logm; € O(log® [[m;). L’addition dans
7,/m; 7 nécessite O(logm;) et 1a multiplication O(log? m;) opérations binaires. Au total,
on trouve encore un O(log” [ m;).

L’avantage en pratique est que les calculs intermédiaires sont de taille moindre ; en
plus, le résultat final est dans [0,m; ... m,[, ce qui n’est pas le cas du résultat donné
par I'algorithme des restes chinois. Cette différence n’apparait pas dans notre étude de
la complexité théorique (la différence passe dans le grand O). Garner est plus efficace

en pratique (& vérifier).

Remarque. Gardner est équivalent au fait de faire
chinois(my,, chinois(my,_1, ... chinois(mg,my) - - - ),

ou chinois correspond a la résolution d’'un systéme de deux congruences. La contribu-

tion & la complexité du calcul des inverses modulaires est dans ce cas ) log m; log([ [;_; m;)

6



2.3.

soit Y kt? = @ﬁ ot les m; sont supposés de taille t. L’algorithme chinois pré-
senté plus haut, consistant a tout faire d’un coup, donne quant a lui ) _ log m; log(m/m;)
soit n(n — 1)t*. On gagne donc en gros un facteur 2. On peut méme faire mieux (en
regroupant les moduli deux par deux, puis les résultats deux par deux, donc les moduli

quatre par quatre, etc.).

Calcul du déterminant

Plus généralement, soient ay, ..., ay des entiers et F' = f(ay, ..., a;) une expression
(définie en fonction des opérations arithmétique de Z) a calculer. On suppose que 1'on
sait que |F| < M. La méthode est la suivante :

1. Choisir n nombres premiers distincts p; tels que m = [[p; > 2M (il se peut
que certains premiers soient a rejeter : ceux pour lesquels f(a; mod p;, ..., ax
mod p;) # F' mod p;; on dit alors que p; est de « mauvaise réduction »)

2. Pour chaque i, calculer ¢; = F mod p; = f(ay mod p;,...,ar mod p;) (ce qui est
peu couteux dans le corps Z/p;Z)

3. Résoudre le systéme de congruences par 'algorithme de Garner; soit x la solution
dans [0, m|

4. Comme F est 'unique solution dans [—M, M| de ce systéme (puisque m > 2M),
alors F=xoux—msiz > M.

Pour le calcul du déterminant d’une matrice A = ((a;;)) de taille r :

1. On utilise I'inégalité de Hadamard : notant B = max|a; |, on a |det A| < r"/2B" =
M. 1l suffit de prendre n premiers distincts ou n = E(logy(2M + 1)). En effet, leur
produit m vérifiera m > 2" > 2M + 1 > 2M. On peut prendre les n premiers
nombres premiers.

2. On calcule A; = A mod p; puis det A; mod p; en utilisant le pivot de Gauss dans

Z[piZ
Remarque. Soit pi le k-iéme nombre premier. On peut montrer que p, < 2klInk pour
k > 20. Par un crible d’Eratosténe, on peut alors trouver les n premiers nombres
premiers, ceci en O(nlog®nloglogn) opérations binaires.

La question naturelle est la suivante : faut-il mieux utiliser un seul nombre premier
(n = 1), ou beaucoup de petits nombres premiers (comme suggéré plus haut) ?

On montre que la complexité binaire est en O(r°log®(rB)) si I'on prend un seul
p, ou r désigne la taille de la matrice, donc c’est légérement quadratique en la taille
r?log B de la donnée en entrée. Ce n’est pas de progrés par rapport & la méthode
de Gauss-Bareiss. Par contre, avec beaucoup de nombres premiers, on fait mieux : en
prenant n = E(log,(2M + 1)) (noter que n € O(rlog(rB)) et log[[p; € O(nlogn)),
on montre que la complexité binaire est en O(r*log?(rB)(log”r + (loglog B)?)) (cf.
[VZGG]). On a gagné en gros un facteur r.
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