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1.
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1.2.

Rudiments de théorie de I'information

Modéle théorique

Canal bruité : un émetteur envoie un message M, codé en m; une erreur e de
transmission se produit ; au bout du canal bruité, on recueille m’, décodé en M’, qui
est le message recu. On suppose qu’il n’y a pas d’erreur de codage, ni de décodage,
uniquement une erreur de transmission.

But : détecter les erreurs et les corriger, grace a ’ajout d’une information supplé-
mentaire lors du passage de M & m. Les applications des codes correcteurs d’erreur
dans I'industrie concernent le disque compact, le Minitel, la transmission d’images par
satellite,...

Représentation du canal (discret, sans mémoire) : c’est la donnée

— d’un alphabet d’entrée A = {a;} et de sortie B = {f3;}

— d’une matrice stochastique de transmission PP = (P, ;) (avec > _; P ; = 1 Vi) : lors

de la transmission d’un message m = (my,...,m,) qui est un mot de longueur
n dans I'alphabet A, on regoit un message m’ = (m/, ..., m!) de méme longueur
avec P(mj, = f;|my = o) = P;; pour tout k.

Ezxemple. Le canal symétrique binaire : A= B = {0,1} et P = (1 ;p 1 fp) ou la
probabilité d’erreur est p < 1 pour 0 et 1.

Codage, décodage, correction des erreurs

Codage : le canal sera supposé symétrique, 'alphabet est A = B = F, de cardinal
q. Le message M (resp. message codé m) est un mot de longueur k (resp. n) avec k < n.

— une application de codage est une application injective £ : F¥ — F™ (E comme
encodage) et le code associé son image C' = E(F*). On dit que C est de dimen-
ston k et de longueur n. Si E est I'identité sur les k& premiéres composantes,
i.e. E(M) = m avec m; = M, pour i < k, on dit que le codage est systématique.

— La distance de Hamming sur F" est définie par d(z,y) = Card({i,x; # v;}).
C’est bien une distance sur F™ (le vérifier). On appelle distance minimale du
code d(C) = min(, )ec2 o2y d(z,y) et on dit que C est de type (n, k,d).

— Le tauz d’information ou rendement du code est R = k/n.

Décodage : on a

P(m' =blm = a) = [ P(m; = bilmi = a:) = p*(1 = p)"* = (%)d(l —p)"

ou d = d(a,b) et n est la longueur. Cette probabilité décroit lorsque d croit. C’est
pourquoi :

— une application de décodage est D : F* — F* tel que D o E = Idp« et d(E o
D(m'),m') = minycpe d(E(M),m') pour tout m’ € F™. Si on identifie E(F*)
et F*, cela signifie que d(D(m/),m’) = min.ccd(c,m’), i.e. D(m') se trouve
parmi les mots les plus proches de m’. On parle de décodage selon le principe
du mazximum de vraissemblance car les probabilités vont dans ce sens.
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— On dit que C est t-correcteur si pour tout m’ € F™ il existe au plus un mot
c € C tel que d(m/,c) < t. Cest équivalent a dire que les boules fermées B(c, t),
c € C, sont disjointes. Si la transmission est telle que d(m,m’) <t pour tout m
(i.e. il se produit au plus t erreurs), alors le code est t-correcteur si et seulement
si on peut corriger ¢ erreurs (i.e. retrouver m a partir de m’ par une application
de décodage qui est alors unique).

— Si les boules B(c,t) forment une partition de F™ on dit que que le code t-
correcteur est parfait.

Théoréme 1.2.1. Un code de distance minimale d est t-correcteur si et seulement si
d>2t+1.

On dit alors que %] (partie entiére) est la capacité théorique de correction du
code.

Démonstration. Si C n’est pas t-correcteur, donc s’il existe x dans B(c, t)NB(c, t), alors
d(e,d) < d(c,x) + d(x,d) < 2t. Réciproquement, s’il existe ¢ et ¢ avec d(c, ') < 2t,

on peut supposer ¢ = (¢|,..., %, Cary1,---,Cn) (pour faciliter les notations); alors
T = (C1,...,C,Chq, -, ChyyCott, ..., Cy) appartient & B(c,t) N B(cd,t) donc C n'est
pas t-correcteur. O

Premiers exemples

On prend F' = {0,1} (codes binaires).

Ezemple (code de répétition pure). C' = {(0,...,0),(1,...,1)}, de dimension 1; la
distance minimale d est égale a la longueur n du code. Il est | 21 |-correcteur (décodage :
algorithme majoritaire), mais le rendement R = 1/n est faible.

Ezxemple (code de parité). A M = (My, ..., M,) on rajoute Y M; mod 2. Il est de type
(n+1,n,2). Le rendement est R = n/(n + 1) mais la capacité théorique de correction
est nulle (ce code permet de détecter la présence d’une erreur si on sait qu’il y en a au
plus une, mais pas de la corriger).

Théoréme de Shannon

On a l'impression que la fiabilité du code (qui se mesure par la probabilité de
commettre une erreur en décodant le message transmis a travers le canal probabiliste)
ne peut croitre qu’au détriment du rendement. Le théoréme de Shannon dit que non :
quitte a prendre n suffisamment grand, il existe des codes aussi fiables que ’on veut de
rendement R arbitrairement bon (mais restant en-dessous de la « capacité » ¢(P) du
canal, quantité qui modélise le débit physique du canal de matrice de probabilités P).

Théoréme 1.4.1 (Shannon, 1948). Les « bons » codes existent quel que soit le canal
symétrique binaire.

C’est un théoréme d’existence abstrait (nous n’exposerons pas le formalisme de la
théorie de l'information plus précisément ; pour satisfaire la curiosité, ¢(p) = 1+plnp+
(1—p) In(1—p) dans le cas du canal symétrique binaire). Encore faut-il savoir construire
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de tels codes. Un autre probléme, dans la pratique, est de disposer d’un algorithme de
décodage efficace.

Ezemple. Dans le cas d’une transmission via un fil de cuivre, on mesure une probabilité
d’erreur sur 1 bit environ égale 4 p = 10~%. En utilisant un code de type (15,8, 5) (par
exemple, un code BCH binaire de ce type, voir §4), la probabilité de commettre une
erreur en décodant par la procédure ci-dessus, lorsque m = a est fixé dans le code, est
égale & 2;23 (ljs)pj(l —p)1577. En effet, avec nos notations, il y a erreur si m’ & B(m, t),
oit t = 2. Or Y opimp PO =0) = 3o pmn 27 (1 = p)>=4mm) dapres le caleul
de P(m' = blm = a), indépendemment de a. Or il y a (lf) éléments m’ tels que
d(m,m’) = j (connaitre le mot m’ revient & connaitre les j positions ou m’ différe de
m car le code est binaire). On trouve 5.107'% avec un rendement 8/15, ce qui est bien
mieux que 1 — (1 — p)® ~ 8.107%, probabilité d’erreur sans codage.

Borne de Singleton

Proposition 1.5.1 (borne de Singleton). Soit C' un (n, k,d)-code. On a d <n—k+1.

Démonstration. Soit B : F* & pn By pr—d+l oy p désigne la projection sur les n—d+1
premiéres composantes. Alors E’ est injective car la distance minimale de C est d. Donc
k<n-—d-+1. O

C’est cohérent avec l'intuition que lorsque 'information supplémentaire diminue
la capacité de correction diminue. Nous verrons que les codes de Reed-Solomon, par
exemple, sont optimaux pour la borne de Singleton (I'inégalité est une égalité : on dit
alors que le code est MDS, de l'anglais « maximum distance separable »). Il en est
de méme des codes cités en exemple plus haut (mais ces derniers sont peu utiles en
pratique!)

Codes linéaires

L’idée est qu’en rajoutant de la structure on peut obtenir des algorithmes de codage
et de décodage plus efficaces.

Définitions

L’alphabet F' = F, est un corps fini (¢ = p", p premier). Alors m’ = m + e, ou
m',m,e € Fy.

— On définit w(e) = d(e,0) = d(m,m’) le poids de Hamming de Perreur.

— On demande que 'application de codage E : IF’; — F§ soit linéaire; noter que
messages émis et mots du code sont des vecteurs lignes. Ainsi E est définie
par sa matrice G € My, (F,) (dans les bases canoniques, les vecteurs étant
rangés en ligne) appelée matrice génératrice du code. On a C' = {uG,u € F’;};
noter le gain en terme d’information stoquée pour définir C'. Si le codage est
systématique, alors G est de la forme (I;|P).



— Comme E est injective, C' s’identifie & un sous-espace vectoriel de dimension k
de F.
— La distance minimale du code est

d(C) = i d(z,y) = mi
(©) o (z,y) OglgCW(Z)

(car C' est un espace vectoriel).

2.2. Matrice de controéle, syndrome

Le code dual C+ du code linéaire C est par définition I'orthogonal de C' dans 'espace
vectoriel F™ pour le produit scalaire usuel = -y = " | z;3;. Il est donc de dimension
n—k.On a

Ct={uecF", u-v=0%YvecC}

Une matrice de contréle (ou de parité) H du code C' est par définition une matrice
génératrice du code dual C*, c’est-a-dire une matrice H € My —kn(F) telle que Cct =
{wH,w € F"*}.

On a de plus

C=CH*={weF" u-v=0VuecC}.

Comme les lignes L; de H engendrent C+, ceci est équivalent 4 v L; = 0 pour 1 < i < n,
ou encore & v 'H = 0, donc & H v = 0. On prend parfois cette condition comme
définition d’une matrice de controle (ce qui évite de parler de code dual, mais rend la
définition moins naturelle).

La matrice ‘H définit une application linéaire S : F™ — F" % (par S(x) = = 'H)
dont on a vu que C est le noyau. Elle est donc en particulier surjective (par le théoréme
du rang). On dit que S est application syndrome du code C associée a H et que S(x)
est le syndrome de x (associé a la matrice de controle H).

Si le codage est systématique et G = ([;|P), alors on peut montrer que H =
(—'P|I,_y) est une matrice de controle.

Proposition 2.2.1. Soit C' un code linéaire de type (n,k,d) et H une matrice de
controle. Alors s colonnes quelconques de H sont linéairement indépendantes si et
seulement st d > s+ 1.

Démonstration. (<) : nous démontrons la contraposée, i.e. s’il existe s colonnes C;
linéairement dépendantes, alors d < s. On supppose donc ) ., \;C; = 0 avec les )\
non tous nuls. Comme ‘C; = S(e;), ou e; désigne le vecteur ligne ayant pour unique
coefficient non nul un 1 en position i. On a =z = > ., Ne; € C car S(x) = 0 et
w(zr) < CardI = s, donc d < s.

(=) : on suppose que s colonnes sont toujours linéairement indépendantes et il
s’agit de montrer qu’un élément 0 # z = (z;) € C est toujours de poids w(z) > s+ 1.
Comme S(z) =0,ona Y . z;C; =0, donc Card({i,z; # 0}) > s+ 1. O

iel

Corollaire. Soit H une matrice de controle du code C. Alors d = d(C') est caractérisé
par :

(i) d —1 colonnes sont toujours linéairement indépendantes ;
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(i) il existe d colonnes liées.

Décodage par tableau de syndroéme : si 'on recoit m’ tel que S(m’) # 0 alors
m’ & C. On cherche m tel que w(e) soit minimal, ot e = m’ —m. On a S(e) = S(m’)
donc e est le vecteur de syndrome S(m’) de poids minimal. On trace donc le tableau
de syndrome, qui associe a chaque syndrome possible un mot de poids minimal ayant
ce syndrome. Pour cela, on parcourt les mots par poids croissant. Si le tableau de
syndrome est établi une fois pour toutes, cette méthode est par contre impratiquable
pour des codes de trés grande dimension.

Cas particulier des codes de Hamming binaires

IIs sont définis par la matrice de controle H de taille m x (2™ — 1), ou la j-iéme
colonne est I’écriture de 7 en base 2.

La matrice H est de rang m, donc le noyau de dimension k£ = 2" — m — 1. Deux
colonnes sont toujours linéairement indépendantes mais les trois premiéres colonnes
sont liées, donc d = 3. Ce code est donc de type (2™ — 1,2™ — m — 1,3). Il est 1-
correcteur. C’est de plus un code parfait : les boules de rayon 1 centrées en les ¢"
éléments sont de cardinal (¢— 1)n+1 et sont disjointes. Or ¢*[(¢—1)(2™ —1) +1] = ¢"
carn —k=met g=2.

On décode comme suit : partant de m’ —m = e = > \e;, avec \; € {0,1}, on a
S(m') = S(e) = N'C;. S’il y a une seule erreur, on a e = ¢; et S(m') = 'C;. Si de
plus toutes les colonnes C; sont distinctes, on peut retrouver ¢. C’est le cas ici, ou C;
est 'écriture de j en base 2. Pour résumer, S(m’) donne i directement, & travers son
écriture en base 2! Enfin, comme le code est binaire, connaitre la position de I'erreur
suffit a la corriger.

Equivalence de codes

Définition 2.4.1. Deux codes Cy et Cy sont dits équivalents s’ils se déduisent ['un
de lautre par une permutation des coordonnées. Précisément, il existe o € S, tel que
CQ = Cf, ou Cf = {(ma(l), e ,ma(n)), m = (ml, e ,mn) S 01}

Deux codes équivalents ont méme longeur, dimension, distance minimale. En théorie
de I'information, on étudie donc les codes & équivalence prés (en exercice : I’équivalence
de code est bien une relation d’équivalence).

De fagon équivalente (en exercice), deux codes C et Cy donnés par des matrices gé-
nératrices respectives G et Gy sont équivalent si Gy = MG P,, ot M € GLi(F) et P,
est la matrice de permutation associée & o (telle que (M), ..., Mew)) = (M1, ..., mMn)Fy).

Proposition 2.4.1. Tout code linéaire est équivalent & un code donné par un codage
systématique.

Démonstration. Soit G une matrice génératrice. On peut obtenir une décomposition
QGP = (Ix|A) ou @ est inversible et P est une matrice de pemutation en appliquant
lalgorithme de Gauss-Jordan sur les lignes puis en effectuant une permutation des
colonnes afin de regrouper les pivots. O
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Codes cycliques

Définition

Définition 3.1.1. Un code linéaire C' C Fy est dit cyclique si
(coy--vyCno1) € C <= (Cu_1,C05--,Cn2) € C.

Cette condition d’invariance par permutation circulaire s’exprime de facon naturelle
dans la description plus algébrique suivante.

On considére le quotient de la F-algébre F,[z] par I'idéal (2™ — 1) : tout élément
de F,[z]/(z™ — 1) peut étre représenté par un polynéme de degré strictement inférieur
a n (on prend le reste de la division euclidienne par ™ — 1 comme représentant de la
classe d’un élément de F [x]). On obtient ainsi un isomorphisme de F-espaces vectoriels
F? = Fy[z]/(2"—1) donné par (co, . .., cp1) S ¢;@" dont on se sert pour identifier
un élément de ' avec un polynome modulo 2" — 1.

Théoréme 3.1.1. Le code linéaire C' est cyclique si et seulement si C est un idéal de
Folz]/(z" —1).

Démonstration. Si C est un idéal de F [z]/(z™ — 1) et ¢ = (co,...,cn1) € C alors
x-c=(Ch1,C0y--,Cn2) € C.

Réciproquement, si C' est cyclique alors pour tout ¢ € C' on a Tc € C, puis z?c € C,
etc. Donc un produit be est encore un mot du code pour tout polynéme b € I [z], si
bien que C' est un idéal de F,[z]/(z"™ — 1). O

Construction par polynéme générateur

L’anneau F [x] est principal, donc tout idéal du quotient F,[z]/(2™ —1) est principal
(bien que l’anneau quotient F,[x]/(z™ — 1) ne soit pas principal puisqu’il n’est pas
intégre!) En effet, 'application canonique 7 : F [z] — F,[z]/(2" — 1) de passage au
quotient induit une bijection entre les idéaux de F,[x] contenant 2™ — 1 et les idéaux
du quotient. Or les idéaux de F,[z] sont principaux et 'image d’un idéal principal par
un morphisme d’anneaux est encore un idéal principal.

Un code linéaire cyclique C' de dimension k et de longueur n est donc défini par
un polynome g de F,[z] tel que g engendre C' vu comme idéal de F,[z]/(z™ — 1). Le
polynéme g est alors de degré n — k et divise 2” — 1. On a C = (g,zg, ...,z 1g).

Soit 2" — 1 = f... f,n la décomposition de 2™ — 1 en facteurs irréductibles sur
[F,. Nous supposerons désormais que (n,q) = 1 ce qui élimine les facteurs multiples.
Comme f; est irréductible, I'idéal (f;) est maximal ; il définit un code cyclique maximal
C;. On trouve tous les codes cycliques de longueur n sur F, en choisissant un diviseur
quelconque parmi les 2™ diviseurs de z™ — 1.

Sig= Z?;Ok ¢;7%, une matrice génératrice de C' est

g9 9 - Gk O o --- 0
e
0--- - 0 9o g1 o Onek
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Remarque. Définissant h = (2" — 1) /g(z) = Zf:o h;x® (appelé polynéme correcteur de
('), on peut démontrer qu'une matrice de controle est

0 0 0 h. hey --- heo
H— 0 0 e hy hger oo he O
hip hp_1 ---hy O ()

Construction a partir des racines

Lorsque 'on a défini C' & partir d’'un polynome générateur g, les éléments de C' sont
les multiples de g, donc, puisque les racines de g dans un corps de décomposition sont
simples (on rappelle que I'on a supposé (n,q) = 1), les éléments qui s’annulent en les
deg(g) racines de g. Cela améne & définir g par I'ensemble de ses racines.

Soient donc ay,...,a, des éléments d'une extension finie F,m de F,. Nous notons
p; les polynomes minimaux de «; sur F,. Un polynome de F,[z] qui s’annule en «; est
un multiple de p;. Soit n € N tel que af* = 1 pour tout i (par exemple n = ¢™ — 1) et
g = ppem(py, ..., ps). Alors g divise 2™ — 1 (car p; divise 2" — 1 pour tout 7). Il définit
donc un code linéaire cyclique de longueur n sur F,,.

Théoréme 3.3.1. Soit C' C Fy[x]/(x" — 1) un code cyclique de polyndome générateur

g dont les racines sont aq, ..., a, k. Alors f est un mot du code si et seulement si le
vecteur *(fo, ..., fn_1) des coefficients de f est dans le noyau de
I o o2 - ot
H=1": :
Lo g o0 aply
Démonstration. f € C si et seulement si f(a;) =0 pour 1 <i<n—k. O

La matrice H joue donc le role de matrice de controle (bien qu’elle ne soit pas a
coeflicients dans F).

Théoréme 3.3.2. Le code cyclique binaire de longueur n = 2™ — 1 dont un polynome
générateur est le polynome minimal sur Fy d’un élément primitif de Fom (i.e. un géné-
rateur du groupe cyclique F3.,. ) est équivalent au code de Hamming binaire de longueur
n.

Démonstration. Soit o un élément primitif de Fom, i.e. Fo, = {1, 0, ...,a?" 72}, Alors
Fom = Fy(a) (c’est donc un élément primitif de I'extension de corps Fom sur Fy; la
réciproque n’est par contre pas vraie en général : prendre m = 4 et considérer a?)
et B = {l,a,...,a™ '} est une base de Fym sur Fy. Soit H la matrice dont la j-
iéme colonne est le vecteur colonne des coefficients de o/ dans cette base. Alors, pour
a =" a;xt dans Fyfz], on a H'a = a(a) exprimé dans la base 8. Donc H est une
matrice de controle du code engendré par g.

Or T'ensemble des colonnes de H coincide, & permutation prés, avec I’écriture des
2™ — 1 premiers entiers en base 2. Le code cyclique engendré par g est donc équivalent
au code de Hamming binaire de longueur n = 2™ — 1. O]
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Codage et décodage des codes linéaires cycliques

Au mot M = (M, ..., My_1) on fait correspondre le polyndome Zf:_ol M;z" noté
encore M (en fait sa classe, mais on identifie classe et représentant de degré plus petit
que k dans I'implémentation informatique). Le mot codé m = MG, ou 'on a noté G
la matrice génératice correspondant au polynome générateur g (les lignes de G sont
les 2'g, pour 0 < i < k — 1, exprimés dans la base 1,z,...,2" 1), correspond alors
au produit de polyndémes m = Mg. Le morphisme de codage, dans le formalisme
polynoémial, correspond donc & une simple multiplication de polynomes dans F[x].

Nous allons voir comment décoder efficacement les codes BC'H, qui sont des codes
linéaires cycliques particuliers définis & partir de racines.

Codes BCH
Définition

Les codes BCH constituent une classe populaire de codes introduite par Bose,
Ray-Chaudhuri et Hocquenghem.

Définition 4.1.1. Soit S une racine primitive n-iéme de ['unité dans Fq, pour n un
entier premier avec q et g le ppem (unitaire) des polynémes minimauz de B3, ..., [° L.
Le code BCH(q,n,d) est le code cyclique sur F, défini par les racines 3, ..., [3° 1. Il est
de longueur n et dimension k = n—deg g, le polyndéme g étant un polynéme générateur.
On dit que 0 est la distance assignée du code.

On rappelle que I'ensemble des racines n-iémes de l'unité sur F, (i.e. les racines du
polynome séparable 2" —1 € F,[z] dans un corps de décomposition) forme un groupe cy-
clique isomorphe a Z/nZ. Les générateurs sont les racines primitives n-iémes de l'unité ;
ce sont les racines dans Fq du polynome cyclotomique @, sur F, (qui est obtenu en ré-
duisant modulo p le n-iéme polynéme cyclotomique de Z[z]). L’extension cyclotomique
engendrée est de degré m lorsque n = ¢™ — 1 et alors, F (8)* = {1,8,...,8"'}. On
parle de code BC'H primitif. Dans le cas général, si 'on pose m = [F (/) : F,], on sait
juste que l'ordre n de § divise le cardinal ¢™ — 1 de Fy(3)*.

Remarque. La définition précédente ne refléte pas le fait qu'un code BCH(q,n,d) dé-
pend du choix de . Cependant, les propriétés du code sont essentiellement indépen-
dantes de (3, et en particulier la distance minimale.

Théoréme 4.1.1. La distance minimale de C = BCH(q,n,0) est au moins égale a la
distance assignée d. On pourra donc corriger au moins L‘s_TlJ ETTEUTS.

Démonstration. Un élément [ = 2;:01 fiz® appartient au code si et seulement si

1 B .. gt fo

1 52 o 62(1171) fl

: : : : =0.
i /86.71 o 5(671‘)(1171) fn;l



4.2.

4.3.

Parce que tous les déterminants de taille 6 — 1 extraits de la matrice ci-dessus sont, a
une constante non nulle prés, des déterminants de Vandermonde dont les coefficients
parmi les 3¢ sont deux a deux distincts, on voit que ce systéme d’équations n’admet
pas de solution f # 0 tel que w(f) < 0 — 1. Tout élément non nul ¢ de C' vérifie donc
w(c) > 6. O

Construction pratique et décodage

Voir énoncé du TD-TP correspondant : racines de I'unité dans un corps fini et codes
BCH

Codes de Reed-Solomon

Les codes de Reed-Solomon sont des codes BC'H(q,n,d) primitifs avec n = ¢ — 1
(i.e. m = 1). On écrira RS(q, 9).
On peut déterminer la distance minimale de facon exacte :

Proposition 4.3.1. Un code RS(q,6) est un (¢ —1,q — 9, 6)-code.

Démonstration. En effet, la racine primitive n-iéme de 'unité S est alors un générateur
de FX et g = Hf;ll (x — ). La dimension du code est k =n — degg = ¢ — . En tant
que cas particulier de code BCH, la distance minimale d vérifie d > §. Par ailleurs,
la borne de Singleton donne ¢ —0 =k <n—-d+1=¢q—d, dou § > d. Finalement

d=o¢. ]

Un aspect important de ces codes réside dans leur capacié de corection lorsque I'on
a une série contigiie d’erreurs (effet « burst ») ou bien des effacements. En pratique
(pour le CD et le DVD par exemple), on utilise une méthode « d’entrelacement croisé »
(on combine deux codes de Reed-Solomon). Nous n’en dirons pas plus et renvoyons le
lecteur intéressé a la littérature...
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