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1. Rudiments de théorie de l'information

1.1. Modèle théorique

Canal bruité : un émetteur envoie un message M , codé en m ; une erreur e de
transmission se produit ; au bout du canal bruité, on recueille m′, décodé en M ′, qui
est le message reçu. On suppose qu'il n'y a pas d'erreur de codage, ni de décodage,
uniquement une erreur de transmission.

But : détecter les erreurs et les corriger, grâce à l'ajout d'une information supplé-
mentaire lors du passage de M à m. Les applications des codes correcteurs d'erreur
dans l'industrie concernent le disque compact, le Minitel, la transmission d'images par
satellite,...

Représentation du canal (discret, sans mémoire) : c'est la donnée
� d'un alphabet d'entrée A = {αi} et de sortie B = {βj}
� d'une matrice stochastique de transmission P = (Pi,j) (avec

∑
j Pi,j = 1 ∀i) : lors

de la transmission d'un message m = (m1, . . . ,mn) qui est un mot de longueur
n dans l'alphabet A, on reçoit un message m′ = (m′1, . . . ,m

′
n) de même longueur

avec P (m′k = βj|mk = αi) = Pi,j pour tout k.

Exemple. Le canal symétrique binaire : A = B = {0, 1} et P =

(
1− p p
p 1− p

)
où la

probabilité d'erreur est p� 1 pour 0 et 1.

1.2. Codage, décodage, correction des erreurs

Codage : le canal sera supposé symétrique, l'alphabet est A = B = F , de cardinal
q. Le messageM (resp. message codém) est un mot de longueur k (resp. n) avec k ≤ n.

� une application de codage est une application injective E : F k → F n (E comme
encodage) et le code associé son image C = E(F k). On dit que C est de dimen-
sion k et de longueur n. Si E est l'identité sur les k premières composantes,
i.e. E(M) = m avec mi = Mi pour i ≤ k, on dit que le codage est systématique.

� La distance de Hamming sur F n est dé�nie par d(x, y) = Card({i, xi 6= yi}).
C'est bien une distance sur F n (le véri�er). On appelle distance minimale du
code d(C) = min(x,y)∈C2,x 6=y d(x, y) et on dit que C est de type (n, k, d).

� Le taux d'information ou rendement du code est R = k/n.
Décodage : on a

P (m′ = b|m = a) =
∏
i

P (m′i = bi|mi = ai) = pd(1− p)n−d = (
p

1− p
)d(1− p)n

où d = d(a, b) et n est la longueur. Cette probabilité décroît lorsque d croît. C'est
pourquoi :

� une application de décodage est D : F n → F k tel que D ◦ E = IdFk et d(E ◦
D(m′),m′) = minM∈Fk d(E(M),m′) pour tout m′ ∈ F n. Si on identi�e E(F k)
et F k, cela signi�e que d(D(m′),m′) = minc∈C d(c,m′), i.e. D(m′) se trouve
parmi les mots les plus proches de m′. On parle de décodage selon le principe
du maximum de vraissemblance car les probabilités vont dans ce sens.
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� On dit que C est t-correcteur si pour tout m′ ∈ F n il existe au plus un mot
c ∈ C tel que d(m′, c) ≤ t. C'est équivalent à dire que les boules fermées B(c, t),
c ∈ C, sont disjointes. Si la transmission est telle que d(m,m′) ≤ t pour tout m
(i.e. il se produit au plus t erreurs), alors le code est t-correcteur si et seulement
si on peut corriger t erreurs (i.e. retrouver m à partir de m′ par une application
de décodage qui est alors unique).

� Si les boules B(c, t) forment une partition de F n on dit que que le code t-
correcteur est parfait.

Théorème 1.2.1. Un code de distance minimale d est t-correcteur si et seulement si
d ≥ 2t+ 1.

On dit alors que bd−1
2
c (partie entière) est la capacité théorique de correction du

code.

Démonstration. Si C n'est pas t-correcteur, donc s'il existe x dans B(c, t)∩B(c′, t), alors
d(c, c′) ≤ d(c, x) + d(x, c′) ≤ 2t. Réciproquement, s'il existe c et c′ avec d(c, c′) ≤ 2t,
on peut supposer c′ = (c′1, . . . , c

′
2t, c2t+1, . . . , cn) (pour faciliter les notations) ; alors

x = (c1, . . . , ct, c
′
t+1, . . . , c

′
2t, c2t+1, . . . , cn) appartient à B(c, t) ∩ B(c′, t) donc C n'est

pas t-correcteur.

1.3. Premiers exemples

On prend F = {0, 1} (codes binaires).
Exemple (code de répétition pure). C = {(0, . . . , 0), (1, . . . , 1)}, de dimension 1 ; la
distance minimale d est égale à la longueur n du code. Il est bd−1

2
c-correcteur (décodage :

algorithme majoritaire), mais le rendement R = 1/n est faible.

Exemple (code de parité). AM = (M1, . . . ,Mn) on rajoute
∑
Mi mod 2. Il est de type

(n+ 1, n, 2). Le rendement est R = n/(n+ 1) mais la capacité théorique de correction
est nulle (ce code permet de détecter la présence d'une erreur si on sait qu'il y en a au
plus une, mais pas de la corriger).

1.4. Théorème de Shannon

On a l'impression que la �abilité du code (qui se mesure par la probabilité de
commettre une erreur en décodant le message transmis à travers le canal probabiliste)
ne peut croître qu'au détriment du rendement. Le théorème de Shannon dit que non :
quitte à prendre n su�samment grand, il existe des codes aussi �ables que l'on veut de
rendement R arbitrairement bon (mais restant en-dessous de la � capacité � c(P ) du
canal, quantité qui modélise le débit physique du canal de matrice de probabilités P ).

Théorème 1.4.1 (Shannon, 1948). Les � bons � codes existent quel que soit le canal
symétrique binaire.

C'est un théorème d'existence abstrait (nous n'exposerons pas le formalisme de la
théorie de l'information plus précisément ; pour satisfaire la curiosité, c(p) = 1+p ln p+
(1−p) ln(1−p) dans le cas du canal symétrique binaire). Encore faut-il savoir construire

3



de tels codes. Un autre problème, dans la pratique, est de disposer d'un algorithme de
décodage e�cace.

Exemple. Dans le cas d'une transmission via un �l de cuivre, on mesure une probabilité
d'erreur sur 1 bit environ égale à p = 10−4. En utilisant un code de type (15, 8, 5) (par
exemple, un code BCH binaire de ce type, voir �4), la probabilité de commettre une
erreur en décodant par la procédure ci-dessus est inférieure à

∑15
j=3

(
15
j

)
pj(1 − p)15−j

car il y a au plus
(
15
j

)
éléments m′ tels que d(m,m′) = j et t = 2. On trouve 5.10−10

avec un rendement 8/15, ce qui est bien mieux que 1− (1− p)8 ≈ 8.10−4, probabilité
d'erreur sans codage.

1.5. Borne de Singleton

Proposition 1.5.1 (borne de Singleton). Soit C un (n, k, d)-code. On a d ≤ n−k+1.

Démonstration. Soit E ′ : F k E→ F n p→ F n−d+1 où p désigne la projection sur les n−d+1
premières composantes. Alors E ′ est injective car la distance minimale de C est d. Donc
k ≤ n− d+ 1.

C'est cohérent avec l'intuition que lorsque l'information supplémentaire diminue
la capacité de correction diminue. Nous verrons que les codes de Reed-Solomon, par
exemple, sont optimaux pour la borne de Singleton (l'inégalité est une égalité : on dit
alors que le code est MDS, de l'anglais � maximum distance separable �). Il en est
de même des codes cités en exemple plus haut (mais ces derniers sont peu utiles en
pratique !)

2. Codes linéaires

L'idée est qu'en rajoutant de la structure on peut obtenir des algorithmes de codage
et de décodage plus e�caces.

2.1. Dé�nitions

L'alphabet F = Fq est un corps �ni (q = pr, p premier). Alors m′ = m + e, où
m′,m, e ∈ Fnq .

� On dé�nit ω(e) = d(e, 0) = d(m,m′) le poids de Hamming de l'erreur.
� On demande que l'application de codage E : Fkq → Fnq soit linéaire ; noter que

messages émis et mots du code sont des vecteurs lignes. Ainsi E est dé�nie
par sa matrice G ∈ Mk,n(Fq) (dans les bases canoniques, les vecteurs étant
rangés en ligne) appelée matrice génératrice du code. On a C = {uG, u ∈ Fkq} ;
noter le gain en terme d'information stoquée pour dé�nir C. Si le codage est
systématique, alors G est de la forme (Ik|P ).

� La distance minimale du code est

d(C) = min
(x,y)∈C2,x 6=y

d(x, y) = min
06=z∈C

ω(z)

(car C est un espace vectoriel).
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2.2. Matrice de contrôle, syndrôme

Comme E est injective, C s'identi�e à un sous-espace vectoriel de dimension k de
Fnq . On peut aussi dé�nir C comme noyau d'une application linéaire surjective S : F n →
F n−k. La matrice H de S est appelée une matrice de contrôle de C. Traditionnellement,
les vecteurs sont rangés en colonnes (selon la convention en algèbre linéaire) pour la
dé�nition de H ∈ Mn−k,n(Fq). Les vecteurs colonnes de H sont donc les tS(ei), où ei
est le vecteur ligne dont tous les coe�cients sont nuls excepté celui en position i qui
vaut 1. On a C = {x = (x1, . . . , xn), H tx = 0}. On dit que S(x) est le syndrôme de x
(associé à la matrice de contrôle H).

Si le codage est systématique et G = (Ik|P ), alors on peut pendre H = (−tP |In−k).

Proposition 2.2.1. Soit C un code linéaire de type (n, k, d) et H une matrice de
contrôle. Alors s colonnes quelconques de H sont linéairement indépendantes si et
seulement si d ≥ s+ 1.

Démonstration. (⇐) : nous démontrons la contraposée, i.e. s'il existe s colonnes linéai-
rement dépendantes, alors d ≤ s. On supppose donc

∑
i∈I λiCi = 0 avec les λi non tous

nuls et tCi = S(ei). On a x =
∑

i∈I λiei ∈ C car S(x) = 0 et ω(x) ≤ Card I = s, donc
d ≤ s.

(⇒) : on suppose que s colonnes sont toujours linéairement indépendantes et il
s'agit de montrer qu'un élément 0 6= x = (xi) ∈ C est toujours de poids ω(x) ≥ s+ 1.
Comme S(x) = 0, on a

∑n
i=1 xiCi = 0, donc Card({i, xi 6= 0}) ≥ s+ 1.

Corollaire. Soit H une matrice de contrôle du code C. Alors d = d(C) est caractérisé
par :

(i) d− 1 colonnes sont toujours linéairement indépendantes ;

(ii) il existe d colonnes liées.

Décodage par tableau de syndrôme : si l'on reçoit m′ tel que S(m′) 6= 0 alors
m′ 6∈ C. On cherche m tel que ω(e) soit minimal, où e = m′ −m. On a S(e) = S(m′)
donc e est le vecteur de syndrôme S(m′) de poids minimal. On trace donc le tableau
de syndrôme, qui associe à chaque syndrôme possible un mot de poids minimal ayant
ce syndrôme. Pour cela, on parcourt les mots par poids croissant. Si le tableau de
syndrôme est établi une fois pour toutes, cette méthode est par contre impratiquable
pour des codes de très grande dimension.

2.3. Cas particulier des codes de Hamming binaires

Ils sont dé�nis par la matrice de contrôle H de taille m × (2m − 1), où la j-ième
colonne est l'écriture de j en base 2.

La matrice H est de rang m, donc le noyau de dimension k = 2m −m − 1. Deux
colonnes sont toujours linéairement indépendantes mais les trois premières colonnes
sont liées, donc d = 3. Ce code est donc de type 2m − 1, 2m − m − 1, 3). Il est 1-
correcteur. C'est de plus un code parfait : les boules de rayon 1 centrées en les qk

éléments sont de cardinal (q−1)n+ 1 et sont disjointes. Or qk[(q−1)(2m−1) + 1] = qn

car n− k = m et q = 2.
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On décode comme suit : partant de m′ −m = e =
∑
λiei, avec λi ∈ {0, 1}, on a

S(m′) = S(e) = λi
tCi. S'il y a une seule erreur, on a e = ei et S(m′) = tCi. Si de

plus toutes les colonnes Cj sont distinctes, on peut retrouver i. C'est le cas ici, où Cj
est l'écriture de j en base 2. Pour résumer, S(m′) donne i directement, à travers son
écriture en base 2 ! En�n, comme le code est binaire, connaître la position de l'erreur
su�t à la corriger.

2.4. Equivalence de codes

Dé�nition 2.4.1. Deux codes sont dits équivalents s'ils se déduisent l'un de l'autre
par une permutation des coordonnées. En d'autres termes, il existe des matrices de
contrôles respectives qui di�èrent par une permutation de leurs colonnes ou encore des
matrices génératrices qui di�èrent par permutation des colonnes également.

En e�et, par dé�nition pour deux codes équivalents C et C ′, P tx appartient à C ′ si
et seulement si tx appartient à C, pour une certaine matrice de permutations P . Alors
H est une matrice de contrôle pour C si et seulement si H ′ = HP est une matrice
de contrôle pour C ′. Au niveau des matrices génératrices, on a P tG′ = tG ou encore
G = G′tP .

Proposition 2.4.1. Tout code linéaire est équivalent à un code donné par un codage
systématique.

Démonstration. On écrit QGP = (Ik|A) où Q est inversible et P est une matrice de
pemutation (algorithme de Gauss-Jordan sur les lignes puis permutation des colonnes
a�n de regrouper les pivots). On a C = {uQG} et dé�nit C ′ = {cP, c ∈ C}, de matrice
génératrice (Ik|A).

3. Codes cycliques

3.1. Dé�nition

Dé�nition 3.1.1. Un code linéaire C ⊂ Fnq est dit cyclique si

(c0, . . . , cn−1) ∈ C ⇐⇒ (cn−1, c0, . . . , cn−2) ∈ C.

Cette condition d'invariance par permutation circulaire s'exprime de façon naturelle
dans la description plus algébrique suivante.

On considère le quotient de la Fq-algèbre Fq[x] par l'idéal (xn − 1) : tout élément
de Fq[x]/(xn − 1) peut être représenté par un polynôme de degré strictement inférieur
à n (on prend le reste de la division euclidienne par xn − 1 comme représentant de la
classe d'un élément de Fq[x]). On obtient ainsi un isomorphisme de Fq-espaces vectoriels
Fnq

∼→ Fq[x]/(xn−1) donné par (c0, . . . , cn−1) 7→
∑n−1

i=0 cix
i dont on se sert pour identi�er

un élément de Fnq avec un polynôme modulo xn − 1.

Théorème 3.1.1. Le code linéaire C est cyclique si et seulement si C est un idéal de
Fq[x]/(xn − 1).
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Démonstration. Si C est un idéal de Fq[x]/(xn − 1) et c = (c0, . . . , cn−1) ∈ C alors

x · c = (cn−1, c0, . . . , cn−2) ∈ C.

Réciproquement, si C est cyclique alors pour tout c = c(x) ∈ C on a xc(x) ∈ C, puis
x2c(x) ∈ C, etc. Donc un produit b(x)c(x) est encore un mot du code si bien que C est
un idéal.

3.2. Construction par polynôme générateur

L'anneau Fq[x] est principal, donc tout idéal du quotient Fq[x]/(xn−1) est principal
(bien que l'anneau quotient Fq[x]/(xn − 1) ne soit pas principal puisqu'il n'est pas
intègre !) En e�et, l'application canonique π : Fq[x] → Fq[x]/(xn − 1) de passage au
quotient induit une bijection entre les idéaux de Fq[x] contenant xn − 1 et les idéaux
du quotient. Or les idéaux de Fq[x] sont principaux et l'image d'un idéal principal par
un morphisme d'anneaux est encore un idéal principal.

Un code linéaire cyclique C de dimension k et de longueur n est donc dé�ni par
un polynôme générateur g de C vu comme idéal de Fq[x]/(xn − 1). Le polynôme g est
alors de degré n− k et divise xn − 1. On a C = 〈g(x), xg(x), . . . , xk−1g(x)〉.

Soit xn − 1 = f1(x) . . . fm(x) la décomposition de xn − 1 en facteurs irréductibles
sur Fq. Nous supposerons désormais que (n, q) = 1 ce qui élimine les facteurs multiples.
Comme fi(x) est irréductible, l'idéal (fi(x)) est maximal ; il dé�nit un code cyclique
maximal Ci. On trouve tous les codes cycliques de longueur n sur Fq en choisissant un
diviseur quelconque parmi les 2m diviseurs de xn − 1.

Si g(x) =
∑n−k

i=0 gix
i, une matrice génératrice de C est

G =


g0 g1 · · · gn−k 0 0 · · · 0
0 g0 g1 · · · gn−k 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 · · · · · · 0 g0 g1 · · · gn−k


Remarque. Dé�nissant h(x) = (xn − 1)/g(x) =

∑k
i=0 hix

i (appelé polynôme correcteur
de C), on peut démontrer qu'une matrice de contrôle est

H =


0 0 · · · 0 hk hk−1 · · · h0
0 0 · · · hk hk−1 · · · h0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
hk hk−1 · · ·h0 0 · · · · · · · · · 0


3.3. Construction à partir des racines

Lorsque l'on a dé�ni C à partir d'un polynôme générateur g, les éléments de C sont
les multiples de g, donc, puisque les racines de g dans un corps de décomposition sont
simples (on rappelle que l'on a supposé (n, q) = 1), les éléments qui s'annulent en les
deg(g) racines de g. Cela amène à dé�nir g par l'ensemble de ses racines.

Soient donc α1, . . . , αs des éléments d'une extension �nie Fqm de Fq. Nous notons
pi(x) les polynômes minimaux de αi sur Fq. Un polynôme de Fq[x] qui s'annule en αi
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est un multiple de pi. Soit n ∈ N tel que αni = 1 pour tout i (par exemple n = qm − 1)
et g(x) = ppcm(p1(x), . . . , ps(x)). Alors g(x) divise xn− 1 (car pi(x) divise xn− 1 pour
tout i). Il dé�nit donc un code linéaire cyclique de longueur n sur Fq.

Théorème 3.3.1. Soit C ⊂ Fq[x]/(xn − 1) un code cyclique de polynôme générateur
g dont les racines sont α1, . . . , αn−k. Alors f est un mot du code si et seulement si le
vecteur t(f0, . . . , fn−1) des coe�cients de f est dans le noyau de

H =

1 α1 α2
1 · · · αn−11

...
...

...
...

...
1 αn−k α2

n−k · · · αn−1n−k


Démonstration. f ∈ C si et seulement si f(αi) = 0 pour 1 ≤ i ≤ n− k.

La matrice H joue donc le rôle de matrice de contrôle (bien qu'elle ne soit pas à
coe�cients dans Fq).

Théorème 3.3.2. Le code cyclique binaire de longueur n = 2m − 1 dont un polynôme
générateur est le polynôme minimal sur F2 d'un élément primitif de F2m (i.e. un géné-
rateur du groupe cyclique F×2m) est équivalent au code de Hamming binaire de longueur
n.

Démonstration. Soit α un élément primitif de F2m , i.e. F×2m = {1, α, . . . , α2m−2}. Alors
F2m = F2(α) (c'est donc un élément primitif de l'extension de corps F2m sur F2 ; la
réciproque n'est par contre pas vraie en général : prendre m = 4 et considérer α3)
et β = {1, α, . . . , αm−1} est une base de F2m sur F2. Soit H la matrice dont la j-
ième colonne est le vecteur colonne des coe�cients de αj dans cette base. Alors, pour
a(x) =

∑n−1
i=0 aix

i dans F2[x], on a H ta = a(α) exprimé dans la base β. Donc H est
une matrice de contrôle du code engendré par g.

Or l'ensemble des colonnes de H coïncide, à permutation près, avec l'écriture des
2m− 1 premiers entiers en base 2. Le code cyclique engendré par g est donc équivalent
au code de Hamming binaire de longueur n = 2m − 1.

3.4. Codage et décodage des codes linéaires cycliques

Au motM = (M0, . . . ,Mk−1) on fait correspondre le polynômeM(x) =
∑k−1

i=0 Mix
i.

Le mot codé m = MG, où l'on a noté G la matrice génératice correspondant au
polynôme générateur g (les lignes de G sont les xig, pour 0 ≤ i ≤ k− 1, exprimés dans
la base 1, x, . . . , xn−1), correspond alors au produit m(x) = M(x)g(x). Le morphisme
de codage, dans le formalisme polynômial, correspond donc à une simple multiplication
de polynômes dans Fq[x].

Nous allons voir comment décoder e�cacement les codes BCH, qui sont des codes
linéaires cycliques particuliers dé�nis à partir de racines.
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4. Codes BCH

4.1. Dé�nition

Les codes BCH constituent une classe populaire de codes introduite par Bose,
Ray-Chaudhuri et Hocquenghem.

Dé�nition 4.1.1. Soit β une racine primitive n-ième de l'unité dans Fq, pour n un
entier premier avec q et g le ppcm (unitaire) des polynômes minimaux de β, . . . , βδ−1.
Le code BCH(q, n, δ) est le code cyclique sur Fq dé�ni par les racines β, . . . , βδ−1. Il est
de longueur n et dimension k = n−deg g, le polynôme g étant un polynôme générateur.
On dit que δ est la distance assignée du code.

On rappelle que l'ensemble des racines n-ièmes de l'unité sur Fq (i.e. les racines du
polynôme séparable xn−1 ∈ Fq[x] dans un corps de décomposition) forme un groupe cy-
clique isomorphe à Z/nZ. Les générateurs sont les racines primitives n-ièmes de l'unité ;
ce sont les racines dans Fq du polynôme cyclotomique Φn sur Fq (qui est obtenu en ré-
duisant modulo p le n-ième polynôme cyclotomique de Z[x]). L'extension cyclotomique
engendrée est de degré m lorsque n = qm − 1 et alors, Fq(β)× = {1, β, . . . , βn−1}. On
parle de code BCH primitif. Dans le cas général, si l'on pose m = [Fq(β) : Fq], on sait
juste que l'ordre n de β divise le cardinal qm − 1 de Fq(β)×.

Remarque. La dé�nition précédente ne re�ète pas le fait qu'un code BCH(q, n, δ) dé-
pend du choix de β. Cependant, les propriétés du code sont essentiellement indépen-
dantes de β, et en particulier la distance minimale.

Théorème 4.1.1. La distance minimale de C = BCH(q, n, δ) est au moins égale à la
distance assignée δ. On pourra donc corriger au moins b δ−1

2
c erreurs.

Démonstration. Un élément f(x) =
∑n−1

i=0 fix
i appartient au code si et seulement si

1 β . . . βn−1

1 β2 . . . β2(n−1)

...
...

...
1 βδ−1 . . . β(δ−1)(n−1)




f0
f1
...

fn−1

 = 0.

Parce que tous les déterminants de taille δ − 1 extraits de la matrice ci-dessus sont, à
une constante non nulle près, des déterminants de Vandermonde dont les coe�cients
parmi les βi sont deux à deux distincts, on voit que ce système d'équations n'admet
pas de solution f 6= 0 tel que ω(f) ≤ δ − 1. Tout élément non nul c de C véri�e donc
ω(c) ≥ δ.

4.2. Construction pratique et décodage

Voir énoncé du TD-TP correspondant : racines de l'unité dans un corps �ni et codes
BCH
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4.3. Codes de Reed-Solomon

Les codes de Reed-Solomon sont des codes BCH(q, n, δ) primitifs avec n = q − 1
(i.e. m = 1). On écrira RS(q, δ).

On peut déterminer la distance minimale de façon exacte :

Proposition 4.3.1. Un code RS(q, δ) est un (q − 1, q − δ, δ)-code.

Démonstration. En e�et, la racine primitive n-ième de l'unité β est alors un générateur
de F×q et g =

∏δ−1
i=1 (x− βi). La dimension du code est k = n− deg g = q − δ. En tant

que cas particulier de code BCH, la distance minimale d véri�e d ≥ δ. Par ailleurs,
la borne de Singleton donne q − δ = k ≤ n − d + 1 = q − d, d'où δ ≥ d. Finalement
d = δ.

Un aspect important de ces codes réside dans leur capacié de corection lorsque l'on
a une série contigüe d'erreurs (e�et � burst �) ou bien des e�acements. En pratique
(pour le CD et le DVD par exemple), on utilise une méthode � d'entrelacement croisé �
(on combine deux codes de Reed-Solomon). Nous n'en dirons pas plus et renvoyons le
lecteur intéressé à la littérature...
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