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Depuis René DESCARTES , la possibilité de définir les courbes
alaide d’une ou plusicurs équations a changé profondément la
maniére de les étudier . De nouvelles branches des mathématiques
en sont méme nées .

René DESCARTES
(1596 — 1650)

Graphe fonctionnel

Les premiéres courbes fournies par la géométrie analytique sont les courbes représentatives des fonctions .
Une telle fonction f associe 4 un réel x de I’ensemble de définition @ de f , son image : le réel f(x) .
Dans le plan muni d’un repere (O ; i, }) , on représente les points de coordonnées (x ; ¥ ) avec y = f(x)
qui décrivent une courbe (C) quand x décrit I’ensemble de définition @ de la fonction f.

Exemple : la sinusoide

0.57

051

Equation implicite

Dans un graphe fonctionnel , il y a exactement une vateur de y pour chaque valeur x de ©.

La courbe (C) n’est coupée qu’en un seul point par une droite verticale .

Mais ce n’est pas toujours le cas , pour les courbes fermées en particulier (comme le cercle) .

Tl existe néanmoins une relation entre I’abscisse x et I'ordonnée y des points de la courbe appelée
équation implicite de la courbe . '

Exemple : 1’équation implicite du cercle de centre O et de rayon R est : x* + )% = R?

L’étude des courbes et leur tracé doivent beaucoup i Ia notion de trajectoire c'est-a-dire Je chemin
décrit par un point M mobile en fonction du temps ¢ . Nous obtenons ainsi les deux coordonnées de M
(dans le cas d’une courbe plane) ou les trois coordonnées de M (dans le cas d’une courbe de Pespace
encore appelée courbe gauche) . | '



COURBES PLANES PARAMETREES

1. COURBES PARAMETREES DU PLAN

1. FONCTIONS VECTORIELLES A VALEURS DANS R®

On appelle fonction vectorielle , définie sur ® c R et A valeurs dans R?, une fonction

qui , a tout réel £ de @, associe un vecteur de R* noté —I}(t) .

Un point O du plan étant choisi comme origine , on peut considérer le point M du plan tel que
V()= OM . test appelé paramétre du point M ( M est aussi noté M(7) ) .

Dans un repére (O ; i , }) on peut écrire OM = —I;(t) = x(t)E + y(t)} ou T_/’(t) ={x(), ¥(0)
ou x et y sont deux fonctions numériques défimes sur D R .

Lorsque t décrit @, Le point M décrit une courbe (C) du plan appelée courbe plane .

x=x(t)

o constituent la représentation paramétrique de la courbe (C) .
y=y

Les relations : {
A chaque valeur du paramétre ¢ correspond donc un point de la courbe (C) .

-fo
Exemple 1 : Soit (A) la droite passant par le point A(xy ; yo) et de vecteur directeur u (ﬁ) .

_— = x—x,=fd
Mec(A)e 3teR AM=tu
Y=y, =t§

X=X, +ot

y=y,+Bt

On obtient une représentation paramétrique de la droite (A): { teRR

Par exemple , une représentation paramétrique de la droite (AB) avec A(1;2)etB (3 ;-1)est:

x=1+2¢
. te R (ce n’est pas laseule ....)

y=2-3t

Exemple 2: Soita>0

Le cercle (C) de centre O et de rayon a admet comme représentation paramétrique :

X =acost
{ teR

y=asinf



2. DERIVABILITE D’'UNE FONCTION VECTORIELLE

Soit ¥ une fonction vectorielle définie sur un intervalleI et foeT .
On dit que V' est dérivable en # lorsque les fonctions x et y sont dérivables en #; .

On a alors ¥ (o) = (x*(t) , ¥’ (to))

On dit que V est dérivable sur Iintervalle I lorsque les fonctions x et y sont dérivables sur I .

o Si (xX’(t0) ; ¥’ (t0)) # (0; 0) le point My est un point régulier de la courbe (C). .
o Si (x°(t) ; ¥°(t0)) = (0; 0) le point Myest un point stationnaire (ou singulier) de la courbe (C) .

3. TANGENTE EN UN POINT REGULIER DE LA COURBE

Soient My et M les points de (C) de paramétres respectifs tp et t (¢ # 1) .
On suppose que la fonction ¥ est dérivable sur 'intervalle I c ©.

(C) admet une tangente en M lorsque la droite (MoM) admet une position limite lorsque ¢ tend vers fy .

x=f{£
Soit (C) la courbe de représentation paramétrique /0
y=g() &9
Si My est un point régulier de la courbe (C) alors B 1¢AT 2o
L (R . - =
Viit) = | est un vecteur directeur de la J !
y (to)

tangente en M & la courbe (C) . 0 f. f) fi)ox

Cas particuliers :
o si x'(t)) =0 et '(f)) # 0, latangente est paralléle 4 I’axe des ordonnées

o si X’(t0) #0 et ¥'(#) =0, latangente est paralléle 4 I’axe des abscisses

x(t) =t rrel
Exemple 3: (C): { 2
y(®) ="*2'f2

Montrons que tous les points de (C) sont'réguliers .

{x‘(t)=—2t+1 Alors ?’(’F(OJ - {~2r+1=0 -
V() =t 0 =0

-
}

impossible .

< [\_)|)—A



Ftude de la tangente aux points A(0), B(—;) et C(1)

1 - 1
¢ =0 & A(E ;0) et V= 0 tangente paralléle 4 (Ox)
Lyt 7= %] tangente paralléle a (0
=) e =
2 12 gente paralléle a (Oy)

- -1
o =1 & C(—;=)et V’'= ( 1 ) tangente de coefficient directeur — 1

4. ETUDE LOCALE EN UN POINT DE LA COURBE

Soit My le point de paramétre 7y d’une courbe I .

(P [ f(p)(to)

o Soit p le plus petit entier naturel (p > 1) tel que le vecteur V( =" o )
' g,

{m
alors V' est un vecteur directeur de la tangente en M 4 Ia courbe I .

] soit non nul .

g ) g9
ne soient pas colinéaires , alors suivant la parité de p et ¢ , la courbe I" a I’allure suivante
au voisinage du point My :

— » _ (@
» Soit g le plus petit entier (g > p) tel que V(p) m( Fr ) ) et V(q) = [ S ) J

forme ordinaire point d'inflexion
p: impair p: impair

= T

o S

dessin 1 dessin 2
rebroyssement de 1% espéce rebroussement de 25 espé
p: pair . p:pair

q : tmpair q: pair W
Mo >

<< s

.dessin 3 dessin 4

Les fieches sur les courbes orientent T dans fe sens des [ croissants.

[ ]
s Dans les dessins 1 et 2, fe point My est réguliersip=1,
e Dans les dessins 3 et 4, le point My est stationnaire.




x() =1+t

Exemple 4 : Etude locale au point O (¢ = 0) de la courbe (C) définie par : { =1
yt)=t



2. PLAN D’ETUDE D’UNE COURBE PARAMETREE

Le plan d’étude d’une courbe définie par une représentation paramétrique est sensiblement le méme
que celui d’une courbe définie par une relation fonctionnelle du type y=7£(x).

x = x(t)

Soit (C) une courbe de représentation paramétrique : { O
y=yu

1. ENSEMBLE DE DEFINITION — DOMAINE D’ETUDE

» Ensemble de définition

L’ensemble de définition © de la fonction ¥ est I’ensemble des valeurs de ¢ pour Jesquelles
les fonctions x et y sont foutes les deux définies .

e Périodicité

» Symétries éventuelles

Soient 7 une valeur quelcongue de © et y une fonction simple y telle que = w(f) € ® . Alors:

esi (x();0(0)) = (@) ;—y(®) alors (C) est symétrique par rapport & (Ox)
esi (x(©); () = (—x(£)y; y() alors (C) est symétrique par rapport a (Oy)
osi (x(£); () = (—x(f); (@) alors (C) est symétrique par rapport 2 O .

Remarque : Lorsque les fonctions  +> x(f) et f +> y(f) sont trigonométriques , on essaiera souvent :

sy@®=-1t cy()=m—t¢ sy()=m+1
car - sin(—f) = —sint sin(t—£)= sin¢ sin{m +1) = —sint
cos(—t) = cost cos(n —t) = —~cost cos(m+1t)=—cost

* Domaine d’étude

C’est la « plus petite partie » Ede @ telle que la courbe (C) puisse &ire obtenue , a ’aide de symétries
éventuelles , & partir de la portion de (C) correspondant & €.

x(¢) = sin 3¢ + 3sin?

Exemple 5 :
{y(t) = 8int + cost

e D=R et période P =2n .
oVieR x(nt+H==x(t) et yn+6H)=-y0)

D’ou symétrie par rapport 2O et étude sur €= [0; 7] (car t [0; n]=>n+te [n;2x])



2. SENS DE VARIATION

On étudie les variations des fonctions x et y sur le domaine d’étude & .
Les résultats sont rassemblés dans un tableau de variation « double » du type :

~

A T -

3. LIMITES ET BRANCHES INFINIES EVENTUELLES

Soit o. un élément du domaine d’étude € (éventuellement on peut avoir o=+ o ou o =— )

* si %im x(t)= a et lim y(f)=+ o alors la droite d’équation x = a est asymptote (verticale) a (C)
- f~—rQ

o silimx(r)=+w et llm y(t)=b alors la droite d’équation y = b est asymptote (horizontale) a (C)

t—o

® si }im x(f)=x o et limy(t)=%x o0
—o e

on étudie lim ——= 40
1= x(f) |
esi lim % = oo alors (C) admet une branche parabolique de direction asymptotique (Oy)
1—a Xx .
®Si %un 18— =0 alors (C) admet une branche parabolique de direction asymptotique (Ox)
b 14 3 X .
«si lim % =a  onétudie lim{ y(t) - a x(1))
—a X =

® si lim( y(t)—a x(t)) = + oo alors (C) admet une branche parabolique ayant

pour direction asymptotique celle de la droite d’équation y=ax

. s %im( y()-a x(t)) = b alorsla droite d’équation y=ax +b
est asymptote (oblique) a (C)

4. RECHERCHE DES POINTS STATIONNAIRES EVENTUELS

Cela correspond aux valeurs (éventuelles) du paramétre ¢ telles que x’()=0et y’()=0 .

Etude locale de la courbe (C) en ces points (pomt ordinaire , point d’inflexion , point de rebroussement
de 1% ou 2"* espice)



5. TRACE DE LA COURBE

Ce tracé peut mettre en évidence existence d’un ou plusieurs points multiples .

Exemple .
point triple

point double

Pour déterminer les coordonnées d*un point deuble de la courbe (C), on cherche deux valeurs
x(t) =x(t,)

distinctes 7, et ; du paramétre telles que { .
, yt)=y(,)

x(t) =sin3t + 3sint
y(£) =sint + cost

Retour & I’Exemple 5 ; {

» Ensemble de définition O=R Période 2n

Onavauque: VieR x(t+n)= —x(f) et y@+mn)= ()
La courbe est symétrique par rapport a ’origine O du repére . Le domaine d’étude est [0 ; ] .

» Sens de variation

x’(#) = 3 (cos3t + cost) = 6 cos2t x cost  (on utilise la formule permettant de factoriser cos p + cos q)

V() = cost —sint = cost + cos(~123+t) =2 cos(%+t) X cos(—§)= x/fcos(r+g)

t 0 /4 /2 3n/4 n
x + 0 - 0 + 0 -
y + 0 -

_x o/if\ 2 /2‘5\0
’ 1/ w-l




. . . 7
e Nature du point stationnaire (1= Z)

Mo (242 ; +/2) est un point stationnaire car x’(%)=y’(%)=0
"(#) =3(-3sin3¢ ~sint
F(O=3(Bstmdt=sing) o e(Fy= — 643 et y(By= 42
Y'(t) = —sint —cost 4 4

~62

Le vecteur V"
-

) est un vecteur directeur de la tangente en My 4 la courbe

{xn-(;):3(—9cos3t—cost) ol ¥ )—~—15\/§et ol )__

Y (t) =~cost +sint

Les vecteurs V" [ 62 ] ¢y ( 13\/—. } ne sont pas colinéaires .

W

Le point Mj est un point de rebroussement de premiére espéce .

¢ Représentation graphique

Q
tn
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O
o
1
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COURBES PLANES EN COORDONNEES POLAIRES

1. EQUATION D’UNE COU_RBE EN COORDONNEES POLAIRES

1. COORDONNEES POLAIRES D'UN POINT

Soit (O ; i , j)un repére orthonormal direct du plan .

Si M est un point du plan distinct de O, on note % un vecteur unitaire de la droite (OM) .

Alors , il existe un réel » tel que OM=ru . r s’appelle rayon polaire du point M .

Par abus de langage , la droite (OM) s”appelle aussi rayon polaire associé¢ au point M .

Soit 0 une mesure de ’angle orienté ( i; OM ) . 0 s’appelle angle polaire du point M .
L’origine O du repére s’appelle encore le pdle .

Le couple [r, O] s’appelle coordonnées pblaires du point M .
1l permet de repérer le point M dans-le plan .

On notera M(9) le point de coordonnées polaires [r, 0] .

4
: 4

Exemple : Le point A de coordonnées cartésiennes (1 ; 1) a pour coordonnées polaires : [eee sy oenr]
Remarques : 1) r = 0 caractérise le point O (0 étant alors indétermin€) .

2) le couple de coordonnées polaires dun point M (M # O) n’est pas unique .
par exemple [-r,6 + =] et [r, 6] sont les coordonnées polaires d’un méme point .

11



2. EXEMPLES D’EQUATIONS DE COURBES EN COORDONNEES POLAIRES

Si on note (x, y) les coordonnées. cartésiennes d’un point M {x =7cos

et [r, 6] ses coordonnées polaires, alors :

y=rsind

Pour obtenir une équation polaire 4 partir d’une équation cartésienne , on utilisera les relations
précédentes et on essaiera d’exprimer r en fonction de 6 . :

¢ Droite passant par le pole - y

Une drotte passant par O a une équation polaire du type :

0=0y (8 donné)

» Exemple d’une droite ne passant pas par le pole

Soit (A) la droite d’équation cartésienne y= —x + 1
1

Onobtient: x+y=1< rcosd +rsinb =1 d’ou I’équation polaire de (A) : r = ————
_ : cosO +sin 6

e Cercle de centre O

Soit R >0 . Le cercle de centre O et de rayon R a pour équation polaire : r =R

o Exemple d’un cercle passant par le pole

Soit (C) le cercle de centre Q (% ; %) passant par O .

L’équation cartésienne du cercle (C) s’obtient en exprimant que , pour tout point M(x , y)
duplan, ona: OM = QO ou, ce qui revient au méme que QM? = QO0? ce qui donne :

1 2 1. 1 ? 1 ? 2 2 —

On remplace x par r cos0 et y par 7 sinf . On trouve P—r (cosO + sin@) =0
On factorise par r et on simplifie (car » # 0) . Dot I’équation polaire de (C) : r = cos8 + sin0

Plus généralement :
La courbe d’équation polaire r = £ (0) est ’ensemble des points de coordonnées polaires [f(8) , 0] .

12



2. TANGENTE EN UN POINT

1. VECTEUR DERIVE D’UN VECTEUR UNITAIRE

R? est rapporté 4 une base orthonormale directe {; , ; }.

Soit ;(6) le vecteur unitaire correspondant a 1’angle polaire 6 .

Ona: ;(6) = cosO i+ sind }

La fonction vectorielle » est dérivable etona: u (8) = —sinf i +cosd }

Soit encore : %°(8) = cos (0 + g) i +sin (0 + g)}

D’ou

7’ = 5 ..TE
w@)=u@® + 1) ——\ \

Notons v =u’ i X

< 4
s
24

{; v } est une base orthonormale directe de R® 0 f

Le vecteur dérivé d’un vecteur unitaire
par rapport a Uangle polaire est le vecteur
unitaire directement perpendiculaire .

2. TANGENTE EN UN POINT M (M = O) D’ANGLE POLAIRE 6

(C) est la courbe d’équation polaire » = £(6) .
On suppose que f est dérivable sur son ensemble de définition @ .

Soit M le point de (C) d’angle polaire 8 (avec M # O) .
On notera ;(G) le vecteur unitaire correspondant 7 ¥l
au rayon polaire du point M .

Alors OM =r u =£(0) u (0) Y7 X

<i

{C) admet en M une tangente de vecteur directeur T ' 2 >
T=®u® +f(0) v’ @=ru+trv '

Dans le repére « mobile » (O ; u , v) ,le vecteur T
a donc pour coordonnées :

En particulier , en un point autre que le pdle ot r* = 0, la tangente est perpendiculaire au rayon polaire .

13



Exemple I: r(0) =cos20
Soit A le point correspondant a0 =0.0Ona r (0)=1

De plusr*(0)=—-25sin20 d’ot r’(0)= 0
Au point A , la tangente 3 la courbe est perpendiculaire 4 Ia droite (OA) .

3. TANGENTE EN O

Si f(8,) = 0 alors la courbe (C) admet en O une tangente d’angle polaire 0 .

La position de la courbe par rapport & sa tangente s’obtient & 1’aide du signe de r=f(9)
au voisinage de 6y .

0 l 6o
Point ordinaire
r . - 0 +
ou - 0o Og
6 | 0 L .
¥ ‘ + 0 — : -7 '

0 l % Point de rebroussement
r | + 0 “+
ou
r ‘ - 0 - - / > >

On retiendra que lorsque 7 s’annule en changeant de signe alors O est un point ordinaire -
et lorsque r s’annule sans changer de signe alors O est un point de rebroussement .

14



3. PLAN D’ETUDE

Soit (C) la courbe définie par I’équation polaire r =£(0).

1. ENSEMBLE DE DEFINITION — DOMAINE D’ETUDE — DOMAINE DE DESCRIPTION

e On recherche d’abord I’ensemble de définition @ de la fonction f .

» Période et antipéricde

Soit T>0

T est une période de la fonction f lorsque: VO e @ f(B6+T)= f(6)
Alors le point M(@ + T) se déduit de M(8) par la rotation de centre O et d’angle T .

e si T=2kn avec k € N* (par exemple T =2n , T =4n ...) on obtient la courbe compléte sur une période
Exemple 2: r=1+cos6 © =R et T=2n description sur une période (par exemple sur [0, 2x]) -
o si T=2k+1)n avec k € N* (par exemple T ==, T=3m ...) on obtient la courbe compléte

sur deux périodes

(C) est la réunion de la portion de courbe (I') correspondant 4 une période et de la symétrique de (I)
parrapporta O .

Retour & l'exemple I : r(0) =cos20 ® =R et T=mn description sur deux périodes
(par exemple sur [0, 27])

osiT=£x2n (p € N*, g € N*, p et g premiers entre eux)

q
On doit alors opérer g — 1 rotations de centre O et d’angle T pour obtenir la courbe compléte .

®si P ¢ Q , une infinité de rotations sera nécessaire
T

= Lorsque la période a été déterminée , il peut étre utile de former f(0 + }2:) .

%s’appelle antipériode de la fonction f si:

VoeD f(9+%)z—f(8)

Alors le point M(6 +%) se déduit de M(8) par

0 X
. ) T /
’ =+
Ia rotation de centre O et d’angle ) n oo

15



Retour a l'exemple 1: r(6) =cos 26 ® =R Période T==

De plus: (8 + %‘i) = c08(20 + ) = —c05 20 = —+(8)

On peut alors réduire I’étude & 'intervalle [0 ; g] puis effectuer la rotation de centre O et d’angle

4 3n . . T
—+ = "— c'est-a-dire la rotation de centre O et d’angle — R

2

e Symeétries courantes

esi f(—0)= f(B) alors (C) est symétrique par rapport a (Ox)

ssi f(—=0)= —f(0) alors (C) est symétrique par rapport a (Oy)

Retour a l'exemple 1 : r(8) =cos 20 VOeR r{-9)=r(©
(C) est symétrique par rapport & (Ox)

2. SIGNE ET SENS DE VARIATION DE f{6)

Il est important détudier le signe de » =f(0) et en particulier de rechercher les valeurs de 6
telles que » = 0 de fagon A construire les arcs de courbe qui passent par le pdle avec leur tangente .

Si possible , on étudie aussi le sens de variation de £

On résume les résultats dans un tableau :

6
r'(©)
r(6)

3. ETUDE DES BRANCHES INFINIES

Les branches infinies sont mises en évidence par le tableau précédent .
1.’étude compléte sera faite au paragraphe 4 .

4. TRACE DE LA COURBE

L’arc généfateu.r (T') étant tracé , I’ensemble de la courbe (C) est obtenu par les rotations et
symétries mises en évidence dans la recherche du domaine d’étude . (voir 3.1.)

Il pourra étre utile de déterminer les points d’intersection de (C) avec (Ox) et (Oy) .

16



Retour a 'exemple 1 . r(B) =cos 26

D=R

o Période et symétries : Période T=n et description sur2 n (symétrie par rapport & O)
Antipériode : » (6 + —g) =—r (0) donc étude sﬁr un intervalle d’amplitude il
de plus 7 (- 0) =r (8) donc symétrie par rapport a (Ox)
Conclusion : On construit I’arc générateur sur [0 ; —Z—] puis on effectue successivement :
— la symétrie par rapport 4 (Ox)
— la rotation de centre O et d’angle Ton=-F [2n]

— la symétrie par rapport 4 O

¢ Tableau de variation : »’(6) =-2sin20 <0 sur [0; E]

n » Tangentes En M # O, un vecteur directeur de
e 0 - — r'
4 la tangente en M(8) 4 lacourbe est: T ( J
’
r |0 - -2 — Donc pour 8 = 0 la tangente est perpendiculaire
au rayon polaire (OM)
1
r \’ 0 — pour 0 =§ la tangente est la droite

. . T
d’équation polaire r = 7
e Courbe :

0.51

05

-0.57

17



Retour & I'Exemple 2 : Cardioide r=1+cosB

o Ensemble de définition : =R
Période : T=2n
r (-0) =~ (0) d’ou symétrie par rapport a (Ox) Intervalle d’étude : €= [0 ; 7]

o Tableau de variation : r’(0) = — sinf

e 0 , T

7 (0) 0 _ 0
0

¢ Courbe : On trace I’arc générateur (I') puis on obtient (C) en complétant par le symétrique
de (I) par rapport 4 (Ox) .

18



4. BRANCHES INFINIES

1. BRANCHES SPIRALES

Les branches infinies spirales sont obtenues lorsque @ — . Deux cas peuvent se présenter :

®si éim f(0)=a lacourbe s’enroule autour du cercle de centre O et de rayon la |

appelé cercle asymptote .

Dans le cas particulier ou ‘l;im J(©) =0 le pble O est point asymptote .

® si %Lm f(8) = la courbe posséde une branche spirale .

Les signes de r et de © permettent de préciser le sens de [’enroulement .

- courbe
@ . cerclri] _ @

branche spirale cercle asymptote o point asymptote

Exemple 3. r(0)=0

» Ensemble de définition : ©=R

Il n’y a pas de période

r(-8)=r©)
d’ou symétrie par rapport a (Ox)

Intervalle d’étude : €=1[0; n]

¢ Etude de Ia branche infinie :

Jim £(8) =+

M décrit une branche spirale

La courbe obtenue s’appelle spirale d’Archimeéde

19



2. DIRECTION ASYMPTOTIQUE ET ASYMPTOTE

Si lim f(8) =+ alors la courbe (C) admet une direction asymptotique qui est celle

8->6

de la droite d’angle polaire 6 .

Recherche d’une asymptote éventuelle :

On étudie Y = sin(6 — 69)
quand 6 — 6.

¢ si Y — w alors il y a une branche
parabolique de direction celle de la droite

d’angle polaire 6y .

e 51 Y — L alors la droite (A) d’équation
Y =L (dans (O ; X, Y) est asymptote a (C) .

Le signe de Y — L permet de préciser la
position de (C) par rapport a (A) .

_ cos 20

Exemple 4 . Strophoide droite 5
cos

¢ Ensemble de définition: 6 € @ < cos0#0 dou O=R- {g+k7t/k eZ}

cos(20+4m) _ c0s20 _

ePériode: T=2nm car VBe® O6+2ned et r{0+2n)=
cos(8 +2m) cosO

» (0)

¢ Antipériode : —F;-= P14

cos(26+2m) _ cos20

Eneffet: VOe® O+ne® et r(@+mn)= = (0)

cos(B+m) = -cosB
Le point M(0 + 1) se déduit de M(B) par la rotation de centre O et d’angle %+ T =2m.

Donc : M(6 + 7)) = M(0). On peut alors limiter 1’étude & un intervalle de largeur = .

o Symétrie: VOed -0e® et r(-6)=r(0) d’ousymeétrie par rapport a (Ox) .
Conclusion : L’intervalle d*étude est: €= [0 ; %[
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¢ Tableau de variation :

P@)== 2cos0xsin20 +sinOxcos20 _ —2cosBx2sinOcosh +sinOx (2cos20-1)
c0s 0 cos*0

_—sin6x(2cos*0 +1)

cos?0

(6)

A

r 1\0*
—fy

Ona r(0)=0etr(0)# 0 doncenb=0 latangente est verticale .

De plus r(;) =0

La courbe (C) admet la droite d’équation polaire 6 = %comme tangente au pdle O .

¢ Etude de la branche infinie : liIh_ r(@)=-cw

N
2

cos 206

Formons r sin (8 — g) = x (+ cos0) =—cos20 alors lim  sin (8 - g) =1

G—
2

La droite d’équation Y =1 (c'est-a-dire la droite d’équation x =— 1) est asymptote a la courbe .

Deplus Y—-1= —cos20 —1=—(2cos?0—-1)—1=-2c0s%0 <0

La courbe est « en dessous » de la droite d’équation Y = 1 c'est-a~dire « & droite » de la droite

d’équation x =—1

e Courbe : On trace I’arc générateur (I') correspondant a6 € €.

Pour obtenir la courbe (C) , on compléte en tragant la portion de courbe
symétrique de (T') par rapport 4 (Ox) .
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ETUDE METRIQUE DES COURBES PLANES

1. LONGUEUR D’UN ARC DE COURBE

1. ARC RECTIFIABLE

Soit (C) la courbe représentative de la fonction vectorielle V dansle repere orthonormal (O ; i , })

A tout réel f de @, on peut associer le vecteur v (#) puis le point M tel que v = OM .

A une valeur du parameétre ¢ correspond un point et un seul de (C) .

. N
Considérons un arc de courbe I'= AB autre qu’un segment
de droite (pour lequel le probléme de la longueur est résolu) .

Plagons des points M; , M, , ... , M, sur cetarc .

On peut considérer la longueur L, de la ligne polygonale
AMM,..M,B.

On dit que Iarc I est rectifiable si la longueur L, admet une limite finie L lorsque le nombre de
points M,, augmente indéfiniment , chaque point devenant « infiniment proche » de ses voisins .

Cette limite L s’appelle longueur de 1’arc de courbe I,

On voit qu’au cours de ce processus , le segment [M; My] devient un déplacemént
« infinitésimal » du point M , si bien que la longueur apparait comme une intégrale simpie .

Soit ¢ le paramétre utilisé pour repérer le point M sur la courbe .
(t=a correspond au point A et £= 5 correspond au point B) .

On démontre que la longueur de I’arc I est :

L= [ H a0 H dt

2. LONGUEUR D’UN ARC DE COURBE DEFINI PARAMETRIQUEMENT

x =x(f
Considérons la courbe (1"} définie par la représentation paramétrique { ((t)) pour f €la ; b] alors:
: y=y

VO =(x0,30) alos PO=60,y0) ot |70 ]=JEOF O

La valeur de L est donnée par la formule :

L= _[:Wdr
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Exemple 1 : Longueur d’un arc de cycloide

La cycloide admet pour représentation

x=Rt—Rsint

aramétrigue :
P 1 {yzR—-Rcost

Un arc est obtenu pour £ € [0 ; 27]

Do L= [ J( @) + (@) de= [ R (1-cos)* + R¥sin’ ¢ e

LL=R J':ﬂ 2 -2cost dr Or sin®¢= 1_6%21‘ (voir formulaire)

t
Alors 1 —cost=2 s'm{'i) et L=R .[2 4sm2[£] dr = 2R Iz sin(.t_] dt
0 2 - T 2
car e [0;2n] = %E[O;Tﬂ]:) sin[-%) >0

On effectue le changement de variable u = % doudt=2du et L= 4R j':sinu du

L=4R [-cosu]; =8R .

3. LONGUEUR D’UN ARC DE COURBE DEFINI PAR UNE FONCTION

Lorsque la courbe (C) a une équation cartésienne de la forme y =f(x) la longueur de I’arc
correspondant & x € [a ; b] s’obtient par la formule : - .

L= [{1+ (/@) ar

En effet , il suffit d’utiliser la formule du paragraphe 1.2. avec x comme paramétre .

Exemple 2: Longueur de ’arc de chainette d’équation y=chx pour xe [-1;1]
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1.4
1.3
1.2
11

TEE He BA D5 0 03 04 88 08 1

X

L= j J1+(ch (x))* dx = j 1+ sh(x) de  Or ch?x—sh*x =1
D’ou L= L,/ chA(x) dx = I_lchxdx (car chx > 0)

L=2 _[: chx dx (car ch est une fonction paire)

L=2[shx], =2sh(l)=e' —e"' =¢ 1 ~2,35 (unités de longueur)
e

4. LONGUEUR D’UN ARC DE COURBE DEFIN! PAR UNE EQUATION POLAIRE

Lorsque la courbe (C) a une équation polaire de la forme r = f (6) la longueur de ’arc
correspondant 2 8 € [a ; b] s’obtient par la formule :

L= r rt4+r? do

_ (4 B eos
En effet , il suffit d’utiliser la formule du paragraphe 1.2. avec x=r( )c.os
- y=r(0)sind

x'=r'(0)cosO—r(0)sinb

Alors .
y'=r'(0)sin 6 + r(06)cosO

On obtient x’2+y’2= r’2 cos® + r2sin*0 — 2 r’r cosO sinG + r’2sin*0 + r* cos’0 + 2 r'’r cosO sind

d’ou  x’2+y"2= r*(sin’0 +cos?0 ) +r°* (cos’0 +sin*0 ) = 2 +172
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Exemple 3 : Longueur de la cardioide d’équation polaire r =1+ cos6

L= j:"\/ 71 o = J’j“ﬁucose)? +(~sinB)? do

L= J:" J2+2c0s0 d8 =2 J.:,/ 2+2c0s0 dO (car (C) est symétrique par rapport & (Ox) )

Or 1+ cosf =2 cos? (g] (voir formulaire) |

DeuL=2 J: 40037{%) do=72 j:ZCOS[-g-)dB (car, pour © € [0; 7}, onacos(g-) >0)

On effectue le changement de variable u = —92— d’out dB=2du etl.=2 EZcos ux2du

L=8 E cosu du =8 [sin u]2 =8 (unités de longueur)

2. COURBURE D’UNE COURBE PLANE

1. ABSCISSE CURVILIGNE

—

Soit (C) la courbe représentative de la fonction vectorielle ¥ dans le repére orthonormal (O ; i, i)

Ona: OM = _.V'(t) . Sur une courbe , il y a deux sens de parcours possibles .
Orienter la courbe , ¢’est choisir I’un de ces deux sens comme sens positif .

Soit I” un arc orienté de (C). Choisissons un point A de I’ comme origine .

26



On appelle abscisse curviligne d’un point Mde I le réel s ayant :

~~
e pour valeur absolue la longueur de I’arc AM
~~
e poursigne: + si AM est parcouru (de A a M) dans le sens positif
- '

— si AM est parcouru (de A a M) dans le sens négatif

On montre que : s(f) = J: ” FV"(u) " du (a est la valeur du paramétre associé au point A)

2. VECTEUR UNITAIRE TANGENT ET VECTEUR UNITAIRE NORMAL

u—

Df : o . av . dw
Un point birégulier est un point M(¢) de (C) tel que les vecteurs —;;;—et e

sont non nuls et non colinéaires .

iste: | =_ dv . ,
Propriété : T'= — estle vecteur unitaire tangent en M a la courbe .
s
Démonstration :

Soit M un point birégulier d*un arc orienté I de (C).
La tangente 3 I" en M(f) admet v ’(f) {(encore noté %) comme vecteur directeur .

On oriente I" dans le sens des ¢ croissants (c'est-a-dire que s est une fonction croissante det)

Ona s()= I “V(u) 'Idu d’on ————“ Vi " Alors f—%?— = Z—; = (av c—;>0).
Le vecteur T est donc colinéaire 3 @ . De plus h T “ = —xn V') “ = ﬁ>< @ _ 1 = T unitaire
dt | ds dt

Remargue :

Le vecteur T définit un axe porté par la tangente appelé tangente orientée en M & la courbe T
L’orientation d’un arc de courbe permet de définir une orientation sur la tangente en tout point de cet arc .

Df:

Soit N le vecteur unitaire directement orthogonal & T .

Clest-a-dire que ’'on a : || N “ 1 et (T N }= g [2n]

Alors N s “appelle vecteur unitaire normal en M i la courbe .
M; T, N)s’appelle repére de FRENET en M alacourbe I".
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3. COURBURE

Propriété :

j—

— dT ..
Les vecteurs N et —d— sont colinéaires .
s

. . = pud , cosa
Démonstration: Posons(i ; T)=a . Alors T apour coordonnées [ . J .

sSmo

—

—sina — —
ﬂ ( ® J est le vecteur unitaire directement orthogonal 2 7 . Donc Z—T =N.

Onavuque
do cosa o
dT da dT _ do — . dT .
—=__x —= —— N cequiprouve que — est colinéaire a N .
ds ds do ds ds
Df : T

= =¢N ¢ s’appelle courbure au point M (c est un réel positif ou négatif)
AY .

e Sic# 0, on appelle rayon de courbure le réel (positif ou négatif) p tel que p= 1 .
¢

Le point Q) de la normale défini par MQ = p N est appelé centre de courbure .
Le cercle de centre € et de rayon p s’appelle cercle de courbure .

¢ Si ¢ =0, on dit que le rayon de courbure p est infini .

Interprétation graphigque

Remargues = 1) Le point Q est dans la concavité de la courbe .

2) En un point d’inflexion , la courbure est nulle (p est infini) .
3} En tout point d’un cercle de rayon R , le rayon de courbure est égal aR.
4) En tout point d une droite , le rayon de courbure est infini .
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4. CALCUL DU RAYON DE COURBURE

+ En coordonnées paramétriques

Soit la représentation paramétrique {x B (( )) dela courbe 0.
: y=

On se place dans le cas oti les fonctions x(f) et y(#) admettent des dérivées secondes

—

- . f{cosao dv i x'(f)
T apour coordonnées | | et —— apour coordonnées
sin o di : y' ()

Comme ces vecteurs sont colinéaires , leurs coordonnées sont proportionnelles .

N ' sina
On peut donc écrire (si x’ # 0) : Y- & tana = l'
x' cosa x
. . . d ] l_xn |
En dérivant par rapport au paramétre ¢, on obtient : (1 + tan’a) x @@ YETZY = 2
x
—x
SOlt cncore (1 +( J )X Z—f—;—l = x’2 +y’2) x dC(. (y” D ” s) * d.t
X

Par ailleurs p = gf. et ? = " I_/.'(t) “ (voir paragraphes 2.2. et 2.3.) donc —j—i = Jx?+ y?
o t -

Supposons que on ait: y"x'—x"y'#0 3
(x'2 + y'z)z
2 + - ynxl x y

Alors;p=f-lr-‘g-xhd--i:\IJ’C'Z*'J"2 x% ‘

dt do y'x'-x"y

~ Remargue : On ne peut appliquer la formule précédente en un point d’inflexion mais
dans ce cas la courbure est nulle (et p est infini) .

Exemple 4 . Soit (C) le cercle de centre O et de rayon R .
En tout point de (C), le rayon de courbure est égal a R .

. . x =R cost
En effet une représentation paramétrique de (C) est : { . te[0;2n]
y=Rsint
x’= —Rsinf et y' = Rcost
3
. = R2sin?t + R2cos%)2 _ R®
x’=—Rcost et y’ =-Rsmf D’on =( ) ===

R2sin?t + R*cost  R?
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¢ En coordonnées cartésiennes

* Dans le cas d’une courbe d’équation cartésienne y = f(x) , on applique la relation précédente en
prenant x comme parameétre .

3
On obtient : o= (1+y2) (lorsque y™*# 0)

¥

Remarque : On ne peut appliquer la formule précédente en un point d’inflexion mais dans ce cas
la courbure est nulle (et p est infini) .

Exemple 5 : Considérons la parabole (P) d’équation y=x*.
. 3

(1+4x%)?

Alors y'=2x et y’=2 d'ou p= 5

Au sommet O le rayon de courbure est égal 4 %
K9y’
2

Au point A de coordonnées (\/5 : 2) le rayon de courbure est égal & =13,5

« En coordonnées polaires

Dans le cas d’une courbe d’équation polaire » = 7(6) , on applique toujours la méme relation en

x=r(0)cosO

renant 6 comme parameétre avec :
P P { y=r®)sin®

Dot x"=r’cos@—rsin® et »’= r’sinb +rcosd
x’=r"cos0—2r'sin@ —rcos® et  y7=r"sinB + 2r’cosb - r sinf
On sait que x’2+ y’2=r2+r"% (voir paragraphe 1.4.)

Deméme : y’x’—x"’y’ =(r’’sin + 2r’cosb —r sin0)(r’cos0 — r sinf) —
(r>>cos6 — 2r’sinb — r cos0 )( r’sind + r cosB)

7y’ - x°y = (#°F’sind cosO — 7 7r sin®0 + 2r°2 cos®8 — 2 r r’sind cosd — r #’sind.cosO + r* sin’0
y y

— (7’r’sind cosB + r’r cos?0 — 2¢°2 sin%0 — 2 r #°sin cosB — r #’sind cosO ~ r* cos*0)

On simplifie et on obtient : y’x’ —x’"y’'= r*+2r’2—rr” . D’ou: n r'z)%

F242r—pr"

Remargue : On ne peut appliquer la formule précédente en un poinf d’inflexion
mais dans ce cas la courbure est nulle (et p est infini) .
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COURBES GAUCHES

Les résultats vus au chapitre précédent dans le cas des courbes planes s’étendent aux courbes
de |’espace appelées courbes gauches

1. FONCTIONS VECTORIELLES A VALEURS DANS R®

On appelle fonction vectorielle, définie sur ® c R et 4 valeurs dans R®, une fonction

qui, a tout réel ¢ de @, associe un vecteur de R> noté ?(t) .

Un point O de I’espace étant choisi comme origine , on peut considérer le point M de I’espace
(encore noté M(f)) tel que V()= OM . test appelé parameétre du point M .

Dans un repére (O ; i , } , E) on peut écrire : OM = F(t) = x(1) i+ y(t)} + z(f) k
ol x, y et z sont trois fonctions numériques de la variable ¢ définies sur D R .

| Lorsque ¢ décrit @, Le point M décrit une courbe (C) de I’espace appelée courbe gauche .

x=acost

Exemple I : Soient a>0et >0 y=asint teR
z=ht

La courbe obtenue s’appelle hélice circulaire
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2. PLANS TANGENTS - PLAN OSCULATEUR - PLAN NORMAL

Soient M(f) un point de la courbe (C) et 4 H=x0, yon, 20).

¢ Comme dans le cas du plan, si 4 (¢) est non nul, on dit que M est un point régulier .

v (t) est un vecteur directeur de la tangente en M a la courbe (C) .

. iV (f) est nul, on dit que M est un point stationnaire et la tangente est dirigée par le

. = .
premier vecteur ¥ (f) qui n’est pas nul .

e On appelle plan tangent en M 2 la courbe , tout plan qui contient la tangente en ce point .

.= = (q) ) L. )
eSoient V() et V' (¢) les deux premiers vecteurs non nuls et non colinéaires parmi

les dérivées successives de V(7).

—(p) —(q)
Le plan osculateur en M 2 (C) est le plan tangent déterminé par les vecteurs V' g etV ! ).

¢ Le plan normal est le plan perpendiculaire en M 4 la tangente a la courbe en ce point .
Toute droite passant par M , perpendiculaire a la tangente en M est appelée normale .
L’intersection du plan normal et du plan osculateur s’appelle normale principale .

3. ETUDE METRIQUE DES COURBES GAUCHES

1. LONGUEUR D’UN ARC D’'UNE COURBE GAUCHE
P
Considérons un arc de courbe gauche I'= AB

On démontre que la longueur de ’arc I est : L= J‘” ” a0 “ di = j"’ rytaz? dt

(t =a correspond au point A et ¢ = b correspond au point B) .

X = acost
Retour & ’Exemple 1. Hélice circulaire y=asint teR (a>0 et h>0)
z=ht

s Caleud de la longueur de I’arc d’hélice circulaire pour £ € [0 : 2]

x'=—asint

2x F
y'=acost Ona:L= L xPay ez gt = I; Jar+hrdt = 2m NJa*+h?
Z'=h
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2. COURBURE

-

o
Soit M(¢) un point birégulier de la courbe (C) c'est-a-dire un point tel que les vecteurs %IV— et c;f
t
soient non nuls et non colinéaires . Ces deux vecteurs définissent donc le plan osculateur en M 4 (C) |
Soit T le vecteur unitaire tangent en M 4 la courbe : T= a_d X a
ds ds dt
En dértvant par rapport & 5, on obtient : dM .
dt d*M
- — - = dt?
ar _d dv dt _dt_ddV T
— T X —— — X — X —| —— M —
ds ds* dt ds ds dtl dt > T
~ B - N ds
2 2
soittmcorf::—~2-C-]-—»t—xd—V-i{é de (C]\
ds ds* dt \ds dt?

j—

Le vecteur ar appartient donc au plan osculateur en M 4 (C) .
s _

— —

De plus T étant unitaire , g— lui est orthogonal . c;_T définit donc la normale principaleen M a (C) .-
s s

—

2

Soit N le vecteur unitaire de la normale principale appartenant au demi-plan contenant

p—y — —

d - e . ‘ dar z ..
Les vecteurs ET et N sont colinéaires et de méme sens (car la composante de = sur i est positive)
T — , . R dT
—= ¢ N  c¢s’appelle courbure au point M (c est un réel positif )etona: c= e
s

e si ¢ =0, on appelle rayon de courbure en M le réel positif p tel que p= 1
- ¢

e si ¢ =0, on dit que le rayon de courbure est infini .

3. TORSION

Le vecteur B=T A N est appelé vecteur unitaire binormal .
Le repére orthonormal direct « mobile » (M ; T, N, B) est appelé triédre de FRENET .

pa—

. dB = .
On démontre que e et N sont colinéaires .

E_Idﬁ= kN k s’appelle torsion algébrigueen M (k € R)
s _
esik#0,0n appélle rayon de torsion algébrique en M le réel ttel que 1= % .
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Remarque © Lorsqu’une courbe de 1’espace est « plane » c'est-a-dire contenue dans un
plan (P), le vecteur B est constant , orthogonal 4 (P) donc la torsion est nulle .

4. CALCULSDE p ETDE 1

3
12 4 4,12 232
«p= (x?+y'2+z'%)
J&' I| ll |)2+ (yl " " |)2+ (zl l| " l)'z
LI ll 132 ! || " _132 ) ll I'I 132
v GYYP Ay 2P (X2 )
x! yl zf
xll yﬂ Z"
x“l y"l zlll
_ X =acost
Retour a U'Exemple 1: Hélice circulaire <{y=asint reR (a>0 et h>0)
z=ht
x'=—asint x"=—acost
e Calcul du rayon de courbure y'=acost et y'=—asint
Z'=h "=(
3 3 3
\ (a2 +h?*)? {(a*>+ h*)? (a>+h*)? _a*+ 1
D,Ou p = = = = — =
J(a’sm 2t +a*cos*)? + (ahsint)* + (—ahcost)? J(az)z +azhr  avai+h? a
x'=—asint x"=—acost x"'=asint
o Calcul du rayon de torsion y'=acost y'=—asint y"'=—acost
z'=h z"=0 z"'=0
ona: (x'y"—x"y' P+ (y'z2"-y"z' P+ (' x"-z"x')? = a*(a*+'h?) (voir calcul précédent) .
x y z —asint acost h ' .
; —acost —asint ,
alors: | x" 3" z"|= |—acost —asint 0| =hx . =a*h
. asint —acost
x"oytt oz asint —acost 0
ala*+h) _  a*+h?

D’ou le rayon de torsion t = —
a*h h

. . . . ' a
Remargue : Pour ’hélice circulaire , courbure et torsion sont constantes et 7= — ;x p.
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ANNEXE 1 : FORMULAIRE DE TRIGONOMETRIE

Angles

remarquables

- X i d T
a 0 6 4 3 2 A sinus
e I EE L]
s.mor, 2 2 2 %) » cosinus
R kj
s | 1|5 {5 2 |0

Angles associés

sin(—-a) =-—sina sin(x +a) =—sina sin(t—a)= sina

cos(—-a) = cosa cos(n +a)=-cosa cos(—a)=—cosa

m+a
-a ‘
mT—a . T . T
sm(—+a)= cosa sin ——aJ=cosa
Zta 2 2
2 L . T .
cos{ —+a |=—sina cos| ——a |=sina
5+ G-
T a
2
Relations costa+sin?a=1 tan a = S a cos?a= _1—
usuelles cos a l+tan?*a
sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa sin(a —b)=sinacosb —sinbcosa
Additi cos(a + b)=cosacosb —sinasinb cos(a —b)=cosacosb +sinasinb
ition
tan(a + b) = tana 4+ tanb tan(a —b) = tana —tanb
1—tanatanb 1+tanatanb
sin2a = 2sinacosa cos2a = cos?’a—sin?a= 2cos’a—1= 1-2sin’a
1+cos2a . 1—-cos2a
g . cosla=——— sip?g = —— "~
Multiplication 2 2
tan2a = % sin3a = 3sina—4sin’a cos3a = 4cos’ a—3cosa
—tan’a :
- ' 1
sinp + sinq = 2sin P ;q cos P 5 1 sinacosb = E[sin(a +b) +sin(a - b)]
- + 1
sinp —sing = 2sin L POY sinasinb = —[cos(a —b)—cos(a+ h)]
p q _
Transformations 2 21
cosp +cosq = 2cos P —;q cos P ; 4 cosacosb = E[cos(a +b) + cos{a - b)]
+ -
cosp —cosq = —2sin —p—z—qsin¥
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ANNEXE 2 : FONCTIONS HYPERBOL.IQUES

Propriété fondamentale :

VxelR chix—sh*x=1

Sinus hyperbolique

. X + -X
e cosinus hyperbolique : chx= ¢ r¢
, . et —e”
e sinus hyperbolique: shx= 3
) shx
e tangente hyperbolique :  thx= —
_ chx
Cosinus hyperboligue
A ¥
l ——
0l { X

Tangente hyperbolique

py

1

.|
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ANNEXE 3 : FONCTIONS CIRCULAIRES RECIPROQUES

La fonction Arc sinus est la bijection réciproque de la fonction sinus restreinte a Pintervalle [ — g;f]

y=Arcsinx ¥=smy 1

xe[-1:1] « ye[_g;g] et Vxel-1;1] (dresin)’(x) =

On a donc {
1-x

La fonction Are cosinus est la bijection réciproque de la fonction cosinus restreinte 4 1’intervalle [0 ; 7]

On 2 donc {y=Arccosx {x:cosy -1

xef-1;1] ye[-0;n] et Vx e-]-l ;[ (Arecosy(x) = —

. e . . L, T
La fonction Arc tangente est la bijection réciproque de la fonction tangente restreinte & | ——;—[.

y=Arctanx ¥=tany I
On a donc = . e VxeR  (drctan)'(x) = >
xekR ye]—-;;z[ 1+x
Bl ' ol
z 14 %f/ A
3 . %4'__
. < oy it
i e, ' 2
. ' .,
2 -:l _m j" % .
: () ) > 4 2 o -
J
-1 —
0] ¢ 2
_____________ _‘_1‘25 7 ml
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ANNEXE 4 : DERIVEES USUELLES

Fonction f Dy Dérivée f° Dy
f(x)=a (constante) R fx)=0 R
fx)= x R =1 R
fe)=x R Fe)=2x R
fx)=x" (neN,n>1). R j"(x)=4rzx.”'1 R
f@=1< R* fw=- R*
x x
f@=4x [05 40 re== 10; 4o [
f{x)=sinx R )= f:osx R
f(x)=cosx R f’(x)= —sinx . R
f{x)=tanx R - {£+k’n TkeZ) | f(x)= 12 =1+ tan®c R~ {lt—+k7t [ ked}
2 cos” x 2
/&)= Inx 105 4o fe== 105 +e
fx)=e" R frx)y=e” R
fx)=shx R fx)= chx R
fx)=chx R )= sh x R
fe)=thx R )= 12 =1 — thx R
' ch™x
fy=x" (=e*™) 105+ [@=ax® 10;+0]
f(x)=Arcsinx [-1:;1] fx)= 11 1-1;1[
X2
f(x) = Arccos x [-1;1] ()= 1“1 1-1:1]
X2
Ff(x)=A4rctanx R )= ! R




ANNEXE 5 : DEVELOPPEMENTS LIMITES USUELS

Formule de Mac Laurin

F&xY=FO)+ () xx+ f;_(lﬁ)lxz + @ s, + f‘""(O)

x"+x"g(x) avec lime(x)=0
31 0 =0

Les développements limités qui suivent sont donnés en zéro .

2 3 n

S W A + e+ x"e(x) avec lime(x)=0
no2r 3 nl x>0
2 4 6 2n
ecosx=l-t X X +(—1)"x—-+x2"a(x)
20 4 ¢4 (2n)!
3 5 7 2n+l
o Sinx=x-~t X D" oA +x2™g(x)
3o 7 2n+1)!
. 3 5
. tanx=x+ﬂx—+2i+ix7-+x7s(x)
3 15 315

Soit m un réel queIéonque

m(m—l)x2+m(m—1)(m—2)x3+ +m(m—-1) ....... (m-n+1) ,

e (1+x)" =1+mx+ o 3 e " x" +x"e(x)
Remargue : pour m = -;» , on obtient le développement limité de +1+x
1 - 2 3 _1yP LA n
. =1 XX =X s +(-1)"x" + x"e(x)
l+x
x> x* X x"
eln(l+X)=x—"— 4T =Tt e, + (D™ 4 x"e(x)
2 3 4 n '
3 5 _ 2041
o Aresine =x+—x>—+ 1x3 X e, +1x3><5)< """ x(2n 1)x ad +x"g(x)
2 3 2x4 5 2x4x6x%.....x2n  2n+l
3 5 7 2n+l
o dretanx=x—> X X g o, +(~1)" ——+x"e(x)
3 5 7 2n+1
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ANNEXE 6 : OUVRAGES DE REFERENCE

P. THUILLIER - J.C.BELLOC - A .de VILLELE
MATHEMATIQUES POUR L'IlUT
Editions MASSON

¢ Analyse Tome 1

¢ Analyse Tome 2

¢ Analyse Tome 3

s Algebre

o Géométrie différentieile

HOGUIN — LARCHER — PARIENTE
MATHS EN MODULES - DUT ET BTS INDUSTRIELS
Editions CASTEILLA

e Tome 1 Bases Fondamentales

e Tome 2 Eléments en mathématiques appliquées

P.TAQUET - P.TIREL — J.BANCE
MATHEMATIQUES POUR BTS INDUSTRIELS — GROUPEMENT A

Editions HACHETTE

C. LARCHER - M.PARIENTE - J.C. ROY
MATHEMATIQUES POUR DUT ET BTS INDUSTRIELS
Editions TECHNIPLUS

R. NOEL :
FONCTIONS ET COURBES - SUPPORT IUT
Editions G.MORIN

J.M.MONIER
GEOMETRIE (PCSI-PTSI,PC-PSI-PT)
Editions DUNOD
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