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Calculatrice et documents interdits. Le sujet regroupe sept exercices indépendants, quatre
en algébre linéaire et trois en analyse.

Partie algébre linéaire

Exercice 1 (Applications linéaires)
a) L’application f : R? — R définie par f(z,y) = e*¥ — 1 est-elle R-linéaire ?
b) L’application g : C — C définie par g(z) = z + Z est-elle R-linéaire ?

c¢) L’application g définie en b) est-elle C-linéaire ?

Exercice 2 (Noyau et image)
Soit E un R-espace vectoriel et f : E — FE une application linéaire.

a) Montrer que ker(f) C ker(f?) et Im(f?) C Im(f).
b) Montrer que ker(f) NIm(f) = f(ker(f?)).

Exercice 3 (Déterminant)
Soit A,, le déterminant n X n suivant :

3 1 0 0
2 3 1
An:O 2 3
0
: .31
o ... ... 0 2 3

a) Montrer que A, 1o = 3A,11 — 2A,,.
b) Montrer A, = 2" — 1.

T.S. V. P.



Exercice 4 (Etude d'une application linéaire)
Soit f : R* — R? 'application linéaire définie par

flz,y,z,t) = (r+2y+ 2+ 3t,x +y+ 2z +t,x — 2y + 5z — 5t).

a) Ecrire la matrice de f dans les bases canoniques de R* et R3,

b) Trouver une base de ker(f). Quelle est la dimension de cet espace ?
¢) Comment peut-on déduire du résultat de b) le rang de f?

d) Trouver une base de Im(f).
Partie analyse

Exercice 5 (Bases de l'intégration)
a) [Cours| Qu’est-ce qu’une primitive ? Enoncer le théoréme fondamental de 1’analyse.
b) On note E(z) la partie entiére d’un réel x. Soit f : [0,2] — R définie par

Montrer que la fonction f est en escalier.
¢) Calculer [ f(t)dt.

Exercice 6 (Calculs de primitives)

Calculez les primitives suivantes :
a) /CEQ exp(2z) dx

b) / cos® rsin® xdr  (changement de variable).

d
c) / CEDIC fz)($ 3 (méthode des éléments simples).

Exercice 7 (Développements limités)

a) Soit f: R — R la fonction définie par f(z) = In(1 + z + 2?).
Calculer le développement limité de f en 0 a 'ordre 2.

b) Quelle est la tangente au graphe de f en 07 Quelle est la position du graphe de f par
rapport a cette tangente au voisinage de ce point ?
Dessinez le graphe de f et sa tangente en 0.

12— 3 . .
c¢) Utilisant un développement limité, montrer que la fonction z — ex—?b(m) a une limite

en zéro et calculer cette limite.



