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Calculatrice et documents interdits. Le sujet regroupe cinq exercices indépendants, deux
en algèbre linéaire et trois en analyse.

Partie algèbre linéaire

Exercice 1 (Applications linéaires)
Les applications suivantes sont-elles R-linéaires ? Expliquez clairement votre réponse.
a) f : C→ C dé�nie par f(z) = z (si z = a+ ib, z = a− ib).
b) g : R2 → R dé�nie par f(x, y) = sin(x+ y).
c) d : M2(R) → R dé�nie par d(M) = det(M). (On rappelle que M2(R) est l'ensemble
des matrices 2 ×2 à coe�cients dans R).

Exercice 2 (Étude d'une application linéaire)
Soit f : C4 → C4 l'application dé�nie par f(x, y, z, t) = (y, z, t, x), où x, y, z, t sont des
nombres complexes.
a) Montrer que f est C-linéaire et écrire sa matrice dans la base canonique de l'espace
vectoriel C4.
b) Calculer f 4 et en déduire que f est inversible. Calculer f 1685.
c) Soit g : C4 → C4 dé�ni par g(u) = f(u)− u. Calculer le noyau de g.
d) Soit a un nombre complexe et u = (1, a, a2, a3). Trouver une condition sur a pour que
les vecteurs u et f(u) forment une famille liée. Si tel est le cas, exprimer le complexe λ
tel que f(u) = λu en fonction de a. Quelles sont les valeurs de a possibles ?

On note B la famille formée par les quatre vecteurs

ε0 = (1, 1, 1, 1), ε1 = (1, i,−1,−i), ε2 = (1,−1, 1,−1), ε3 = (1,−i,−1, i).

d) Ecrire la matrice de B dans la base canonique et calculer son déterminant. En déduire
que B est une base de C4.
e) Calculer la matrice de f dans la base B.
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Partie analyse

Exercice 3 (Bases de l'intégration)

a) [Cours] Qu'est-ce qu'une primitive ? Enoncer le théorème fondamental de l'analyse.

b) Donnez 3 subdivisions di�érentes de l'intervalle [0, 1].

c) On note E(x) la partie entière d'un réel x. Soit f : [0, 16]→ R dé�nie par

f(x) = E(
√
x).

Montrer que la fonction f est en escalier. Calculer son intégrale sur l'intervalle [0, 16].

Exercice 4 (Calculs de primitives)

Calculez les primitives suivantes :

a)
∫
x cos(2x) dx.

b)
∫

cos3 x sin4 x dx (on pourra poser u = sinx).

c)
∫

dx

x(x− 1)(x+ 1)
(on pourra écrire cette fraction rationnelle comme une somme d'élé-

ments simples).

Exercice 5 (Un développement limité)

Soit f : R→ R la fonction dé�nie par f(x) = (1 + x)3 + 6 cos(x).

a) Calculer le développement limité de f en 0 à l'ordre 3.

b) Au vu de ce développement limité, quelle est l'équation de la tangente au graphe de f
au point (0, 7) ? Que peut-on dire de la position du graphe de f par rapport à la tangente
au voisinage de ce point ? Faire un dessin schématique de la tangente et du graphe dans
cette région.
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