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ALGEBRE LINEAIRE

FACULTE DES SCIENCES
MONTPELLIER

Le sujet est composé de six exercices. Il est possible d’admettre et d’utiliser des résultats de I’énoncé pour répondre
aux questions suivantes. Tout document et matériel électronique interdit. Il sera tenu compte de la clarté et de la
précision de la rédaction.

Durée : 63 minutes.

Exercice 1. [sur 2 point(s)] Soit E et E deux K-espaces vectoriels. On se donne (e, . .., e,) une famille de vecteurs
de E et ¢ : E — E une application linéaire. Montrer I’implication :

(eq,...,e,) est une famille liée = (¢p(ey), ..., P(e,)) est une famille liée.

Supposons que (e, ..., e,) est une famille liée. Alors, il existe une RDL (a4, ..., ;) non globalement nulle telle
que
a1e; +...+a,e, = 0g.
Alors
dlaier +... + aye,) = ¢(0g) = Op.
Or par linéarité, on a ¢(aje; + ... + aye,) = ajd(e)) + ...+ a,P(e,) et
ajpe)) + ...+ ayo(e,) = Ofi'

Par conséquent, (@, ..., @,) est également une RDL de (¢(e;), ..., ¢(e,)) non globalement nulle. Par conséquent
(p(ey), ..., p(e,)) est également lice.

Exercice 2. [sur 4 point(s)] Soit D3(R) = {M = (m; j)1<i j<3 € MasR) t.q. m;j =0 Vi # j}.
(1) [sur 2 point(s)] Montrer que D3(R) est un sous-espace vectoriel de M3(R).

Posons
o : Mz[R) — My3(R)

mip m3
M +— my 1 my3
msp msp
Alors @ est linéaire et Ker ® = D3(R). Donc D3(R) est un sous-espace vectoriel de M;(R).

(2) [sur 2 point(s)] Expliciter une base de D3(R) et en déduire la dimension de cet espace vectoriel.

M € D;(R) si et seulement si, en composante, on a

my O 0 1 0 O 0 0 O 0 0 O
M=]0 myy O]:m“ 0 0 0]+m2,2[0 1 0 + m33 0 0 0]
0 0 msa3 0 0 O 0 0 O 0 0 1
Par conséquence,
1 0 0y (0O O 0)(0O O O
D3(R)=¢(0 O 0],/0 1 O],{0 O O}
0O 0 0Jl0O 0 0J\0O O 1

De plus, la famille génératrice au membre de droite de cette identité est libre car les coefficients diagonaux des
matrices la composant sont alternativement nuls et égaux a 1. C’est donc une base de D3(R) qui est alors de
dimension 3.

Exercice 3. [sur 4 point(s)] Dans R?, on considére les sous-espaces vectoriels
E={(x,y,2eRtqx+y+z=0} F=(1,1,1)).
(1) [sur 1,5 point(s)] Calculer E N F.



On sait que {Ogs} € E N F. On veut montrer 1’inclusion réciproque. Soit (x,y,z) € E N F. On a donc d’une part
(x,y,2) € Fetilexistet € Rtel que x = y = z = t. D’autre part, on a (x,y,z) € E donc x+y+z = 0. Or x+y+z = 3.
Ceci implique donc 3¢t =0 et = 0 et donc x = y = z = 0. On a donc finalement bien £ N F = {Os}.

(2) [sur 2,5 point(s)] Les espaces E et F sont-ils supplémentaires ?

Comme E et F sont en somme directe, il est suffisant de montrer que la somme de leur dimension est 3 pour obtenir
qu’ils sont supplémentaires dans R?. Clairement F est dedimension 1. Pour ce qui est de E on peut le réécrire :

E={(-0+2,52),0,0 € R*} = ((-1,1,0),(~1,0, 1)).

Donc une base de E est ((—1, 1,0),(—1,0, 1)) qui est alors de dimension 2. Les dimension étant compatibles, on a
que E et F sont supplémentaires.

Exercice 4. [sur 3 point(s)] Dans cet exercice on note (e, €;, e3) la base canonique de R? et

¢: R — R’

X 1 1 0)(x
vyl — |-1 2 1}y
z 0 1 1)\z

ainsi queu; =€ +e3, Uy =€ +€,u; =€ +e +e;s.

(1) [sur 1,5 point(s)] Montrer que la famille (u;, u,, u3) est une base de R>.

Notons U cette nouvelle famille de vecteurs et € la base canonique. On a donc

11 1
P=Mat:W) =0 1 1
1 0 1

On peut alors calculer que det(P) = 1 et donc U est bien une base de R*. Cependant, on peut également remarquer
qu’a la seconde question, on va devoir calculer P~!. On peut donc d’ores-et-déja appliquer I’algorithme de Gauss-
Jordan pour obtenir que P est inversible et

(2) [sur 1,5 point(s)] Exprimer la matrice de ¢ dans la base (u;, uy, u3).

Par la formule du changement de base du cours, on trouve que
Man(¢) = P~ Mate . P

Avec les calculs ci-dessus, on obtient que

1 10
Maty_n(¢) =P -1 2 1|P
0 1 1

Il
—_—
S O =
O = =
N O O
~—————

Exercice 5. [sur 4 point(s)] Dans cet exercice, on note :
¢: Rylx] — R3
P —  (P(0), P(1), P(2))
et
PO : R — R Pl : R
x — x(x-1) X

R P,: R — R
x—=1Dx-2) x — x2-x)

—
—

(1) [sur 1 point(s)] Montrer que ¢ est lineaire.



On rappelle que, pour deux polynomes P et Q on a (P + AQ0)(0) = P(0) + 10Q(0). Par conséquent

(P + 20Q) = (P + 10)(0), (P + A0)(1), (P + 10)(2))
= (P(0), P(1), P(2)) + A(Q(0), O(1), O(2)) = ¢(P) + 1¢(Q).

Donc ¢ est linéaire.

(2) [sur 2 point(s)] Calculer (¢(Py), ¢(P1), p(P,)) et en déduire que la famille P = (Py, Py, P;) est une base de
Rz [)C] .

On a que ¢(Py) = (0,0,2) ¢(P;) = (2,0,0) et ¢(P) = (0, 1,0). Par conséquent, ¢(Py), ¢(P1), #(P>) est une base de

R3. En appliquant la contraposée de I’assertion démontrée & I’exercice 1, on obtient que Py, P, P est libre dans
R;,[x] et contient le bon nombre de polynomes. C’est donc une base de R;[x].

(3) [sur 1 point(s)] On note & la base canonique de R*. Ecrire la matrice de ¢ de la base U dans la base €.

D’apres la réponse a la question précédente et par définition de Mar () on a

020
Maty-e(¢) =10 0 1
2. 00

Exercice 6. [sur 4 point(s)] Soit (a, b) € R%. On pose

a 0 -1 1
0 1 1 1
Mar=1_1 1 2 o
-1 2 3 b

(1) [sur 1,5 point(s)] Calculer det(M) en fonction de a et b

On a par combinaison de la deuxieme et troisieme colonnes puis des troisieme et quatrieme lignes :

a 0 -1 1 a 0 -1 1

0 1 0 1 0 1 0 1

=11 1 1 o 11 1 0

-1 2 1 b 0 1 0 b

On peut alors développer par rapport a la premiere colonne. Il vient
1 0 1 [0 -1 1
dettM)=afl 1 O-|]1 O Ijl=ab-1)—-(b-1)=ab-(a+b)+1

1 0 5 (I 0 b

(2) [sur 1 point(s)] On pose a = 1 pour quelle(s) valeur(s) de b la matrice M n’est-elle pas inversible ?

Sia = 1 on trouve det(M) = 0 quelque soit b. La matrice M n’est donc jamais inversible.

(3) [sur 1,5 point(s)] On suppose a = b = 1. Determiner le rang de M.

Posons a = b = 1 alors

1 0 -1 1
0 1 1 1
M=I_1 1 2 o
-1 2 3 1

On cherche alors Ker M par application de 1’algorithme de Gauss. On ne retient ici que les matrices de coefficients
du systeme car les données sont toujours nulles. Apres opérations, on obtient la matrice de coefficients :

1 0 -1 1

0
0
0

S O =
o O =
S O =



correspondant a un systéme échelonné. Comme ce systeme a deux variables libres, on a donc Ker M = 2 et donc
par le théoréeme du rang rang(M) =4 -2 = 2.



