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Ce document propose une correction des exercices du contréle continu.

Questions de cours
Soient I un intervalle de R et a € I.
1. Voir le cours.

2. Soient f,g: I — R telles que f(z) = o(g(x)) en a. D’apres la définition, il existe une fonction ¢,
définie au voisinage de a, telles que f(z) = e(z)g(z) et lim e(x) = 0.
r—a

(a) Soit h: I — R telles que g(x) = o(h(z)) en a. D’apres la définition, il existe une fonction
«, définie au voisinage de a, telles que g(x) = a(x)h(x) et %l_r)r(ll a(z) = 0. On a alors, au
voisinage de a,

f(z) = e(z)g(x) = e(x)a(x)h(z) = flx)h(r)
ou B(x) = e(x)a(x). Par produit de limites, on a il_r}[(ll B(x) =0, donc f(z) = o(h(z)) en a.
(b) Soient u:J — I et b€ J tels que 11_1)1; u(t) = a. Onaalors f(u(t)) = e(u(t))g(u(t)). Comme

lin% u(t) = a, on a, par composition des limites,
t—

lime(u(t)) = lim e(x) = 0.

t—b T—a

Donc f(u(t)) = o(g(u(t))) en b.

Exercice 1
Soit f :] — 4, +oo[— R définie par

o= { (i) o

-1 siz=0

1. Pour tout x €] — %, +oo)onal+xz>0et 1+ 2z >0, donc la fonction z — 11:'2“; est continue
et strictement positive comme quotient de fonctions continues strictement positives. Comme

la fonction In est continue sur RY, par composition la fonction x ln(lljg; ) est continue sur
1
] - +OO)

Par ailleurs la fonction z +— z(z + 1) est polynomiale, donc continue sur ] — 3, +00) et, sur cet
intervalle, elle ne s’annule qu'en = 0. On en déduit que f est continue sur | — 3, +00) \ {0}
comme quotient de fonctions continues, dont le dénominateur ne s’annule pas.

1+ T
ln<1+2x> —ln<1 - 1+2x>

Continuité en 0. On a




Comme In(1+y) ~o y et ili)%l;—gm =0,ona

142z —
ln( ) ~0 .
14 2z 14 2z
On obtient donc
(x) 1 » — —1
€Xr) ~ —
O2(@+1) " 1422 (z+1)(1+22)
et 1
i flo) = I oAy — LT
Donc f est continue en 0, et f est continue sur l'intervalle | — %, +ool.

2. On s’intéresse a la dérivabilité de f en 0.

(a) Le DL en 0 & l'ordre 1 de ﬁ donne

1
—— =1-y+o(y),

I+y
donc
L _ 1—2z+ o(x)
1422 ’
et
T 192 2
T om x + 227 + o(z?),
qui est le DL en 0 a P'ordre 2 de x — 1%-. Le DL en 0 & l'ordre 2 de In(1 + y) est
y? 2
n(l+y) =y -3 +o(y’)
et lim % = 0, donc, par composition des DL on obtient
z—0
In(1 — ‘ )= (—x +22%) - 1(—ac + 2:(}2)2 + o(x?) (1)
1+ 2z 2
2
= —x+22° — 5 + o(2?) (2)
3
=—x+ 5962 + o(z?) (3)
qui est le DL en 0 a l'ordre 2 de z — In(1 — 75;).

(b) Le taux d’accroissement en 0 de f est

) — o T In( 2 ) + z(z + 1)
. 2—5(0) - 3@+1 B 91U<x(x1+ 1) ln(ll—:_Q:L') +1) - (Ho?c??x—i-l) ’

Le DL de la question précédente donne

1 3 5
ln< +x)+x(a:+1):—x+§x2+o(:c2)+x2+x:5:1:2—1-0(3:2),

142z
donc
f@) = f(0) _ 3a®+o(?) _ §+o0(1)
r—0  22(x+1) w417
et
@) - 1) 5
z—0 r—0 2
Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 3.



Exercice 2

1Nz
Soit a > 0. On considere la fonction f : R% — R définie par f(z) = (H‘” ) .

1. On a

Par ailleurs, on a

Ina

() (14 ) cm(14 ),

Ina __
5 =0,ona

Comme e¥ — 1 ~gy et lim
T—r+00

eln?a -1 Ina
2 oo op

lna

et lim ¢£=1 =0. Comme In(1+y) ~ y on a alors
T—+00
Ina lna
1<1+eT—1> ez —1 Ina
n ~ ~
9 +o0o 2 +o0 2.%’
et

1
l1+ax= 1
:Uln( +2a ) ~ oo % = In(va).

8l

On en déduit que lirf xln(“‘é’ ) = In(y/a) et, par continuité de ’exponentielle,
T—>+00

lim f(z) ="V = /g

T—r—+00

2. Le DL en 0 & l'ordre de de et donne

t2
et:1+t+5+o(t2)

Comme a¥ = Y™ et lim(yIna) =0, on a
y—0

1 2
ay =1+ ylna + (n;)gf + o(y?)

qui est le DL en 0 a 'ordre 2 de y — a¥.
On a

8=

f(.%') - \/a _ ea:ln(H'Ta) o eln(\/a)
1

_ (v (exln(Hf )-In(va) _ 1)

1
_ \/&(ezln(HTax)—ln(\/a) . 1)
Le DL calculé précédemment donne
14 a¥ Ina Ina)?



et comme In(1+1¢) =t — % + o(t?), une composition de DL donne

1n(1 —;ay) - ln<1 L e (lm)2y2 - 0(y2)>

2 4
_ (Ina (Ina)? , 1 /Ina (Ina)? 5\2 9
= (G v) 5 (G ) o)
_ Ina (Ina)? 5 (Ina)? , 9
—7114‘ T AR y*+o(y)
_ Ina (Ina)? , 9
=5yt — Y +o(y”)
Comme lim % = 0, on obtient en +oo
r—+00
1
l14+az\ Ina  (Ina)? 1
n(=5) = 5 e o)
et
l1+az\ Ina (Ina)? 1, (Ina)?
xln( 5 ) - + . —f—O(;) = In(va) + . +0(;)
On obtient donc
1+ax  (Ina)? (Ina)?
:Uln( 2 ) ~In(va) = 8z T o(5) oo 8z
Comme e¥ — 1 ~gy et lim (12?2 = 0 on obtient
T——+00
1
zln( 2= ) _In(v/a 1HCL2
In(+2%) 1(\f)_1w+oo( )
8x
o V(i)
a(lna
f(z) = Va ~+oo 3
x
) Va(ina)?
a(Ina
27 () — V) ~poe Y
On a donc
Va(lna)?

Exercice 3

Pour chacune des deux fonctions suivantes, calculer le développement limité demandé, donner
I’équation de la tangente au point considéré, et la position du graphe par rapport a sa tangente.

1. f(x) = Vclo'gi"”, DL en 0 & l'ordre 3.
Le DL en 0 a l'ordre 3 de (1 + y)% est

o1 1, 1y 11, 3y, y v
A4+9)7 =14 Jy+5(-3) % +5(-3) (5% +o?) =1+ 5 - &+ T +o(y?)
d’out
2 42 83 2 3
\/1+2x:(1+2x)%:1+§—%—&—%4—0(3}3):14—.%—%—}—%4—0(3:3)



Par ailleurs, on a ﬁ = m Le DL en 0 & l’ordre 3 de ﬁ est ﬁ = 1—y+y*—y>+o(y?),

et le DL en 0 & l'ordre 3 de cosx est cosz = 1— % +o(x3), dottcosz—1 = —%2 +o(x3). Comme
lin%(cosx — 1) =0, par composition de DL on obtient
T—

CcoS T 2

Finalement, un produit de DL donne

v1+2z z? 2 2B 3
Y (1 (1 _ -
p— (+2)( +x 2+2)+0(x)
2 3 2 3
x T T T
=l+z— " +%+%5+ 5 +o(a

2 2 2 2
=1+x+2%4o(2?)

L’équation de la tangente au graphe de f en 0 est y = x 4+ 1 et comme
f(x) = (@ +1) = 2° + o(a?) ~0 2,
le graphe de f est en dessous de sa tangente pour x < 0 et au dessus pour x > 0.

. g(x) = ze®, DL en 1 a l'ordre 2.

On pose y =z — 1 et on a ze® = (1 +y)e!t¥ = (1 +y)e.e’. Comme lim1 y = 0, on cherche le DL
z—

en 0 & lordre 2 de (1 + y)e.e?.

Le DL deeVest e =14y + y; + o(y?), d’'ott

2
(L+y)e’ = L+ )L +y+ 5 +o?)

y? y®
=l+y+ 5 +o’) +y+y"+ 5 +oy’)
3
:1+2y+§y2+0(y2)

et
3e
(L4 y)e!™ = e+ 2ey + " +oy”).

Le DL en 1 a l'ordre 2 de g(x) est donc
x 3e 2 2
ze® =e+2e(zx—1)+ 5 (x —1)* 4+ o((z — 1)7).

L’équation de la tangente au graphe de g en 1 est y = e + 2e(x — 1) et comme

Fla) — (e 2~ 1)) = 2@ = 17 +of(x — 1) ~1 2z~ 1)

le graphe de f est au dessus de sa tangente.



