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1. LIMITES ET DERIVEES. DEVELOPPEMENTS LIMITES
1.1 LIMITES

Dans les rappels qui suivent on considere des fonctions de R dans R (ou C), sans préciser leur domaine de définition.
Afin d’alléger les résultats, on appelle xg, a la fois un point de R, mais aussi les valeurs 400 ou —oo.

On fait de méme pour les limites, notées [.

THEOREME (Opérations sur les limites)

Soient f: R +—C et g: R C, deux fonctions admettant une limite en o : [ = lim f(z) et I = limg, ., g(z).
Tr—xo

On suppose que xg, [ et I’ peuvent valoir 400 ou —oo.
Alors on a, si ces formes sont déterminées, les propriétés suivantes :
i) Somme : lim f(z) +g(z) =1+

=0

ii) Multiplication par un nombre : Soit A € R (ou C). lim Af(z) = Al

T—x0

iii) Produit : lim f(z)g(z) =11

Tr—x0

iv) Quotient : lim ——= = —

v) Composition : lim f(z) =1 et liir%g(y) =L = lim go f(z):= lim g(f(z)) =limg(y) =L

T 0 0 y—l
Exemple :



CAS PROBLEMATIQUES : LES FORMES INDETERMINEES

i) lim f(x)+ g(z) = o0 — 0

Tr—x0

Exemples :

ii) lim f(x)g(z) =0 x o0

=T

Exemples :

Exemples :

Exemples :

COMMENT Y REMEDIER ?

- Regles de croissances comparées

- Théoreme du “sandwich” (gendarmes)

- Définition d’une dérivée / Théoreme de I’'Hopital
- Développements limités

- Transformer 'expression pour supprimer l'indétermination (algebre, trigonométrie,...)



THEOREME (“du sandwich” ou “des gendarmes” ) - Version 1

Soient f: R—R, g1: R+—Ret g, : R+ R, trois fonctions vérifiant, Vo € R :

gi(x) < f(2) < g2(2)

Alors :

Jim g1(z) = lim ga(z) =1 = lim f(z) =1

NB : x( et [ peuvent, comme dans tout ce qui précede, valoir +00 ou —oo.

Exemple :

THEOREME (“du sandwich” ou “des gendarmes” ) - Version 2
Le produit d’une fonction qui tend vers 0 par une fonction bornée (comprise entre deux valeurs) tend vers 0.

Exemple :



1.2 CONTINUITE ET DERIVATION

e Définition : une fonction f est dite continue en un point zy € R si, étant définie f(x¢) € R, on a lim f(x) = f(zo).
T—T0

e Illustration :

e Propriétés : somme, produit, quotient et composée de fonctions continues sont continues.
(Comme pour les limites, et sous réserve d’étre bien définis).

e Définition : une fonction f est dite dérivable en un point 2y € R si son taux de variation en z existe (et est fini). fxuLa valeur de

cette limite est appelée “dérivée de f en xy” :

 fwot+h) — flwo)

T—x0 T — J,‘O h—0 h,

NB : Si f est dérivable en xg, on a forcément lim (f(x) — f(x¢)) = 0, soit lim f(x) = f(x) : la fonction f est donc continue en .
T T

Remarque : La plupart des fonctions classiques sont dérivables sur leur ensemble de définition (et méme infiniment dérivables).

Ilustration et exemples :



THEOREME (Propriétés de la dérivée)

Soient f: R+— Cet g: R+ C, deux fonctions dérivables et soit A € C. Alors on a :

i) (f+g9)=f+¢d

i) (\f) = Af

iii) (fg) = f'g9+ fg



THEOREME (de I’Hépital)
Soient f: R+— Cet g: R+— C, deux fonctions dérivables telles que :

lim f(z) = lim g(z) =0

T—=To T
Alors on a :
/
THT0 g(:v) T g’(x)
B f(x)—f(zo)
x)—f(xo ,
i) La preuve vient du fait que lim m — lim —%=% _ _ — ... — lim f'(x)
zozo g(x) oo g(z)—g(xo) a0 g/ ()
xr—xo

i) Si lim ! :Eg = %, on réapplique la regle de I'Hopital (autant de fois que nécessaire).
=T

Exemples :



Remarques :

DERIVEES USUELLES

(@) = az", (1);—1 (Va) =

1
(Infz)=— (") =¢€", (a") =In(a)a"
T
: I I G t I -1 t 2
(sinz) =cosx , (cosz) sinz , (tanz) ey + tan® x
1
(sinhz)’ = coshz , (coshz) =sinhz, (tanhz) = ——— =1—tanh’*x
cosh” z
(arctan )’ = ! (arcsinz)’ = ! (arccosx)" = !
1422 V122 RV



DERIVEES USUELLES POUR LES FONCTIONS COMPOSEES

1\ - 1

a\/ /o a—1 I _

() = au'u ’ (Z) u? (V) 5\/5
!

u u\/ u u\/
(nfuly =%, (@ =wer, (@

= In(a) u'a"
/
(sinu)' =u'cosu, (cosu) =—u'sinu, (tanu) = I u' (1+ tan®u)
/U/,
(sinhu) = u'coshu , (coshu) =u'sinhu, (tanhu) = e ' (1 — tanh®u)
u u —u
arctanu) = —— , (arcsinu) = , (arccosu) = ———
faretan )/ = 1 (arcsinu) = S (anccosu) = 2

NB : Attention au cas simple : (f(az + b))’ = a f'(ax + b). Exemple : 1(t) = Asin(wt +¢) = I'(t) = Aw cos(wt + @)

Remarques :



UN EXEMPLE DE CALCUL DE LIMITE PAR 3 METHODES

Méthode 1 : par la définition la dérivée :

Méthode 2 : par le théoreme de I’Hopital :

Méthode 3 : par transformation de ’expression :

10



1. 3 DEVELOPPEMENTS LIMITES

Définition. Une fonction f admet un développement limité a ordre n en un point x = a, noté DL,(a), si on peut l'écrire :

fx)=ap+ai(z—a) +as(z—a)* +- 4+ an(z—a)"+ (z—a)"s(z — a)

ou € est une fonction telle que lim,, ,, e(x — a) = 0 = limy,0(t) = 0.

Interprétation. Prés du point x = a, on a approché la fonction f par un polynéme de degré n, et le terme (z — a)"e(x — a) correspond a
I’erreur commise lors de cette approximation.

THEOREME (Formule de Taylor). Soit une fonction f, définie sur un intervalle I.
On a alors, en un point a € I, on obtient le développement limité a ’ordre n, noté DL, (a) de f.

1) Si f est continue au point a € I, on a le DLy(a) de f :

2) Si f est dérivable au point a € I, on le DL;(a) de f :

f@) = f(a) + (z —a)f'(a) + (v — a)e(z — a)
3) Si f est n fois dérivable au point a € I, on le DL,(a) de f :

[@) = f(@) + (@ - ) f'(a) + & _2“)2 () + & ;,“)3 fOa) + -+ @;—,“)nf(")(a) + (2 — a)e(z — a)
soit, en notation sommative :
_ . ($ B a)k (k) _\n o
f@) = @) + (o - a)"e(w — a)
k=0

11



Tres souvent, on essaie de se ramener au développement limité en a« = 0 a ’ordre n, noté DL, (0) de f :

2 "

T 3 D2k
f@) = fO0) +2f'(0) + T f"(0) + Zr fDO0) 4o+ —f(0) + a"e(w) = Y 7 /P (0) + 2" ()

Interprétation de 2) : Prés du point z = a, on a approché la fonction f par une droite : la tangente a f en a, d’équation
y= f(a)+ (x —a)f'(a). Le terme (z — a)e(x — a) est la difference entre la fonction et sa tangente.

Illustation de la formule générale 3) :

12



e Développements limités en 0 de quelques fonctions usuelles (DL, (0)) :

2 73 " n .l’k
6—1+x+?+§+ +—+x6() Fer"a(x)
k=0
2)
2 4 P 2
coshx:1—|—7—|—4! (2 ) ez :2; —i—x2p5 (x), (n=2p)
3 5 r2p+1 p p2k+1
h — — _ - 2p+1 2p+1 _ 2 1
sinhz = Tt et +<2p+1)!+x ZO TN e(x), (n=2p+1)
3)
2 4 2P ) p (_1)k:x2k
— 1 4z P - 2p —
cosz =1 TR A4 (=1)P ) +aPe(x) = 2R +aPe(x), (n=2p)
I T L2+ P (—1)kg2ht
i P _1)P 2p+1 _ N ) 2p+1 _
sing =2 — - + =] + ...+ (-1) 1) + P e(x) = 2 okt 1) + 2P e(x), (n=2p+1)
sin x 3 5
tanx = =z+ — +o(z”)
COS T 3
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1 n
—:1+x+$2+x3+...+x”+$"5(1‘):Zxk+x"€(x)
k=0

11—z
1 n
52 l—a42? -2+ .+ (=1)"2" +2"(z) = Z(—l)kxk + a"e(x)
k=0
5)
-1 -1 -2 —1).(a=(n—-1
(1+:v)°‘:1—|—ax—|——a(a2 )xQ—l—a(a 3)'(a )x3+_”+o¢(o¢ )(nolé (n >>a:”—|—:c”€(:c)
1 1 1
Vitr=1+-0—-2*+ —2° + 2% ()
2 8 16
6)
(1) =a - 5 ST ) () = Y ()
n r)=x——+——— — — +2"e(x) = — 4 ae(x
2 3 4 n — k
2 3 n n k
ln(l—x):—x—%—%— —%—kx”s(m):—k:l%—i—x"s(x)

NB : dans 2) et 3) on peut remplacer x?Pe(x) par z*e(z) et 2?7 le(x) par 2?7+ 2e(x).

14



e Utilité des DL pour les calculs de limites. Quelques exemples.

sinz

l—coszx

2) hma:b—>0 72

e’ —sinx—cosxT __

3) hmx»—>0 22

15



e Opérations sur les DL.
i) Somme : le DL,(a) de f + g est la somme des DL, (a) de f et de g.

ii) Produit : le DL, (a) de fg est le produit des DL, (a) de f et de g, tronqué a l'ordre n (cf. TD).

iii) Quotient : le DL,(a) de 5 se calcule en mettant $ sous la forme

1 1 1 1 9 n n n
T " a Ty~ s U@ Fu@) e+ @) + u(@)" e (u(@)")

ou u(x) est une fonction vérifiant lim,, ,, u(x) = 0. On multiplie ensuite cett expression par par le DL, (a) de f, en on tronque a 'ordre n.
(cf. TD).

Exemple :

iv) Composition : un exemple permet de comprendre :
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v) Dérivation et intégration : on peut dériver ou intégrer les DL terme a terme.

Soit le DL,(a) de f :

f@)=ap+ai(z—a)+as(z—a)* +- +an(z—a)"+ (x—a)"¢(z — a)

Alors f’ admet le DL,,_1(a) :

f'(2) = aq + 20(x — a) + 3az(zr — a)® + -+ + nap(r —a)" ' + (v — a)" e(z — a)
Et la primitive F(z) = [ f(z)dx admet le DL,,11(a) :

F(x):C+Oéo(33—a)+a1§(x—a)2+a2§(x—a)3+...+an

(z—a)" + (z — a)"Me(x — a)

Remarques :
1) F est donnée a une constante C' pres, sauf cette fonction nous est donnée. Alors on a C' = F(a).
2) L’unique primitive de f qui s’annule pour = = a, F,(z) := fax f(t)dt est alors donnée par :

! (x—a)""' + (z —a)"e(x — a)

/mf(t)dt = ag(r — a) —i—ozl%(:z:— a)? —i—a%(g:— a) + -+ o,

Exemples :
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2. PRIMITIVES ET INTEGRALES

2.1 DEFINITIONS ET PROPRIETES

O DEFINITIONS

e Primitives et intégrales

Soit f : R +— C, une fonction. Une primitive [’ de f est définie par F' = f.
Elle est définie & une constante additive prés

On notera F = [ f, ou bien F(z) = [ f(x

L’ intégrale de f entre les bornes a et b est définie par :
f f f f(x)dx = [F]b = F(b) — F(a) , ot F est une primitive de f .

NB : F,(z) := [ f(t)dt est la primitive de f qui s’annule en = = a.

Interprétation géométrique :
La quantité f; f(z)dz correspond a 'aire comptée algébriquement (positivement ou négativement) du domaine délimité par le graphe de f

, 'axe Ox , et les droites d’équations t =a et x =0 .

18



Théoréme (Sommes de Riemann). Soit f : [a,b] — R, une fonction continue. On a :

b b—q 22 b—a
~ i i
/af Jim = ;f(ﬁ n)

et, pour [a,b] = [0,1] :

[o=tm s Zf(%)

Illustration et exemples :

19



0 PROPRIETES DE L’INTEGRALE

D) [C(f+a)=[lF+[lg et [IAf=X['f, avec A€ C (linbarité)
i) S == J

i) [“f+ [*f=["f (Chasles)

iv) fest paire = [* f=2["f; [ estimpaire= [ f=0

v) f est T-périodique = [ " f= [T f

NB :
1) Les bornes a et b de I'intégrale peuvent étre infinies. Exemple :

2) La fonction f peut tendre vers l'infini. Exemple :

NB: [y fg# (I 1) (Ji9) !

20



Exemples de calcul :

21



PRIMITIVES USUELLES

/xo‘da: _ (a #-1) | /édz = In(]z))

a+1

/exd:c =e"

d
/sin:ndx:—cosx, /cosxdxzsinx, /tanxdx:1n|sinx|, / v :/(1+tan2x)dx:tanx

cos? x

d
/sinhxd:v:coshx, /Coshxdmzsinhx, / a: :/(1—tanh2x)dazztanh$

cosh?

/ iy ) / L ne )
Xr = arctanx ———QX = arcsIinxr (0u — arccosx
T+ a2 Ve

Remarques :

22



PRIMITIVES USUELLES POUR LES FONCTIONS COMPOSEES

a+1 /
/u/ua _— , /E = In(Ju|)
a+1 u

!/
/u’cosu:smu, /u'smu: —cosu , /u'tanu:1n|smu| , / 5 :/u’ (1+ tan®u) = tanu
cos? u

/
/u'sinhu = coshu , /u’coshu = sinhwu , /L —/u’ (1—tanh2u) = tanhu

cosh? u

= arctanu , = arcsinu (ou — arccosu)

u u
/ 1+ u? / VvV1—u?
NB : Attention au cas simple : [ f(az + b)dz = LF(ax +b), avec F' = f.

a

Remarques :

23



2.2 TECHNIQUES DE CALCUL

e TECHNIQUES ISSUES DE LA DERIVATION
PRIMITIVES DE DERIVEES “REMARQUABLES” (DR)

Dans 'expression [ f(z)dz, on remarque que la fonction f correspond & une dérivée classique modulo quelques petites modifications (en
général, une multiplication par une constante).

On peut alors trouver F telle que F’' = f, et on intégre directement.

Exemple.

24



INTEGRATION PAR PARTIES (IPP)

Comme (uwv)’ = u'v +uwv' ,ona [(w) = [vw'v+ [w, soit :

et donc

Exemples.

/uv':uv—/u'v

25




CHANGEMENT DE VARIABLE (CV)
Soit [ = f; f(x)dz .Sion pose x = u(t), on a t = u~'(z) et dv = u'(t) dt. Cela donne donc :

/a b f(x) da = / o Flu(t)) ' (t) dt

~!(a)

Une deuxiéme formulation (CV < DR) :

Lorsqu’on a déja la forme I = f; f(v(z))v'(x) dz, il s’agit, en fait, de la “dérivée remarquable” de F(v(z)).
En effet, f(v(z))v'(x) = F'(v(z))v'(z) = F(v(x))', on F est une primitive de f.

Si on ne le “remarque” pas, on passe par un CV : on pose y = v(z), et donc dy = v'(x)dx. D’ou la formule :

b v(b)
v(x)) v (z) de = d
/af< () v/(2) /v(@ F(y) dy

Exemples et remarques.
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e TECHNIQUES DE DECOMPOSITION DE LA FONCTION
LINEARISATION DES POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES

e But : la linéarisation a pour but de supprimer les puissances ou produits dans un polyndéme en sin et cos, afin de pouvoir en
calculer I'intégrale. Par exemple, I = foﬂ/g cos’vdz, J(z) = [sin'wdr, K = foﬂ/z sinx cos* z dx.

e Méthode 1 : Utilisation des formules d’Euler.

iz o 6Z$ + e*’L$ ) erE _ e*Z[L'
e’ =cosxr+isinx ; cosx=——7—7"7—,; Snr=-———

Exemple.

e Méthode 2 : Utilisation des formules trigonométriques de linéarisation.

1 1 1
sinxcosxr = ésin2x . sinfz = 5(1 —cos2x) ; costw = 5(1 + cos 2x)

Exemple.

e Méthode 3 : Eviter la linéarisation !

Exemple.
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e DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES EN ELEMENTS SIMPLES (DANS R)

But : décomposer une fraction rationnelle en la somme d'un polyndéme et de fractions rationnelles de primitives connues : les “éléments
_ Al
~ Bx)’

F(x):/f(a:)d:c:/ggg dx

Etape 1. Si degré(A)>degré(B) on fait la division euclidienne de A(z) par B(z)

simples”. Pour A(z) et B(z), deux polynémes, et f(x) la “fraction rationnelle”, on veut calculer :

A(x) = B(z)Q(z) + R(x)

On a donc f(x) = Q(x) + ggg, avec degré(R) <degré(B). On s’intéresse alors a la fraction rationnelle ggg . Exemple.

Etape 2. On factorise le dénominateur B(z) dans R, si c’est possible. Exemples.

tape 3. On décompose == en €léments simples : h(x) = Fy(x) + Es(z) + -+ B (x) .
Etape 3. On dé B en 616 imples : / E E E

Par définition, un “élément simple” est une fraction rationnelle que I'on sait intégrer facilement. Exemples : voir plus loin.
Etape 4. On intégre : [ f(z)de = [ Q(z)dx + ([ Ey(2z)dz + - -+ + [ E,(z)dx)

28



Un exemple simple
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Quelques exemples pour la décomposition (Etape 3).
Apres la factorisation du dénominateur (plus éventuellement un CV) on se ramene a 4 cas standards (avec degré(R) <degré(B)).

On décompose en “éléments simples” (que 'on sait intégrer) :

R(x)i R(x) o a b c
B(z) (-a)z-0)xz—v) z-a x-f xz-vy

gii; - (x—of;fx—ﬁ)?» - ((ac —aa)2 * xi@) * ((:c—bﬁ)ﬂ» e —b/ﬁ)2 i xb—”6>
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FRACTIONS RATIONNELLES TRIGONOMETRIQUES

Pour P et () polynomes en cos# et sinf, une fraction rationnelle trigonométrique s’écrit f(6) = Dleosfsind) - poyy calculer
Q(cos 0,sin §)
b
I / £(0)do
on utilise la “Reégle de Bioche” : On pose H(0) = f(6) db.
- si H(—60) = H(0), on pose x = cos 0.
-si H(m —0) = H(0), on pose z = sin 6.
-si H(@ +7m) = H(f), on pose x = tanb.
- sinon, on pose T = tang &< 0 =2arctanz, et on a : df = H%da:, sinf = %, cosf = i—i;
Dans les 4 cas , H(f) = Dleostsind) 769 devient une fraction rationnelle en z : A&

)d:c. On se ramene donc au cas précédent.

Q(cos 0,sin 0) B(x

Exemples.
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2.3 DERIVEES PARTIELLES

Définition (dérivées partielles premiéres pour 2 variables).
Les dérivées partielles premieres d'une fonction f = f(z,y) se notent % et g—z )
Elles remplacent la notation f'(z) = % pour une seule variable, et on les calcule de la méme maniere.

La variable suivant laquelle on ne dérive pas est considérée lors de la dérivation comme une simple constante.

Exemple.

. of
Définition (gradient). Il est noté et défini ainsi : Vf = gradf = gﬁ .
Définition (dérivées partielles secondes). Il y en a 4 :

*f . 80 %f . 90
8_1]; : 896( f) W{'}fy T 8:0( f)

0%f . 9 /0 9%f . o (0
ayg:c : By( f) L ( f>

e Pour les fonctions de 3 variables, comme f(x,y, z), (voire n variables) , les définitions sont analogues :

Dérivées partielles premiéres : ce sont 2L | 9L e 9L,
ox 7 Oy 0z

Dérivées partielles secondes. Il y en a 9 pour 3 variables (et n? pour n variables) :

B B o #r o
0x2) Oy?2 * 022’ Oydxr’ Oxdz """
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2.4 INTEGRALES DOUBLES

e Définition et notation. Une intégrale double correspond a un volume. (alors que Iintégrale simple correspond a une aire). On la

fz/szflj@wmw

C’est le volume compris entre le graphe de f, le plan 20y, et délimité par le domaine D. Il est compté positivement si f > 0 , négativement

note

sinon.

e Calcul d’aire. L’aire du domaine D est donnée par la formule :

aire(p) = [ [ 1= [ [ asay
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e Intégrale double sur un rectangle . Sur le rectangle [a,b] X [c,d] on peut écrire
d s b b s pd
[, sesiy= [ [ s nir)ar= [ ([ i) a
a,b]x[c,d c a a c

Dans le cas particulier des “variables séparées” : f(x,y) = g(x)h(y) , on a

/ /[ e g9(x)h(y) dedy = ( / bg(l')dw) ( / dh(’y)dy)
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e Calcul d’une intégrale double par tranches.

Suivant la forme du domaine il peut étre intéressant de calculer I = [ [ p f(7,y)dxdy en découpant D en "tranches” verticales ou horizon-

tales :

i) Tranches verticales.
D={(z,y) eR*|a<x<b a(r )<y<ﬁx)} —

//Df(x,y)dxdy—/ab< y)dy | dx

D={(z,y) eR*[c<y<d, y(y) <z <iy)} =

[ [ stedaay = [ d( ;j)f(:r,y)dx> dy

ii) Tranches horizontales.
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e Changement de variables en coordonnées polaires.

Pour un point M = (z,y) on fait la transformation (z,y) — (r,0), avec :

= 0 — S22
{x T COS <:>{r Tt +y

y = rsinf tanf = y/x

N

La variable r € [0, 400] représente la distance de (z,y) a

[a—

‘origine : r = /22 + y2.

avec 'axe Ozx.

=|

La variable 6 € [0, 27] est la valeur de 'angle que fait O

On a alors la formule (ot D, est la réécriture de D en coordonnées polaires) :

// f(x,y)dxdy:/ f(rcosf, rsinf) r drdf
D D,

Interprétation : I’élement infinitésimal de surface dxdy est remplacé par r drdf, élément de surface radial.
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3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

3.1 EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

e Notion d’équation différentielle (ED)

- Une équation différentielle du premier ordre est une équation qui relie une fonction inconnue y(z) a sa premiére dérivée, /().
- Pour abréger, on omet souvent la variable x dans la fonction ¥ : on écrit y et 3/. Exemple : ¢/ = "y + e *.
- L’équation est dite linéaire si y et ¢ ne sont pas multipliées entre elles, ni composées par une fonction.
Exemples. vy — ey = e~ est linéaire.

Mais y'y = cosx, iy = xy?> + 1 et ¢/ = tany + 2z sont non linéaires.

-y (x + 1) = y(x) n’est pas une équation différentielle.

e Définition : ED du premier ordre linéaire

Elle est de la forme

(B): ¥ +a(x)y = c(x)

ou a et ¢ sont des fonctions (a valeurs réelles ou complexes).
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e Résolution en 3 étapes :

i) On considere 'ED homogene, i.e. sans second membre, associée a (E) :

(H): y+a(zx)y=0

Ses solutions sont, pour A € R (formule facile a retrouver) :

yH(:E) _ Ae—fa(x)dx

ii) On cherche ensuite une solution particuliére de (F), notée yy. On la trouve
- soit par une analogie, car elle souvent presque de la méme forme que les fonctions a et c.

- soit par la méthode de Lagrange, (dite de “la variation de la constante”) qui marche toujours, méme si parfois longue.

a(z) dz

Elle consiste & poser yo(z) = \(z)e™/ et a injecter cette fonction dans (FE).

On trouve alors X(z) = ¢(z) et/ *@) 4= On peut ainsi calculer A(z), et donc yo(z).

iii) La solution de (£) est (grace a la linéarité de I'ED) la somme :

Y =Ya + Y%

c’est a dire :

y(x) = Ae T o@D 4y(z), NeR

NB : y est déterminée a la constante multiplicative \ pres.
La donnée d’une condition initiale (par exemple y(0) = 1) permet de calculer A. La solution y est donc unique.
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Justifications et exemple :
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3.2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE
e Définition : ED du second ordre linéaire a coefficients constants

Pour des constantes a et b, et ¢ une fonction (& valeurs réelles ou complexes), elle est de la forme :

(E): o' +ay +by = c(x)

e Résolution en 3 étapes :

i) On considére 'ED homogeéne, i.e. sans second membre, associée a (F) :

(H): " +ay +by=0

Pour trouver ses solutions, notées yy, on commence par résoudre I’équation caractéristique associée :

(C): r+ar+b=0

Suivant la nature de ses racines, r; et ro , il y a trois cas possibles :

a) Elles sont réelles et différentes (A > 0) : alors |yy(x) = Xe™® + pe™*; A, u € R

b) Elles sont égales, r1 = ry :=ry (A =0) : alors ‘ ya(r) = Az +p)e™; A ueR

c) Elles sont complexes conjuguées (A < 0), 11 = a+if et ro = a —if.

On a alors : yy(x) = Xe™® + pe™®; A\, € C. On I'écrira toujours sous la forme :

yu(x) = e*(Acos(fz) + Bsin(fx)); A, B€R
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ii) On cherche ensuite une solution particuliére y, de (E) :
- soit par une analogie, car elle souvent presque de la méme forme que les fonctions a et c.

- par la méthode de la “variation de la constante” d’ordre 2, qui nécessite de longs calculs (hors programme).

iii) La solution de (FE) est (toujours grace a la linéarité de 'ED) la somme :

Y=Y + Y%

NB : y comporte a présent deux constantes inconnues, A et u, ou bien A et B.
La donnée de 2 conditions initiales ou limites (par exemple y(0) =1, y(1) =3 ; ou y(0) = 0, ¥'(0) = 2) permet de les calculer.

La solution y est donc unique.
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Exemple.
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3.3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE A VARIABLES SEPARABLES

Définition. C’est une équation différentielle ot 'on peut séparer les “variables” x et y = y(x), i.e. la mettre sous la forme :

Elle est souvent notée :

On intégre alors de part et d’autre :

[y fly)de = [y (z)f(y(x))de = F(y(z)), et [g(z)dr = G(z). D’ou F(y(z)) = G(z) & y(z) = FH(G(x)).

Exemple.

43



4. MATRICES ET APPLICATIONS

Les matrices sont souvent employées en physique et en électronique pour décrire des systemes d’équations reliant des éléments entre eux.
On les retrouve en optique pour décrire les cordonnées et angles des faisceaux lumineux, elles décrivent la propagation et les interfaces
(dioptres, L1), on aura la méme chose pour décrire la transmission sonore (matrice de transfert L3 pro) ou celle de la lumiére a travers
des couches multiples (M1). On les retrouve dans les résolutions de circuits électriques (i inconnues, L1) ou le traitement des quadripoles

en série (L2). Elles permettent aussi de résoudre des systemes d’équations différentielles.

4.1. DEFINITIONS ET REGLES DE CALCUL
Définition (Matrice)
Une matrice A est un tableau de nombres réels ou complexes.

Soient n le nombre de lignes et p le nombre de colonnes.
On dit que “A est une matrice n X p”, et on note A € M,,,.

a1 Q2 a3 - Al o A1p
Q21 Qa22 Qo5 - A2p
a31
A=
Clij
Ap1  Ap2 B B Anyp

Les lignes sont notées généralement L; et les colonnes Cj.
Les éléments de la matrice sont notées a;; ou (A);;. On écrit A = (a;;).

Sin = p, on dit que A est “carrée” d’ordre n. On écrit alors simplement : A € M,,.



Sin =1, on dit que A est une “matrice ligne” : A = ( a1 Ay ... a1p )

an
ag1
Si p =1, on dit que A est une “matrice colonne”, et on peut I'associer & un vecteur de R" (ou de C") : A =

Gn1



Définition (4 matrices carrées fondamentales)

Il existe 4 cas particuliers importants pour les matrices carrées n x n de M, :

1) La matrice nulle :

2) La matrice identité :

1
1
I =
(0)
0

Ona ([);;=1sit=jet [;; =0sii#j. On note ();; = d;;.

3) Les matrices diagonales :

On les note : D = diag(dy,...,d,) .
On a (D)Zj = dz si g :] et Dij =0sizg 7é j (AiIlSi, (D)zg = dl5w)




4) Les matrices triangulaires :

11 A2 aiz ... Q1n
Q99 23 ... Qon
A=
(O) . anfl,n
a’TLTL

La matrice A est dite “triangulaire supérieure” Elle est définie par a;; = 0 si i > j.
Pour une matrice triangulaire inférieure, les zéros sont au-dessus de la diagonale. Elle est définie par a;; = 0 si ¢ < j.



Définition (Somme et multiplication)

i) Somme de deux matrices : soient deux matrices de méme taille, A = (a;;) € My, et B = (b;j) € M,,. La somme des deux matrices,
A+ B, vérifie :
(A —+ B>Z] = aij + bij

ii) Produit d’une matrice par un nombre : soient une matrice A = (a;;) € M,,, et A, un nombre réel ou complexe. La matrice AA
vérifie :

(/\A)U = )\aij

Exemples :



Définition (Produit matrice-vecteur)
Soient une matrice A = (a;;) € My, et un vecteur u = (u;) € R? (ou C?).

Le produit de A par u est le vecteur Au, vecteur de taille n, ayant pour éléments :

p
(AU)Z = E AUy Vi=1...n
Jj=1
On pourra retenir que : (n X p)* (p X 1) — (n x 1)
Exemples :
a1l a2 Q13 U1
SOit A = a1 a2 as3 et u = us
asl as2 ass u3
ail a2 a3 Ul ai1uy + ajouz + ajzus
Ona: Au = a1 a3 493 u2 | = | as1uy + as2u2 + aszus
as1 as2 as3 u3 a31u1 + az2u2 + az3us
1 01 T
SiA=| 2 1 0 |etu=|y|,onaAu=
1 11 z



Définition (Produit de deux matrices)
Soient deux matrices A = (a;j) € M, et B = (b;;) € M,,.
Le produit de A par B est la matrice AB € M, telle que :

p

(AB)U == Zaikbkj s Vi=1...

k=1

On pourra retenir que : (n X p) * (p X ) — (n X 1)

Exemples

A — a11 Qa2 B=— bi1 b2 Ona: AB — a11b11 4 a12b91
a1 Q22 ba1  bao as1b11 + azebo

a11b12 + a12b22

a21b12 + ag2b92

).



Cas de la matrice identité. Soit A € M,, et I,, la matrice identité de M,,. On a :

Al, =1,A=A
Preuve : .
*On a (Al,) Zal’“ = Zaikékj =ai; , Vi,7 =1...n. Donc Al, = A.
k=1
** De méme, ([,A);; = Z(I” kQgj = Z(Ekakj =a;; ,Vi,j=1...n. Donc [,A=A.
k=1 k=1
Exemples



Cas des matrices diagonales.
Soit A € M,, et B € M, deux matrices diagonales : A = diag(ay,...,a,) et B = diag(5y,...,0,). On a :

AB = BA = diag(oufy, . . ., anfn)

Preuve :
n

* Ol’l a (AB)ZJ = Zaikbk]‘ = Zai@kﬁjé,ﬁ = aiﬂjéij = azﬂi&j s \V/l,j =1...n. DOHC AB = diag(alﬁl, Ce ,O./nﬁn).
k=1 k=1

** De méme, (BA)ZJ = Zbikakj = Zﬁidik&jék]’ = ﬂiajéij = @iﬁidij s \V/’l,] =1...n. Donc BA=AB = diag(alﬂl, c 7an5n)-
k=1 k=1

Exemple

Cas des matrices triangulaires.
i) Soit A € M,, et B € M, deux matrices triangulaires supérieures (a;; = 0 et b;; = 0si ¢ > j). Alors AB est aussi triangulaire supérieure.

ii) Soit A € M, et B € M,,, deux matrices triangulaires inférieures (a;; = 0 et b;; = 0si i < j). Alors AB est aussi triangulaire inférieure.

Exemples



THEOREME (Associativité mais non-commutativité du produit matriciel).

i) Soient A € M,,,, B € M,,, et C' € M,,,.
Alors leur produit est une matrice de M,,,, notée ABC', avec :

ABC = (AB)C = A(BC)

ii) Soit A € M,,, et B € M,,, deux matrices.
En général, A et B ne commutent pas :

AB # BA
Remarques.
Deux matrices diagonales commutent toujours (cf. avant).
. . : - . : . a A
Deux matrices triangulaires (supérieures) ne commutent en général pas, mais on peut citer, par exemple : A = ( 0 > et B =
@

(05)

Exemples : voir TD.
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4.2 SYSTEMES LINEAIRES ET MATRICE INVERSE

O DEFINITION (Matrice inverse)

Soit A € M,,, une matrice carrée de taille n. Sa matrice inverse est 'unique matrice B € M,, vérifiant AB = BA = I,,.
On la note A=, Ona donc AA™'=A"1A=1.

NB : on peut montrer que si B vérifie AB = I,,, alors on a forcément BA = I,,, et réciproquement.
On n’a donc pas besoin de calculer les deux produits AB et BA pour vérifier que B = A™L.

Exemples
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[] Lien entre systemes linéaires et matrices. Quelques exemples.
On veut résoudre un syteme linéaire de n équations a p inconnues : (5): Au=wv, ou A € M,,, v € R" et u € RP.

()G o

il y a une unique solution (les 2 droites se coupent).

2 0 2 2x = 2
Nl 11 ( v ) —lo]|={ 2 +y =0
5 6 Y 0 552 46y = 0
il n’ y a pas de solution (les 3 droites ne passent pas par un méme point).
2 0 2 2x = 2
Nl 11 ( v ) |l 0 |<={ 2 +y = 0
5 6 Y 1 51 46y — —1
il y a une unique solution (les 3 droites passent par un méme point).
2 0 2 2x = 2
Hl11 ( v ) —lo|l={ 2 4 =0
5 5 Y 0 5z 45y = 0
il y a une unique solution (la troisiéme équation est la méme que la seconde).

2 1 3 * 0 2% 4y 432 =0
5) y | = = -
0 1 4 2 y 44y =2
V4

il y a une infinité de solutions : la droite intersection de ces deux plans.

21 3\(" 0 20 4y +3z =0 20 +y +3z =0
6) y | = = =
4 2 6 2 4dr +2y +6z =2 2 +y 43z =1
z

il n’y a pas de solution (les deux plans sont paralléles).
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DEFINITION (Inversion matricielle d’un systéme linéaire)

Résoudre le syteéme linéaire n x n , (S) : Au = v, avec A € M,, et v € R” donnés, et u € R™ inconnu, peut se faire si on connait A~', la
matrice inverse de A.

On aura alors u = A 1.

T -5
Exemple : Reprenons la matrice précédente, avecu = | y | et v = 1
z 4

On veut résoudre le sytéme linéaire 3 x 3, (5) : Au = v, i.e.

2 0 -5 r +2y =-5
0 -1 0 = 1 <~ (9) —y =1
0 6 -3 z 4 6y -3z =

Pour cela, on utilise directement A~ (que I'on connait) :

T 1 2 0 -5 -3
u=A"w=]y |=]10 -1 0 1 |=1 -1
1 10

En général, trouver la solution u de (S) se fait directement en résolvant le systéme de 3 équations a trois inconnues. Mais si le second
membre v change, il faut refaire tous les calculs : d’ou ’intérét de posséder A~! !

NB : Si A est inversible, la solution du systeme Au = 0, est u = 0.

13



THEOREME (Calcul d’une matrice inverse grice a un systéme linéaire)

Soit A € M,,, une matrice. Pour trouver son inverse A~!, on résout le systéme
(S): Au=w
dans lequel le second membre v est aussi un vecteur inconnu.

On fera ainsi apparaitre ’expression de A~! car Vu,v € R"

Au=v <— u=A"

Exemple : Prenonsv=| b |etu=]| y
c z
2 0 T
Au=v = -1 0 y | =1 b
0 6 =3 c
r +2y =a (2= a +2b
= —y b <=4 vy —b
6y —3z =c | 2= —2b —ic
T 1 2 0 a
|y |l=]10-1 0 b | = u=4""
z 0 —2 —% c

14



THEOREME (Inverse d’une matrice 2 x 2 avec le déterminant)

1 d b
-1 _
4 _ad—bc<—c a )

Remarque : cette formule se vérifie facilement et est facile a retenir.

Soit A = ( “ Z ) On a, quand A est inversible :

C

En fait, ad — bc = det(A), le déterminant de A. C’est 'objet du paragraphe suivant.

Exemple :
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4.3 DETERMINANT ET MATRICE INVERSE
[0 Le déterminant est un outil pratique et rapide pour savoir si Au = v a une solution unique (i.e si A est inversible).
Se lancer dans la résolution d’un systeme d’ordre > 3 sans savoir si la matrice est inversible peut prendre du temps pour rien...

THEOREME (Inversibilité et déterminant)
Soit A € M,,. On a :
Au = v a une solution unique <= A inversible <= det(A) # 0

Définition 2.1 : déterminant d’ordre 2.

Soit A € My(K) : A= ( i ) On définit le déterminant de A par :

a21 A2

aixp Qa2

det(A) =

= a11G22 — Q12421

a21 A2

Remarque : ajjas — ajpas # 0 signifie que les deux colonnes (ou lignes) A ne sont pas colinéaires : le systéeme Au = v a donc une

unique solution.

Exemples :
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THEOREME ET DEFINITION (Déterminant d’ordre 3)

11 aiz2 A3
Soit A€ Mz : A= | as as ass

31 Aazz a3zs

Pour calculer det(A) on peut faire un développement par rapport a n’importe quelle ligne ou colonne et se ramener au calcul de
3 déterminants d’ordre 2.

+ - +
Pour cela, on utilise la “matrice des signes” S =< — + — », et on raye la ligne L; et la colonne C; correspondant a I’élement a;;
+ - +
rencontré.
Par exemple :
On développe par rapport a la premiere colonne (C1):
apnl a2 Qi3 a a a a a a
22 (23 12 Q13 12 Q13
det(A) :=| ag axn axp |=an — g1 + asy
az2 Aas3 azz as33 Q22 (23
az1 a3z ass3
On développe par rapport a la deuxiéme ligne (L) :
ai; Qi2 @13 a a a a a a
12 13 11 a3 11 a2
det(A) :=| ag az ags | = —am + Qg — Qg3
Qg2  a33 asy ass asy as2

a31 Q32 a3z
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Exemples :
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Méthode utile : Calcul d’un déterminant 3 x 3 avec la méthode de Sarrus.

a b c
Soit A= d e f |.Ona,det(A)=(aei+bfg+ cdh)— (ceqg + afh + bdi)
g h 1

Illustration et exemple :

Remarque : cette formule se est facile a retenir visuellement.

On vérifie aisément qu’elle est équivalente au calcul du déterminant en développant par rapport a la premiere colonne, par exemple.
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Exemple de systéme linéaire 3 x 3 :

r +2y —2 =3

Soit le systéme linéaire (5) : =3y +4z = -2
5% -2z =6
1 2 -1

Il est associé a la matrice A= |0 -3 4
5 0 =2

Comme det(A) = 1.((—3).(—=2) — 0) + 5.(2.4 — (—=1).(=3)) = 31 # 0, le systeme (5) admet une solution unique.

DEFINITION (Transposée d’une matrice)

Soit M = (my;) € M, (K). Sa transposée M7 vérifie : MT = (m;;). On a donc échangé lignes et colonnes.
Exemples :
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4.4 VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES, DIAGONALISATION

Les vecteurs propres sont importants dans les applications : ils correspondent aux directions “privilégiées” de l’évolution d'un sys-

teme. On se limitera dans ce cours au cas des matrices 2 x 2 ou 3 x 3 (n = 2 ou n = 3).

DEFINITION (Valeurs propres et vecteurs propres)

Soit A € M,,. On dit que le vecteur non nul v € R™ est un vecteur propre associé a la valeur propre A € R si

Au = \u

NB : un vecteur propre associé a A est défini a une constante multiplicative prés. En effet, on a A(au) = A(aw).
On pourra cependant normaliser le vecteur u en le choisissant de norme 1 : |Ju|| = 1.

Exemple :

P t =(1,0 16a N\ =2, et uy = (3,1 63X =4. (O =%, 4 érifiant
=1 0 4 a pour vecteurs propres u; = (1,0) associé a \; = 2, et uy = (3, 1) associé a \y = 4. (Ou encore uy = (\/—1—0,\/—1—0),V€1"1 an
[uz || = 1.)
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THEOREME (Calcul des valeurs propres et vecteurs propres)

Soit A € M,,.
i) Pour trouver ses valeurs propres, on résoud 1'équation d’inconnue X :

det(A—XI)=0

Ps(X) :=det(A — XI) est appelé “polyndme caractérisque”. Il est de degré n, et les valeurs propres \; en sont donc les racines.

ii) Pour trouver le (ou les) vecteur(s) propre(s) u associé(s) a une valeur propre A\, on résout le systéme Au = \u.
Preuve :

Soit A une racine de Py. Alors P4(\) = det(A — M) = 0 signifie que A — A n’est pas inversible, donc que le syteme (A — A\l )u = 0
admet d’autres solutions que u = 0. Elles vérifient Au = Au : ce sont donc des vecteurs propres associés a la valeur propre A, par définition.
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Exemple :

(20)

PA(X) = det(A — XT) = -4 6

0 4-X

| =(2-X)4-X).
Ainsi \; = 2 et \y = 4.

2 +6y =2z 6y =0
<~
4y =2y 2y =0

* On a Au = 2u —

x z 1 N 1 . . . T R
= (y=0,z€R) = =1o] = x o) d’ott uy = 0 convient (toujours a une constante multiplicative pres).
Y

Remarque : ce vecteur propre vy correspond a la droite D; d’équation D; = {a(1,0), o € R}, ou encore Dy = {(x,y) € R? y = 0}.

2 6y =4 = 3 3 3 3
*+ De méme, Au = 4u < T+ o — . Y — =) = Y , d’ott ug = convient.
by =4y yeR Yy Yy 1 1

Remarque : ce vecteur propre vy correspond a la droite Dy d’équation Dy = {(3,1), a € R}, ou encore Dy = {(z,y) € R? x — 3y = 0}.
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DEFINITION (Diagonalisation)

Diagonaliser une matrice A € M, consiste a trouver ses valeurs propres \i,...,\, et ses vecteurs propres associés uy, ..., U,.
Si on considere la matrice diagonale

A
A2 (0)
D = diag(\y, ..., ) =
(0)
An
et P = [uy,...,u,), la matrice ayant pour colonnes les vecteurs propres de A, on a la “formule de diagonalisation”
A=prDpP!

2 2
Exemple : Pour A = < i ), on a trouvé \; =2 et \y = 4. Donc D = ( O).

0 0 4
) 1 3
Les vecteurs propres correpondant donnent la matrice P = [uq, us] = 01
) ) . 1 -3
On calcule ensuite son inverse P~" = 0 1

On a alors la formule de diagonalisation A = PDP~!, i.e.
2 6\ (1 3\(20)\(1 =3
04/ \o 1)\o4)\o 1
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