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ALGEBRE LINEAIRE — INTEGRATION

Exercice 1. Soit £ un K-espace vectoriel. On suppose que 7 € L(FE) satisfait 7 o = 7.
(1) Monter que Kerm N Imm = {Og}.

(2) On suppose que E est de dimension finie, en déduire que Ker 7 et Im 7 sont supplémen-
taires par un argument de dimension.

(3) On ne suppose plus que E est de dimension finie, en écrivant que tout x € E sécrit
X = X — m(x) + m(x) montrer que Ker 7 et Im 7 sont supplémentaires.

Exercice 2. Soit
7: R¥ — R3

X 2x+y+z
y| — -X—2Z
Z —X-Yy

(1) Ecrire la matrice A de 7 dans la base canonique & de R?.
(2) Montrer que 7 o m = 7. Que peut-on dire de Ker z et Im 7 (sans calcul) ?

(3) Calculer une base ¢ de R3 dont le premier vecteur est un vecteur de Ker xr et le dernier
un vecteur de Im .

(4) Calculer la matrice de 7 dans la base &.
(5) Etant donné A € R calculer det(A — Al3).

Exercice 3. Soit f : [0, 1] — R la fonction définie par
f: 0,11 — R

sin(1/x) six>0
v { 0  six=0

(1) Montrer que f n’est pas continue sur [0, 1]
(2) Etant donné «a €]0, 1[, montrer que la restriction de f a [a, 1] est intégrable .
(3) Expliciter deux constantes m et M telles que, pour tout @ €]0, I[ on a :

m< f(ty<M Vrtel0,qaf.

(4) En combinant les résultats des questions (2) et (3), montrer que f est intégrable sur [0, 1]
en revenant a la définition.

Exercice 4. Dans cet exercice f est une fonction continue sur [0, 1]. On veut montrer que cette
fonction est intégrable. On fixe donc & > 0 et on veut construire deux fonctions en escalier u, U
telles que

1
o) u(t) < f(r)y<U®) Ytel0,1], o) f (U@) —u(r)dt < e.
0
(1) On se propose de construire tout d’abord une fonction auxiliaire ¢, : [0,1] — [0, 1].
Soit x € [0, 1]

(a) Montrer que {z € [x, 1] t.q. |f(#) = f(x)] < &/2 pour tout ¢ € [x,z]} est non vide et
majoré.



(b) En déduire qu’on peut poser

d-(x) = sup{z € [x, 1] t.q. |[f(¢) = f(x)| < /2 pour tout ¢ € [x, 7]}
et qu’avec ce choix, on a :
e h.(x)>xsix<l1.
e max{f(x), x € [x, (x)]} — min{f(x), x € [x, p(x)]} < &.

(2) Soit maintenant la suite (x,),cn définie par la relation de récurrence :

X0 = 0
Xn+1 = ¢e(xn) YneN.

(a) Montrer que x,, = 1 a partir d’un certain rang (qu’on note N dans la suite).
Indication : On pourra montrer que la suite (x,),cn converge et utiliser sans démon-
trer qu’alors, pour tout @ > 0, il existe Ny € N tel que |x, — {|] < a pour tout
n2= N().

(b) Montrer que (xo, ..., xy) est une subdivision de [0, 1].

(3) On pose dans cette question :

N-1
u = min [f, Z min{f (o), o € [xk’xk'i-l]}l[xk,xkﬂ]]

k=0

N-1
U = max {f, Z maX{f(O'), (oalS [Xk, -xk+1]}1[xk,)€k+1]) .

k=0
(a) Montrer que u et U sont en escalier
(b) Montrerqueu < f < U

(c) Montrer que

1
f (U@) —u(r))dt < .
0



