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Ce document propose une correction des exercices du devoir encadré.

Exercice 1. Soit f :]0, +oo[— R définie par

f(x):{ Sl a4l

2 sixz=1

1. Les applications identité, In et z — 22 — 1 sont continues sur R% . Par ailleurs, 'application

x — xInz ne s’annule que pour z = 1, donc f est continue sur ]0,+oo[\{1} comme produit et
quotient de fonctions continues.

Enl,onalnz=In(l4+(x—1)) ~ z—1car In(1+y) ~oy et liml(x— 1) =0. On a donc
T—

x?—1 r+1

J(@) r(z—1) =
et lim f(z) = lim 2t =2 = f(1). Donc f est continue en 1.
z—1 z—1 T
On a lir%(x Inz) = 0, et comme z € R* et Inz < 0 au voisinage de 0, on a Hn%(sc Inz) = 0 par
T T—
valeurs négatives. Par ailleurs, lin%)(alc2 —1)=-1<0. On a donc lir% f(z) = +o0.
r— r—

2 2 22 _ =z
En +oco ona z2 —1 ~ioo T et f(l‘) ~+o0o Zinz — Tnz-

= 0. Comme z > 0 et Inz > 0 au voisinage de 400, on obtient liIJIrl f(x) = 4o0.
T—r+00

Comme Inz = o(x) en 400 on a

lim ez
r—r+0o0

2. On s’intéresse a la dérivabilité de f.

(a) Le DL a l'ordre 3 en 0 de In(1 + y) est

vy :
1n(1+y):yf§+§+0(y3).
On a donc
(14+y)In(1+y) = In(l+y)+yn(l+y)
2 3 3 4
_ Yy oy 3 2 Yy Y 4
= Y-S o)ty -5+ S Foly))
2 3
_ vy _yv 3
= Yyt g o)

qui est le DL & lordre 3 en 0 de (1 + y)In(1 + y). On obtient donc

2 3
vy
yly+2) —21+y)In(1 +y) = y2+2y—2(y+?—€+0(y3))
2 2 Z/3 3
= ¥ +2y—2 y+§+0(y)
3
= 5 ol
y3
0y



(b) On calcule le taux d’accroissement de f en 1 :

f+y) - f(1) }( (1+y?-1 72)
y y\(1+y)In(l+y)
y(y+2) —2(1+y)In(l +y)
y(1+y)In(1+y)

Comme 1+ y ~g 1 et In(1+y) ~q y, le calcul de la question précédente donne

fA+y) - y°
y 32

wle

et li%w = 0. Donc f est dérivable en 1 et f/(1) = 0.
Yy—

Exercice 2. Soit (uy,)nen une suite réelle telle que u,, = o(n) en +oo.

1. Comme u, = o(n),on an+ u, =n+o(n) ~1oo n et n—u, =n+ 0(n) ~4o n. On a donc

et lim 2%Y — 1. Par composition des limites on obtient lim 1n(%) =0.
n—+oo " Un n—+00 n—=Un

2. On a n 4o 5
n+u n—u i U
() (M 2y (2 )
n— Uy n — Up n—1up
Comme n — Uy, ~joo M, ON & fi‘un ~4oo QZ", et comme u, = o(n) on obtient ngrfoo n{“{;ﬂ
lim 2% — (0. Comme par ailleurs, In(1 + z) ~g z, on a
n—-+oo
n+u 2u 2u 2u
ln( n) = ln(l + n ) ~ioo n ~ioo 7”
n—up n—up n— Uy n
En posant u, = —y/n ona lim “= =0, donc u, = o(n). Par ce qui précede, on obtient

n—-+o0o

ln(n—\/ﬁ):ln(nJrun) 2, 2

n++/n n— Uy

On en déduit que ﬁln(fﬁtg) ~ oo —% = 9t

A () = -2

Exercice 3. Calculer les développements limités suivant :

1. ””ﬁ;x en 0 a l'ordre 3.

Le DL de €Y en 0 a l'ordre 2 donne ¥ =1+ y + y; + o(y?), d’oun

(~a)* §
2

+o((-2)?) =1 -2+ T +o(a?)

e =1—x+

et
2 3

ze*z:x(l—x+%+o(x2)):x—x2+%+o(x3)

qui est le DL a l'ordre 3 de ze™*. Par ailleurs, le DL a l'ordre 3 de H%x est

1
mzl—m+x2—x3+o(x3).




En faisant le produit des DL on obtient le DL en 0 a 'ordre 3 de 9‘15;; :

—x 3

re = (a:—x2—|—%)(1—x+x2—x3)+o(aj3)

14z

3
= x—m2+x3—x2+x3+%+o(;v3)

5
= z—-22%+ 5:1:3 + o(z?®)
2. In(cosz) en 0 & lordre 4.
Le DL en 0 a lordre 4 de In(1 + y) est

2 3
Y Y
ln(1+y):yf?+§

4
- yz + o(y*).

Comme In(cosz) = In(1 + (cosz — 1)) et lir%(cosx — 1) = 0 on peut composer les DL. Le DL en 0
z—

a lordre 4 de cosx — 1 est

x? ozt A
cosx—l——?—l—ﬂ—l—o(x),
d’ou
In ) <x2+x4> 1( z2+z4>2+1< x2+x4>3 1( x2+x4>4+(4)
n(cos = () (- ol AT D S
o 2 Tog) o\T 2 Tog) T3\ Tog) Ty Tyy) T
2 gt gt .\
—?+274—§+0(1’)
z? ozt 4
*?*E#‘O(I)

3. eV en 1 & lordre 3.

On connait le DL de ¢¥ en 0, mais lim1 vz = 1. On écrit donc
T
eVT = oltVE—l — g ova—l

et on calcule de DL en 1 & I'ordre 3 de v/z — 1. On pose y =z — 1 et on écrit le DL en 0 & l'ordre

3de yTTy—1:
Vify—-1 = (1+y)2—1

_ 1 12 1 3 3
= QY- g¥ Y +o(y”).

Comme e* =1+ u+ 3u® + tu® + o(u®) et lir%(\/l +y—1) =0, on peut composer les DL et on
y—r

obtient

1 1 1 1/1 1 1 2 1/1 1 1 3
VIFI-1 (7 ) 3) 7(7 Loy 3) 7(7 Ly 3) 3
e + 59~ gV +—16y + 5 5Y~g¥ +—16y +6 Y v+ =y’ ) +o(y’)

27 8Y 16
11, 1.4 1, 14 1 [
Loy — v+ —v° + 2v® — —v* + =" +o(y?)

2778 16 8 16 48
1 1
- 14 .3 3
+ 5yt Y +o(y”)

Comme y =z —1on a
VE-1 1 1 3 3
e =l+-(z—-1)+ —=(x—-1)°4o((x —1)°)
2 48
et e e
VT —eeV' =+ Sl =1+ oo D3+ o((z — 1)%)
qui est le DL en 1 & l'ordre 3 de eV?.



