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Corrigé

Ce document propose une correction des exercices du devoir encadré.

Exercice 1. Soit a € R et F = (uy,ug,u3) la famille de vecteurs de R? ott u1 = (1,1,2), ug = (1,0a,2) et
uz = (1,a,a 4+ 2). On note E = vect(uy,us) et F = vect(us).

1. On cherche les valeurs du parametre a telles que dete(u, us, uz) # 0. Le calcul donne

1 1 1 1 1 0 11
dete(uy,ug,uz) =11 a a |=1]1 a 0l=a 1 ‘ =ala—1)
2 2 a+2 2 2 a

ou on a soustrait la seconde colonne a la troisieme, puis développé suivant la troisieme colonne.

On a donc detc(u1, u2, uz) = 0 si et seulement si a € {0, 1}, et F est une base de R3 si a € R\ {0,1}.

2. Premier cas: a = 0.
Comme u; = (1,1,2) et ug = (1,0, 2) sont non colinéaires, la famille (u1, uz2) est libre et dim(E) = 2.
Comme u3 = (1,0, 2) est non nul, on a dim(F) = 1.
Par ailleurs, uz = ug € E, donc F' = vect(ug) C Eet ENF = F. Doudim(ENF) =1 et
dim(E + F) = dim(E) + dim(F) — dim(EN F) = 2.
Deuxiéme cas: a = 1.
Comme us = (1,1,2) = uy, on a E = vect(uq) et dim(E) = 1 car uy # 0.
Par ailleurs, uz = (1,1, 3) # 0, donc dim(F') = 1.
On a alors F + F = vect(uy,u3) et dim(F + F) = 2 car uy et ug sont non colinéaires.
On a finalement dim(E N F) = dim(E) + dim(F) — dim(E + F) = 0.
3. O;l a E+F = vect(ug, ue, ug). Comme F est une base, elle est génératrice et E+F = vect(uy, ug, ug) =
RRS.
Par ailleurs, la famille F étant libre, la sous-famille (uy,us) est aussi libre et dim(E) = 2.
Comme u3 # 0, on a dim(F) = 1.
Finalement on obtient dim(E N F') = dim(E) + dim(F) — dim(E + F') =0, donc ENF = {0} et la

somme est directe.

4. Soit P la matrice de passage de C vers F. Les coordonnées de v dans la base F sont données par
x

P! |y ]. On calcule P~! par un algorithme de Gauss-Jordan. Comme on a supposé que F est
z



une base, on a a # 0 et a — 1 # 0, et on peut diviser par a et a — 1.
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et les coordonnées de v dans F sont
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Exercice 2. Soit f € L(R?) Papplication linéaire dont la matrice dans la base canonique est donnée par

2 1 3
A=[1 -2 -3
1 1 2
1. Soit (z,y,2) € R3. Les coordonnées de f(z,y,2) dans la base canonique de R?® sont données par
T —2x+y+ 32
Aly] = | —2y—3z |. Donc (z,y,2) € ker(f) si et seulement si (z,y,z) est solution du
z —z+y+2z
systeme
—2z+y+3z = 0
r—2y—3z = 0
—zrz+y+2z = 0
Un algorithme de Gauss donne
2 1 3 0 1 -2 -3 0
1 -2 -3 0 Leols, 2 1 3 0
-1 1 2 0 1 1 2 0
1 -2 -3 0
Lo« Lo+21L4 0 _3 _3 0
L3« Ls+L; O 1 1 0
1 -2 -3 0
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s o =3 =3 0
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0 O 0 O
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Lielat2le, 01 1 0
00 0 O



Le systeme s’écrit donc

(I
oo

T —z
y+z

ker(f) ={(z,—2,2) | z€e R} ={2(1,-1,1) | z € R} = vect((1,—1,1)).

et 'ensemble des solutions donne

. Onawu=(1,-1,1). On calcule le déterminant de la famille (u, v, w) dans la base canonique :

1 1 2 0 0 1
-1 -2 —1|=|-1 -2 —1|=
1 1 1 1 1 1

-1 -2
‘1 1':17&0

ol on a soustrait la derniere ligne a la premiere et développé suivant la premiere ligne. Ce
déterminant est non nul, donc (u,v,w) est une base.

Pour calculer la matrice de f dans cette base, il y a deux possibilités.

Premiére méthode. On note P la matrice de passage de la base canonique vers (u,v,w) et on
calcule P~1. La matrice de f dans la base (u,v,w) est alors P"*AP. On a

1 1 2
P=1-1 -2 -1
1 1 1
un algorithme de Gauss-Jordan donne
-1 1 3
Pl=(0 -1 -1
1 0 -1

et la matrice de f dans la base (u,v,w) est donc

0 0 0
B=P'AP=10 -1 0
0 0 -1

Seconde méthode. En utilisant la matrice de f dansla base canonique, on calcule f(u), f(v) et
f(w) et on détermine leurs coordonnées dans la base (u, v, w). Ici, on obtient

flw)=0=0.u+0.v+ 0.w
f(U) = (_]—7 27 _1) =—v=0u—1v+ 0w
fw)=(-2,1,-1) = —w=0u+0.v — L.w
0 0
Les coordonnées respectives de f(u), f(v) et f(w) dans la base (u,v,w) sont donc | 0 |, [ —1 | et
0 0
0
0 |, et la matrice de f dans cette base est donc
-1
0 O 0
B=|0 -1 0
0 0 -1

0 0 0 0 0 0
Bl =10 (-1)*+! 0 =10 -1 0 |=B
0 0 (1)t 0 0 -1

Comme f et f2"*! ont la méme matrice dans cette base, on a f = f27+1,



Exercice 3. Soit f € L(K™). Un scalaire A est une valeur propre de f s’il existe un vecteur u # 0 tel
que f(u) = Au.
1. On raisonne par double implication.

Supposons que A est valeur propre de f. Il existe donc un vecteur u # 0 tel que f(u) = Au et on a

(f = Aid)(u) = f(u) = Au=0

donc u € ker(f — Aid). Comme u # 0, on a ker(f — Aid) # {0}.
Supposons maintenant que ker(f — Aid) # {0}. Il existe donc u # 0 tel que (f — Aid)(u) =0. On a
alors f(u) — Au =0 et f(u) = Au. Comme u # 0, X est valeur propre de f.

2. D’apres la question précédente, A\ est valeur propre si et seulement si f — Aid n’est pas injective.
Comme f— Aid est un endomorphisme, elle est non-injective si et seulement si elle n’est pas bijective,
si et seulement si sa matrice est de déterminant nul.

La matrice de f — Aid est A — AI, donc A est valeur propre si et seulement si det(A — \I) = 0.

3. Comme (u,v) est une famille de deux vecteurs de R?, il suffit de montrer qu’elle est libre.

Soient « et 3 tels que au 4+ fv = 0. En prenant 'image par f on obtient
0= flau+ Bv) = af(u) + Bf(v) = alu+ Buw.

On a donc les deux équations
au+pv = 0
alu+fBuv = 0

En multipliant la premiere par A et en la soustrayant a la seconde on obtient
Blp—A)v=0.

Comme A # p et comme v # 0, on a 8 = 0. La premiere équation devient alors au = 0, et comme
u # 0, on a également o = 0.
On a donc a = B =0 et la famille (u,v) est libre. C’est donc une base de R2.

Comme
f(u) = u=Au+0v
f(v) = po = Ou+ pv

les coordonnées respectives de f(u) et f(v) dans la base (u,v) sont <8\> et <2> La matrice de f

G 2

dans la base (u,v) est donc



