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Exercice 1. On considére les six fonctions suivantes définies sur R’_’;_

A = @) =er, B =5, fi@) = fi@)= 00, fo@) =

1. Comparer ces fonctions en 400 et en 0

2. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer quelle(s) fonction(s) f; lui est (sont) équivalente(s) :

22+ V3 +1 2+ 3

gi(z) =Vr+e" —e T +5%,  gofz) = 3 T Ina QB(I):W-

Exercice 2. En utilisant (éventuellement) des équivalents, calculer les limites suivantes :

1. lim U=eose)G2e), 6. lim 1L,

2. xh%m% m(gl_in;? 7. iig%)(cosx)w%.

3. lim €5 8. lim YZLe=t,

4. nli}ﬂr_loo\/mln(l - @) 9. ig% %, pour tout a,b > 0.
5. lim @ +2-n@’+1) 10. lim 1=cesz

Tzt oo In(z+2)—In(z+1) * 250 (1—e®)2"
Exercice 3. Soient (uy,)nen €t (vn)nen deux suites réelles qui ne s’annulent pas & partir d’un certain rang.

1. At-on lim *= =1 siet seulement si lim (u, —v,) =07
n——4oo Yn n——+o00

2. Montrer que e"" ~, , €™ si et seulement si u,, — v, = o(1) en 4oc.

3. Trouver un exemple de suites (up)nen €t (U )nen pour lesquelles u,, ~4o v, mais pour lesquelles
il est faux que e"" ~ ;o €' .

Exercice 4. Soient (uy,),cn une suite réelle.

1. Montrer que si u, = o(n?) en 400 alors Vn2 + t, — N ~4 oo g
2. Montrer que si u, = o(y/n) en 00 alors (14 %2)" ~ e'n.

3. Pour tout p € N, montrer que si u, = o(n) en +0o alors (n + u, )P — (1 — up)P ~ oo 2pnP " uy,.

1Pour toutes remarques ou commentaires : philippe.castillon@umontpellier.fr



Exercice 5. Calculer les développements limités suivants :

1. vV1+sinz en 0, & lordre 3. 6. % en 1 & l'ordre 3.

2. {225, en 0, a lordre 4. 7. In(3e* + e %) en 0 & lordre 3.

3. m’ en 0, & I'ordre 4. 8. cos(Inx) en 1 et en e2, & l'ordre 3.
4. €% — (14 x)% en 0, & Pordre 2. 9. ””ii‘;ﬂ en 0, a l'ordre 5.

5. In(a+ ) en 0 & Vordre n, pour tout n € Net  10. /z, Inz et €* en a a ’ordre n, pour tout a > 0
tout a > 0. et tout n € N.

Exercice 6. Calculer les limites suivantes :

: 5 sh x— . In(sin )

1. lim cosztcosha—2 4. lim 5.
z—0 at z—% (m—2x)2

2. lim % — L. : 2cosx—ztanx
1 *—1 Inz 5. ili&) sin3 x .
. In(1+x)—sinz : tan z—x cos x

3. aljli)r(l) tanz—x 6. i% (tanz—x)sinz*

Exercice 7. En utilisant une formule de Taylor, montrer que pour tout € R on a

z? z? z? 2?2 2t 8
|cosx—1’§?, ‘cosx—(l—?) SZ et cosm—(l—g—i—z) SE'

En déduire un nombre rationnel qui soit une valeur approchée & 10~2 pres de cos 1.

Exercice 8. En utilisant une formule de Taylor, montrer que, pour tout n € N, il existe un polynéme P,
tel que

"

VeeR_  |e° — P(z)| < .

En déduire un nombre rationnel qui soit une valeur approchée & 10~2 pres de L.
e

Exercice 9. Montrer que chacune des fonctions suivantes se prolonge par continuité en 0. Si ce prolonge-
ment est dérivable, donner la position du graphe par rapport a sa tangente au voisinage de 0.

In(cos x) 9.

sinx

In(1+4x)

e?—1

1. v — T —

Exercice 10. Montrer que les fonctions suivantes possedent une asymptote en +oo et étudier la position
relative de leur graphe par rapport a cette asymptote :

x

z—1 2. x+—
l.x—=x g ltew

Exercice 11 (extrait d'un sujet d’examen, 2016 session 1). Soit f : R — R définie par
cos(2z)—1 . 0
) = z(e®—1) St ;é
/(@) { -2 siz=0
1. Montrer que f est continue sur R.
2. On s’intéresse a la dérivabilité de f en 0.

(a) Donner les développements limités en 0 & lordre 4 de x +— cos(2z) — 1 et = — z(e® — 1).
(b) En déduire le développement limité de f en 0 a 'ordre 2.

(¢) Montrer que f est dérivable en 0, donner 1’équation de sa tangente et la position de son graphe
par rapport a la tangente au voisinage de 0.



Pour s’entrainer

Exercice 12. En utilisant (éventuellement) des équivalents, calculer les limites suivantes :

. . In(si
1. }}grritan(%)tan(wx). 3. zlgng 11(2;2”2”;
2. lim n(eV™H—m 1), 4. lim (3(2)% —2(3)w)™.
n—-+oo n—-+oo
Exercice 13. Calculer les développements limités suivants :
1. e”cosz en 0, a l'ordre 3. 3. (1+ x)lﬁ en 0, a I'ordre 3.
2. eV® en 1, & lordre 3. 4. In(sinz) en 7, a l'ordre 4.
Exercice 14. Calculer les limites suivantes :
. a2 _ . In(2z%-1)
1. }g%ew# 3. alcl_>ml ;n(zi_l)
1
. (143z)3 —1—sinx . 1 1
2. }/,li)% cosz—1 4. i% sinz ~ sinh?z°

Exercice 15. Calculer les cing premieres dérivées en 0 de la fonction x — (In(1 + z))2.

Exercice 16. En utilisant une formule de Taylor, trouver un polynéme P tels que

. |z[°
Vo € R smx—P(m)‘gﬁ.

En déduire un rationnel qui soit une valeur approchée & 1072 pres de sin 1.

Exercice 17. En utilisant une formule de Taylor, montrer que, pour tout n € N, il existe un polynoéme
P, tel que
VeeRy |In(l+4+2)—P,(z) < —
n
En déduire un nombre rationnel qui soit une valeur approchée & 10~2 pres de In 2.

Exercice 18. Montrer que chacune des fonctions suivantes se prolonge par continuité en 0. Si ce pro-
longement est dérivable, donner la position du graphe par rapport a sa tangente au voisinage de 0.

12— 2 2. 2 (coshx)r

sinh x

Exercice 19. Montrer que les fonctions suivantes possédent une asymptote en oo et étudier la position
relative de leur graphe par rapport a cette asymptote :

1.z (z+1)ex 2.z In(e** —e” +1)



Exercice 20 (extrait d’'un sujet d’examen, 2016 session 2). Soit f: [~3,+00) — R définie par

flz) = xeait?z siz#0
% six=0

1. Montrer que f est continue sur son domaine de définition et calculer sa limite en 4oc0.
2. On s’intéresse a la dérivabilité de f en 0.
(a) Donner les développements limités en 0 & 'ordre 2 de z — /1 + 2z et x — ' —.
(b) En déduire le développement limité de f en 0 a 'ordre 2.

(¢) Montrer que f est dérivable en 0, donner 1’équation de sa tangente et la position de son graphe
par rapport a la tangente au voisinage de 0.

Exercice 21 (extrait d’un sujet d’examen, 2017 session 1). Soit f : [-1, +00) — R définie par

2
sin(2z)+/14+2z .
flo) = { T sl #£0

e?—1

2 siz=0
1. Montrer que f est continue sur son domaine de définition et calculer sa limite en +oo.

2. On s’intéresse a la dérivabilité de f en 0.

(a) Donner le développement limité en 0 & lordre 2 de x — /1 + 2.
(b
(c

(d) Montrer que f est dérivable en 0, donner 1’équation de sa tangente et la position de son graphe
par rapport a la tangente au voisinage de 0.

sin(2x)

Calculer le développement limité en 0 a l'ordre 2 de x +— =77~

En déduire le développement limité de f en 0 a 'ordre 2.

)
)
)
)

Exercice 22 (extrait d’'un sujet d’examen, 2017 session 2). Soit f :]0,+00) — R définie par

@) :{ e ez

5 siz=1
1. Montrer que f est continue sur son domaine de définition et calculer ses limites en 0 et +oo.
2. On s’intéresse a la dérivabilité de f en 1.

(a) Donner le développement limité en 0 & Pordre 2 des fonctions u(y) = 1+ y, v(y) = W
_ 1
et wy) = 715
(b) Calculer le développement limité de f en 1 a 'ordre 2.
¢) Montrer que f est dérivable en 1, donner I’équation de sa tangente et la position de son graphe
(c) q ; q g p grap
par rapport a la tangente au voisinage de 1.



Développements limités a connaitre

e’ = k_ole+o(:c”)—1+x+x+~~~+n!+o(m”)
n k 2 3 n
o k+117 ny __ z z n+1z n
In(l1+z) = ;(—1) T o) =r— o+ (C)T s 4 o@)
n k-1 xk 1’2 "
1+z)* = kgo(jl:[()(a—j))HJro(x”):1+0¢x+a(o¢71)3+~'+oz(ozf1)...(o¢fn+1)m+0(x”)
n p2k+1 o R— 22+l
: _ -1 k 2n+1y _ . 7 —1)" 2n+1
S kzzo( R A ey S U R S o g s RGN
n 2k 2 4 2n
x ¢ x
3 = —lk 2n =1- — R e iy [ L 2n
cos x ;0( ) (2k)!+0(x ) g ottt (=D (2n)!+o(x )
n g2kt A p2nt1
inh _ 2n+1 — i Bt o 2n+1
sinh x kZ_O(QkJrl)!—i_o(x )=z + G +120+ +(2n+1)!+0(x )
n g2k - 220
h == 2n = ]_ _— —_ 2n
coShe ;_()(2k)!+0(x R T R o RGN
En particulier, le troisieme DL de cette liste donne, pour o = —1,
1 n
T 2 = Z(—l)kxk—i—o(x") =l-a+2? -2+ - +(=1)"z" + o(z")
k=0
1 n
T—s = Zkaro(:E”):1+x+x2+x3+~~+x”+0(:ﬂ")
k=0



