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Exercice 1. Les applications suivantes sont-elles linéaires 7 Si c’est le cas, déterminer le noyau et I'image.
1. f:C3? — C définie par f(z,y,2) =iz — (3 —i)y + 2 — 2i ;
2. f:R3 = R? définie par f(z,y,2) = (r+y+2z,2+2y — 2,20 —y+2) ;
3. f:C? — C? définie par f(x,y) = (2% — 22+ y,2y) ;

Exercice 2. Calculer le rang des applications linéaires suivantes et déterminer si elles sont injectives et/ou
surjectives.

1. f:R? — R? définie par f(z,y) = 2z +y,27 — y, 2 + y).
2. f:C? — C* définie par f(z,y) = (v —y,x + iy, (2 + i)z + y, 3iz + 7).

3. f:R3 — R3 définie par f(z,y,2) = (2x+my — 2,22 + 2y, x — 22) (discuter suivant la valeur de m).

Exercice 3. Justifier qu'il existe une unique application linéaire f € L(R?,R?) telle que f(1,0,1) = (1,2),
f(1,1,1) = (0,2) et f(0,2,1) = (2,—1). Exprimer f(x,y,z) pour tout (z,y,z) € R? et déterminer le
noyau et 'image de f.

Exercice 4. On considére une application linéaire f € L(K") et on se demande si son noyau et son image
peuvent étre égaux.

1. Montrer que im(f) C ker(f) si et seulement si f o f = 0.

2. On suppose que n est impair. Montrer qu’on a nécessairement im(f) # ker(f).

n

3. On suppose que n est pair. Montrer que im(f) = ker(f) si et seulement si fo f =0 et rg(f) = 5.

Exercice 5. On consideére une base A = (uy,ug,u3) de R3 et f € £(R3) dont la matrice dans la base A
est donnée par

0 1 1
M=10 10
-1 1 2
Par ailleurs, on note v1 = w1 + u3, v9 = uq + ug et v3 = ug + ug + ugz.
1. Montrer que B = (vy, v, v3) est une base de R? et déterminer la matrice de f dans B.

2. En utilisant ce qui précede, calculer M™ pour tout n € N.

Exercice 6. On considere la famille A = (u1,u2,u3) de R3 ot u; = (2,3,1), uz = (3,4,1) et uz = (1,2,2).
On note E = vect(uy) et F' = vect(ug, ug).

1. Montrer que A est une base et que E et F sont supplémentaires dans R?.
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2. On note p : R? = R3 la projection sur F parallelement & E. Ecrire la matrice de p dans la base A
et en déduire sa matrice dans la base canonique.

Exercice 7. Soit f : R? — R3 l'application linéaire définie par

T
J@9,2) = (=0 +22,-20 +y +35,5 — )

1. Donner la matrice de f dans la base canonique de R3. L’application f est-elle un isomorphisme?
2. Calculer le rang de f. A-t-on ker(f) @ im(f) = R3 ?

3. Soient v; = (0,—1,1), v2 = (2,2,1) et v3 = (2,1,1). Montrer que la famille B = (v1,v2,v3) est une
base. Donner la matrice de f dans B. Pour tout (z,y,2) € R3, calculer f5(x,v, 2).

Exercice 8. Soit a € R et soit f : R — R? 'application linéaire dont la matrice dans la base canonique
est donnée par

2 1 2—a
A=|a—-2 a—-1 a—-2
-1 -1 a—1

1. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles I'application linéaire f est un isomorphisme.

2. Soient v; = (1,0,—-1), v2 = (1,—1,0) et v3 = (—1,1,1). Montrer que la famille B = (v, v, v3) est
une base et donner la matrice de f dans la base B.

3. On suppose que a = 1. Déterminer, pour tout n € N, la matrice de ¢™ dans la base canonique.
Déterminer le rang de ¢. A-t-on ker(¢) @ im(¢) = R ?

Pour s’entrainer

Exercice 9. Calculer le rang des applications linéaires suivantes et déterminer si elles sont injectives et/ou
surjectives.

1. f:R* — R? définie par f(z,y,2,t) = (x + 2y + 1,20 +y + 3z + t,22 + 4y + 2t).
2. f:C3 — C? définie par f(z,y,2) = (v + iz, —iy + 22,02 +y + 2i2).

Exercice 10. On consideére une base A = (ug,ug,u3) de R? et f € L(R?) dont la matrice dans la base A
est donnée par
1 0
M=1[(0 1
1

— =N

-1
Par ailleurs, on note v1 = 2uy + ug — ug, v9 = uy + ug et vg = 2uy + ug + ug.
1. Montrer que B = (v, v, v3) est une base de R? et déterminer la matrice de f dans B.

2. En utilisant ce qui précede, calculer M™ pour tout n € N.

Exercice 11 (extrait d’'un CC, 2017). Soit f : R? — R? l’application linéaire dont la matrice dans la
base canonique est donnée par

2 1 -1
A=(1 2 -1
11 0

1. Montrer que E = {(z,y,2) € R® | f(z,y,2) = 2(x,y,2)} est un sous-espace vectoriel de R* de
dimension 1, et montrer que E = vect(u) ot uq = (1,1,1).

[\



2. Soit F = {(x,y,2) € R® | x + y — 2 = 0}. Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires de R®. Déterminer I'image du vecteur (1,2, 1) par la projection sur E parallélement
aF.

3. Donner deux vecteurs ug et ug tels que (ug,us) soit une base de F. Montrer que (uy,us,us) est
une base de R? et donner la matrice de f dans cette base.

4. Pour tout n € N, déterminer la matrice de f™ dans la base canonique.

Exercice 12 (extrait d’'un sujet d’examen, 2015 session 2). Soit f : R® — R? l'application linéaire
définie par
flz,y,2) =(—bax+4y—3z, —de+3y—2z, 20 —2y+2z2)

1. Donner la matrice A de f dans la base canonique de R3. L’application f est-elle un isomorphisme?
Calculer son rang.

2. A-t-on ker(f) @ im(f) =R3?

3. Soient u; = (1,0,—-2), us = (1,1,0) et ug = (1,2,1). Montrer que la famille B = (uy,us,us) est
une base.

4. Donner la matrice de f dans B. Pour tout (z,y,2) € R3, calculer f3(x,y, 2).

Exercice 13 (extrait d’un sujet d’examen, 2016 session 1). Soient f,g € £(K") deux endomorphismes.
1. Montrer que g o f = 0 si et seulement si im(f) C ker(g).

2. On suppose que g o f = 0. Montrer que

rg(f) +rg(g) < n < dim(ker(f)) + dim(ker(g)).

3. Soit f € £(C3) définie par
flz,y,2) = (x +iy + 3iz, iz + y + 2,3z — iy + i2)

(a) Déterminer ker(f) et im(f).
(b) A-t-on fof=07?

Exercice 14 (extrait d’un sujet d’examen, 2016 session 1). On note C la base canonique de R?, et
up = (—1,0,2), ug = (—2,1,4).
On considere E et F, deux sous-espaces vectoriels de R? définis par

E =vect(u,uz) et F={(2,4,2)€R®| —z+y+z=0etx+2z=0}
1. Montrer que F est de dimension 1 et déterminer un vecteur uz € R3 tel que F = vect(ug3).

2. Montrer que la famille B = (uj, ug, us3) est une base et donner la matrice de passage de C vers B.
Siv = (x,y,2) € R, donner ses coordonnées dans la base B.

3. Montrer que F et F' sont supplémentaires.

4. On note f la projection sur E parallelement & F. Donner f(u1), f(u2), f(us) et écrire la matrice
A de f dans la base B.

5. Déduire de ce qui précede la matrice de f dans la base canonique.

Exercice 15 (extrait d’un sujet d’examen, 2016 session 2). On considere R® muni de sa base canonique
C, et on note f : R® — R? Iapplication linéaire définie, pour tout (x,y,z) € R? par

f(xayaz):(2x+5y+321—$—2y—279€+y)

Par ailleurs, on note u; = (1,—1,1), ue = (2,—1,1) et ug = (—1,0,1).



. Déterminer ker(f) et im(f). A-t-on ker(f) @ im(f) =R3 ?

Montrer que la famille F = (u1, us, u3) est une base et donner la matrice de passage de C vers F.
Si v = (z,y,2) € R, donner ses coordonnées dans la base F.

On note M = Matc(f) la matrice de f dans C, et N = Matz(f) sa matrice dans F. Déterminer
M et N.

Montrer que pour tout k € N on a f2++! = f.

On considere deux autres applications linéaires : g : R® — R? définie par g(z,y, 2) = (v+2y+z,y+2)
et h: R? — R3 définie par h(z,y) = rus + yus.

(a) On note B la base canonique de R?. Déterminer Matc g(h) et Matg ¢(g). En déduire Matg(go
foh).

(b) Calculer g(uz) et g(us) et retrouver le résultat de la question précédente.

Exercice 16 (extrait d’'un sujet d’examen, 2017 session 1). Soit a € R et soit f : R?* — R3 I’application
linéaire dont la matrice dans la base canonique est donnée par

a—2 —a+5 —a—+3
A= -1 a-+2 1
1 —a—1 0

. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles ’application linéaire f est un isomorphisme.

Soient v1 = (1,0,1), va = (2,1,—1) et v3 = (1,1,—1). Montrer que la famille B = (v1, va, v3) est
une base de R3.

Donner la matrice de f dans la base B5.
On suppose que a = 0. Montrer que pour tout k € N on a f2#+! = f.

On suppose maintenant que a = 1. Montrer que f est la projection sur E parallelement a F', ou FE
et F' sont des sous-espaces vectoriels que 1’on précisera.

Exercice 17 (extrait d’un sujet d’examen, 2017 session 2). On considere R® muni de sa base canonique
C, et on note f : R® — R? Iapplication linéaire définie, pour tout (x,y,z) € R? par

flz,y,2) = (4o —2y+ 2,40 — 2y + 22, —dx + 2y + 2)

Par ailleurs, on note u; = (1,2,0), us = (0,1,2) et uz = (1,2,1).

1.

2.

Déterminer ker(f) et im(f). A-t-on ker(f) @ im(f) =R3 ?

Montrer que la famille F = (u1, us, u3) est une base et donner la matrice de passage de C vers F.
Si v = (z,y,2) € R3, donner ses coordonnées dans la base F.

On note M = Mat¢(f) la matrice de f dans C, et N = Matx(f) sa matrice dans F. Déterminer
M et N.

Pour tout k € N, déterminer les matrices de f* dans les bases F et C.

On considere deux autres applications linéaires : g : R — R? définie par g(z,y, 2) = (v+y—2z,2+2)
et h: R? — R? définie par h(z,y) = zus + yus.

(a) On note B la base canonique de R?. Déterminer Matc g(h) et Matg ¢(g). En déduire Matg(go
foh).

(b) Calculer g(usg) et g(usz) et retrouver le résultat de la question précédente.



