Université de Montpellier - Faculté des Sciences

QY
Année Universitaire 2017-2018 TS

FACULTE DES SCIENCES
ONTPELLIER

HLMA206

Chapitre 2 : Sous-Espaces Vectoriels de K"
Philippe Castillon !

Exercice 1. Dans chacun des cas suivants, I’ensemble considéré est-il un sous-espace vectoriel?

1. By ={(x1,..,zn) € K" | Zxk =—1}sev. de K" ?
k=1

2. By ={(z1,..,2z,) € K" | Z(—Q)kxk =0} s.e.v. de K™ ?
k=1

3. By ={(x,y) e R? | 22 —y?> =0} s.e.v. de R? ?
4. By ={(2,y) € C? | v +iT — '3y = 0} s.e.v. de C? ?
5. Es = {(z,y) € C? | |z| + |y| <2} s.e.v. de C? ?

Exercice 2. Soient E et F' des sous-espaces vectoriels de K™. Dans chacun des cas suivants, déterminer
une famille de vecteurs qui engendre E N F'; et écrire £ N F sous forme cartésienne et paramétrique.

1. E={(z,y,2) |ix+2y —iz=0} et F = {(z,y,2) | 2o+ (1 +14)y — 2 = 0}, s.e.v. de C3.

2. E={(x,y,2,t) |z —y—2+t=0}et F={(n,y,2,t) | 2 +2y+2z—t=0}, sev. de RL

Exercice 3. Soient E et F' des sous-espaces vectoriels de K™, et soient F et G des parties génératrices de
E et F. Montrer que F UG est génératrice de F + G.

Exercice 4. Soient E et F' les deux sous-espaces vectoriels de K™. Dans chacun des cas suivants,
déterminer E + F et préciser si la somme est directe.

1. E={(t,0,t) |t € R} et F = {(x,y,2) |  — 2y + z = 0}, sous-espaces vectoriels de R>.

2. E={(it,it,t) | t € C} et F = {(2,9,2) | * — 2y + iz = 0}, sous-espaces vectoriels de C3.

Exercice 5. Parmi les familles de vecteurs suivantes, déterminer celles qui sont libres, génératrices.

1. (u,v) dans C? avec u = (1,i), v = (1 +1i,1 —1)

2. (u,v) dans R? avec u = (1,2,3), v = (—1,4,6).

3. (u,v,w) dans C? avec u = (1,4,7), v = (1 —i,—1,i) et w = (1 +14,1 + 24,1).

4. (u,v,w) dans R® avec u = (1,—-1,0), v = (2,—1,2) et w = (1,0, a) (discuter suivant la valeur de a).
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Exercice 6. Soit I un ensemble fini et (u;);c; une famille libre de K. Montrer que toute sous-famille est
libre : pour tout K C I, (u;);cx est libre.

On considere dans R3 les vecteurs u = (1,1,0), v = (4,1,4) et w = (2, —1,4). Montrer que les familles
(u,v), (v,w) et (w,u) sont libres. La famille (u, v, w) est-elle libre?

Exercice 7. Dans chacun des cas suivants, donner une base des sous espaces F et F' et déterminer F + F'.
Cette somme est-elle directe 7

1. Dans R, E = {(z,y,2) €R® |2 —y —22=0} et F = {(z,y,2) ER3 |z =2y =2+ 2}

2. Dans C3, E = {(z,y,2) € C3 | iz — (1+1i)y+2iz =0} et F = {(x,y,2) € C3 | 2 —2iy+(1—i)z = 0}

Exercice 8. Dans R*, soient u; = (1,0,1,0), us = (0,1,—1,0), ug = (1,1,1,1), v1 = (0,0,1,0), vy =
(1,1,0,—1), et soient E = vect(uy,us,us) et F = vect(vy,ve). Déterminer les dimensions de F, F, E+ F
et ENF.

Exercice 9. Soient a € R et u; = (a +2,a,a — 2), us = (1,a,—1), uz = (a, —a, 1) trois vecteurs de R3.
Déterminer pour quelles valeurs de a la famille F = (uy, uz, u3) est une base de R3. Si F n’est pas une
base, déterminer la dimension de vect(F).

Exercice 10. Soit B = (uq,...,u,) une base de K". Les familles suivantes sont-elles des bases de K™ ?
1. F=(u1 —ug,Ug —Usy ..oy U — Ukply.royUp1 — Up, Uy — UL)
2. G = (up +ug,Ug + U3y, Up + Ukg 1,5 Un_1 + Up, Up + Up)

Exercice 11. Dans chacun des cas suivants, montrer que la famille A4 = (ug, ug, us) est une base, écrire
la matrice de passage de la base canonique C vers A et déterminer les coordonnées de v dans la base A.

1. Dans R?, uy = (0,1,1), uz = (1,0,1), ug = (1,1,0) et v = (1,2, 3).
2. Dans C3, uy = (1,—1,i), us = (—=1,4,1), ug = (i,1,—1) et v = (1 + 4,1 — i,4).

Exercice 12. Soient u; = (2,3, 1), ug = (1, —1,-2), v; = (3,7,0) et v2 = (5,0, —7) des vecteurs de R?,
et soient E = vect(uy,us), F = vect(vy,v2). Montrer que E = F, que A = (u1,us2) et B = (v1,v) sont
des bases de ce sous-espace et écrire la matrice de passage de A vers B.

Exercice 13. Soient A = (uy,u2,u3) et B = (v1,v2,v3) deux familles de R3 ot uy = (1,—1,3), ug =
(0,—1,5), uzg = (—2,0,3) et v1 = (0,2,1), vo = (1,—1,0), v3 = (1,2,1). Vérifier que les familles A et B

sont des bases, écrire les matrices de passage de la base canonique vers A et B et en déduire la matrice
de passage de A vers B.

Pour s’entrainer

Exercice 14. Dans chacun des cas suivants, ’ensemble considéré est-il un sous-espace vectoriel 7

1. By ={(z,y) eR? |2 >0 et y <0} s.e.v. de R? ?

2. By ={(z,y) e R? | 22 +y* <3} s.e.v. de R* ?

3. B3 ={(z,y) €C? | 22 + y?> =0} s.e.v. de C* ?

4. By ={(x,y,2) €C?® | 2 -2y +iz =0} s.e.v. de C3 ?

5. Es ={(z,y,2) € C? |  +ixj — 222 = 0} s.e.v. de C3 ?



Exercice 15. Soient E et F les deux sous-espaces vectoriels de K™ Dans chacun des cas suivants,
déterminer FE + F et préciser si la somme est directe.

1. E={(t,—t,t) |t e R} et FF ={(z,y,2) | 2x +y — z = 0}, sous-espaces vectoriels de R3.

2. E ={(2t,—2it,it) |t € C} et F = {(x,y,2) | (1 +14)z —iy+ 2z = 0}, sous-espaces vectoriels de C3.

Exercice 16. Soient E et F' des sous-espaces vectoriels de K”. Dans chacun des cas suivants, déterminer
une famille de vecteurs qui engendre E N F'.

1. E={(z,y,2) | iz —2=0} et F ={(z,y,2) | 22 — (1 + 2i)y + (1 + i)z = 0}, s.e.v. de C3,
2. E={(x,y,2,t) |3z =2y +t =0} et F = {(x,y,2,t) | 2v +y + 2z —t =0}, s.e.v. de R™%.

Exercice 17. Parmi les familles de vecteurs suivantes, déterminer celles qui sont libres, génératrices.

1. (u,v) dans C? avec u = (1 +1,i), v = (2,1 + ).

2. (u,v,w) dans R® avec u = (1,2,—1), v = (1,0,1) et w = (—1,2,-3).

3. (u,v,w) dans C3 avec u = (1,—1,i), v = (=1,i,1) et w = (3,1, —1).

4. (u,v,w) dans R? avec u = (1,0,t), v = (1,1,¢) et w = (¢,0,1) (discuter suivant la valeur de t).
5. (u,v,w,z) dans R* avec u = (1,2,3,4), v = (5,6,7,8), w = (9,10,11,12) et z = (13, 14,15, 16).

Exercice 18. Dans chacun des cas suivants, donner une base des sous espaces F et F et déterminer
E + F. Cette somme est-elle directe 7

1. Dans R3, E = {(z,y,2) € R® | =2y + 2 =0} et F = {(z,9,2) € R? | 22 — y + 22 = 0}

2. Dans C3, E = {(2,9,2) € C® | a+ (1 +i)y+(1—i)z =0} et F = {(z,y,2) € C3 |iz+y =iy+2z=
iz+a}

3. Dans R*, E = {(a,b,c,d) € R* | b—2c+d=0}et F ={(a,b,c,d) eR* | a=d et b=2c}

Exercice 19. Dans R%, soient u; = (1,2,3,4), ug = (1,1,1,3), uz = (2,1,1,1), v; = (=1,0,-1,2),
vy = (2,3,0,1), et solent E = vect(u, us,u3) et F = vect(vy,v2). Déterminer les dimensions de E, F,
E+Fet ENF.

Exercice 20. Soit H un hyperplan de K" et soit E un sous-espace vectoriel de K”. Que peut-on dire de
la dimension de H N E si E est un sous-espace vectoriel qui n’est pas inclus dans H 7

Exercice 21. Soit C = (ey,ea,e3,¢e4) la base canonique de R* et soient E = vect(er,es + e3 + e4),
F = vect(ea,e1 +e3 +eq), G = vect(es,e1 + ea + eq) et H = vect(eq, €1 + €2 + e3).
Quelles sont les dimensions de ces sous-espaces vectoriels ? Déterminer ENF NG N H.

Exercice 22. Dans chacun des cas suivants, montrer que la famille A = (uy, ug, u3) est une base, écrire
la matrice de passage de la base canonique C vers A et déterminer les coordonnées de v dans la base A.

1. Dans R?, uy = (1,0,1), us = (1,1,1), ug = (0,2,1) et v = (—1,2,1).
2. Dans C?, uy = (1 — 4,4, 1 +1i), ug = (=1,1,3), ug = (1 —4,4,i) et v = (1 +i,2,1).



Exercice 23. Soient A = (uj,us,u3) et B = (v1,v2,v3) deux familles de R ou u; = (2,0,1), uy =
(1,-1,3), uzg = (=7,—-2,1) et v7 = (=3,-1,1), v2 = (=3,0,5), v3 = (4,5, —2). Vérifier que les familles
A et B sont des bases, écrire les matrices de passage de la base canonique vers A et B et en déduire la
matrice de passage de A vers B.

Exercice 24 (extrait d’'un CC, 2016). Soit a € R et F = (uy,uz,u3) la famille de vecteurs de R3 ou
up = (1,1,2), ug = (1,a,2) et ug = (1,a,a + 2). On note E = vect(uy, uz) et F' = vect(us).
1. Déterminer les valeurs du parametre a pour lesquelles F est une base de R3.

2. Dans les cas ol F n’est pas une base, déterminer les dimensions de E, F', E+ F et ENF.

3. Dans ce qui suit, on suppose que F est une base. Montrer que E et F' sont supplémentaires dans
R3.

4. Donner la matrice de passage de la base canonique C vers F. Si v = (z,y,2) € R3, donner ses
coordonnées dans la base F.

Exercice 25 (extrait d’examen, 2016 session 1). On note C la base canonique de R3, et u; = (—1,0,2),
Ug = (—2, 1,4).
On consideére E et F, deux sous-espaces vectoriels de R? définis par

E =vect(ui,us) et F={(z,9,2)€R®| —z+y+2z=0etx+2z=0}
1. Montrer que F est de dimension 1 et déterminer un vecteur uz € R3 tel que F = vect(ug3).

2. Montrer que la famille B = (u1, u2,us) est une base et donner la matrice de passage de C vers B.
Siv = (z,y,2) € R donner ses coordonnées dans la base B.

3. Montrer que F et F' sont supplémentaires.

Exercice 26 (extrait d’examen, 2017 session 2). Soit B = (u1,...,u,) une base de C". Etant donné
un nombre complexe a € C fixé, on consideére la famille F = (vy,...,v,) ol
V1 = U1 —auz, V2 =Uz —auz, ..., Up—1 =Up—-1 — AQUp, VUp = Uy — alU]

1. Pour n = 2 et n = 3, déterminer les valeurs de a pour lesquelles F est une base.
2. Pour un entier n quelconque, calculer detg(vy,...,vy,).

3. En déduire les valeurs de a pour lesquelles F n’est pas une base de C™.



