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HAX912X - Modèles linéaires généralisés

Examen final

Durée 2h - Sans document - 27 octobre 2021

Exercice 1 (4 pts)

Soit Y une variable de comptage correspondant au nombre de buts marqués à domicile par des équipes
de football et x la cote de la victoire de l’équipe jouant à domicile. Les observations sont représentées
dans le graphe ci-dessous.
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Proposer un modèle linéaire généralisé permettant de prédire Y en fonction de x.

Exercice 2 (4 pts)

1) (1 pt) Expliquer l’objectif d’une modélisation log-linéaire graphique ?

2) (1 pt) Représenter le modèle log-linéaire graphique associé à l’équation suivante

x1 ∗ x2 ∗ x3 + x1 ∗ x4 + x4 ∗ x5 .

Donner deux relations d’indépendance conditionnelle entre les variables qui le composent.

3) (2 pts) Nous considérons 100 réalisations suivant deux variables qualitatives ayant chacune deux
modalités. Donner la vraisemblance associée au modèle log-linéaire graphique poissonien d’indépendance.
Montrer qu’il s’agit bien d’un modèle linéaire généralisé.

Exercice 3 (6 pts)

Décrire et commenter les résultats obtenus à l’aide du code Python ci-dessous.

import numpy as np

import sklearn.linear_model as lm

from sklearn.preprocessing import PolynomialFeatures

import sklearn.metrics as metrics

from math import sqrt
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import matplotlib.pyplot as plt

data = np.loadtxt("data.txt")

data.shape

# Out[]: (20, 2)

X_train = data[:,0].reshape(len(data),1)

Y_train = data[:,1].reshape(len(data),1)

model1 = lm.LinearRegression(normalize=True)

model1.fit(X_train, Y_train)

X = np.linspace(0,130,num=30).reshape(30,1)

Y_pred1 = model1.predict(X)

poly = PolynomialFeatures(degree=8,include_bias=False)

X_train_new = poly.fit_transform(X_train)

model2 = lm.LinearRegression(normalize=True)

model2.fit(X_train_new,Y_train)

X_new = poly.fit_transform(X)

Y_pred2 = model2.predict(X_new)

plt.figure(figsize=(10,6))

plt.plot(X_train, Y_train,’o’)

plt.plot(X, Y_pred1, ’-g’)

plt.plot(X, Y_pred2, ’-b’)

plt.xlim(0, 130)

plt.ylim(-10, 100)

plt.grid()

sqrt(metrics.mean_squared_error(Y_train,model1.predict(X_train)))

# Out[]: 6.997902295162095

sqrt(metrics.mean_squared_error(Y_train,model2.predict(X_train_new)))

# Out[]: 4.780839743089144
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from sklearn.model_selection import cross_val_score

-cross_val_score(model1, X_train, Y_train, cv = 20,

scoring =’neg_root_mean_squared_error’).mean()

# Out[]: 6.774129056767689

-cross_val_score(model2, X_train_new, Y_train, cv = 20,

scoring =’neg_root_mean_squared_error’).mean()

# Out[]: 19.446094299067326

from sklearn.model_selection import GridSearchCV

parameters = {’alpha’:np.linspace(0,1,num=101)}

model3 = GridSearchCV(lm.Ridge(normalize=True), parameters,

scoring=’neg_root_mean_squared_error’,cv=20)

model3.fit(X_train_new,Y_train)

model3.best_params_

# Out[]: {’alpha’: 0.03}

model3 = model3.best_estimator_

sqrt(metrics.mean_squared_error(Y_train,model3.predict(X_train_new)))

# Out[]: 6.224898455388499

-cross_val_score(model3, X_train_new, Y_train, cv = 20,

scoring =’neg_root_mean_squared_error’).mean()

# Out[]: 5.659471737238336

Exercice 4 (4 pts)

On considère un n-échantillons (Y1, x1), . . . , (Yn, xn) du couple (Y, x) où Y est une variable aléatoire à
valeurs dans {0, 1} et x est une variable fixée. On suppose qu’il existe une variable latente Y ∗

i telle que
Y ∗
i |xi ∼ L(a+ bxi) et

Yi =

{
1 si Y ∗

i > 0
0 si Y ∗

i ≤ 0
.

L(µ) est la loi de Laplace de moyenne µ ayant pour densité

f(y;µ) =
1

2
exp(−|y − µ|) .

1 (2 pts) Montrer qu’il s’agit d’un modèle linéaire généralisée.

2 (2 pts) Donner les équations de vraisemblance.

Exercice 5 (2 pts)

On considère le modèle de régression suivant, pour tout i = 1, . . . , n

Yi = θxi + Ui

avec E(Ui) = 0, V(Ui) = σ2
i , C(Ui, Uj) = 0 si i 6= j, xi et θ des réels. Donner l’expression de l’estimateur

des moindres carrés généralisés de θ.
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