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Exercice 1 (4 pts)

1) (1 pt) Donner un exemple de modèle log-linéaire hiérarchique qui n’est pas un
modèle log-linéaire graphique.

2) (1 pt) Représenter le modèle log-linéaire graphique associé à l’équation suivante

x1 ∗ x2 ∗ x3 + x1 ∗ x4 + x4 ∗ x5 ∗ x6 + x7 .

Donner deux relations d’indépendance conditionnelle entre les variables qui le composent.

3) (2 pts) Nous considérons 100 réalisations suivant deux variables qualitatives ayant
chacune deux modalités. Donner la vraisemblance associée au modèle log-linéaire gra-
phique poissonien d’indépendance. Montrer qu’il s’agit bien d’un modèle linéaire généra-
lisé.

Exercice 2 (8 pts)

On considère la variable aléatoire X admettant la densité de probabilité suivante :

fX(x; k) =
(2k + 1)!Φ(x)kΦ(−x)k

(k!)2
√

2π exp (x2/2)
(1)

où k ≥ 1 est un entier et Φ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

1 (2 pts) Montrer Φ(x)Φ(−x) ≤ 1/4.

2 (4 pts) Proposer une méthode de simulation suivant (1). Discuter de l’efficacité de
l’algorithme proposé.

3 (2 pts) On peut montrer que la loi de probabilité associée à la densité (1) correspond
à la distribution de la médiane d’un échantillon de n = 2k + 1 variables gaussiennes
centrées réduites. On admet ce résultat. Donner alors un code R permettant de vérifier la
validité de l’algorithme proposé dans la question précédente.
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Exercice 3 (4 pts)

On souhaite estimer
I = EN (0,1)

(√
2 + sin(X)

)
.

1 (2 pts) Proposer un estimer În de I basé sur la méthode de Monte-Carlo standard.

2 (2 pts) En utilisant l’inégalité de Bienaymé-Chebyshev, déterminer le nombre de
simulation nécessaire pour que l’erreur relative de În soit inférieure à 1% avec une pro-
babilité supérieure ou égale à 99%.

Exercice 4 (4 pts)

On considère n variables aléatoires indépendantes y1, . . . , yn telles que yi est distribué
suivant la loi ci-dessous de paramètre (πi)

f(yi; πi) = π(1− π)yi1N(yi) .

1 (1 pt) Montrer que cette loi appartient à la famille exponentielle.

2 (1 pt) Calculer E(yi) et V(yi).

Pour tout i = 1, . . . , n, on suppose que log (πi/(1− πi)) = β1 + β2xi.

3 (1 pt) Montrer qu’il s’agit d’un modèle linéaire généralisé. La fonction de lien cano-
nique a-t-elle été utilisée ?

4 (1 pt) Donner la log-vraisemblance et les équations de vraisemblance.
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