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HMMAS304 - Modeles linéaires généralisés

Examen de controle continu

sans document - 2 novembre 2015

Exercice 1 (4 pts)
Nous considérons le modele de régression linéaire tel que pour tout ¢ € {1,...,n}, nous

avons
Y, =ax; + E;

oll v est un parametre inconnu et E; est un variable aléatoire réelle telle que : E (E;) = 0,
V (E;) = o*k; o k; > 0 pour tout ¢ € {1,...,n} et cov (E;, E;) = 0 lorsque ¢ # j.

Posons Y = (Y1,...,Y,), X = (21,...,2,), E = (Fy,...,E,) et V(E) = %.

1 (1 pt) Donner 'expression de l'estimateur des Moindres Carrés Ordinaires a de a.
Calculer sa variance.

2 (1 pt) Calculer I'expression de l'estimateur des Moindres Carrés Généralisés a de a.
Calculer sa variance.

3 (2 pts) Comparer V(a) et V().
Exercice 2 (6 pts)

On considére n variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de parametre p; =
E (Y;). Nous supposons que log (1;) = a+ fx; o «v et § sont des parametres inconnus.

1 (1 pt) Montrer qu’il s’agit d’'un modele linéaire généralisée.

2 (3 pts) Donner la log-vraisemblance et les équations de vraisemblance. Pouvons-nous
calculer les expressions analytique des estimateurs du maximum de vraisemblance de «

et g7

3 (2 pts) Calculer la matrice d’information de Fisher apportée par (Yi,...,Y,,) sur les
parametres « et [ notée I,(«, [3).



Exercice 3 (6 pts)

On considére n variables aléatoires indépendantes Y7, ..., Y, telles que Y; ~ B (m;). Pour
tout ¢ = 1,...,n, on suppose que Fg&) (m;) = o+ Bx; ou z; € R est supposé connu, « et
[ sont des parametres inconnus, et F, g(})() est I'inverse de la fonction de répartition d’un
loi exponentielle de parametre 1.

1 (1 pt) Montrer qu’il s’agit d’'un modele linéaire généralisée.

2 (3 pts) Donner la log-vraisemblance et les équations de vraisemblance. Pouvons-nous
calculer les expressions analytique des estimateurs du maximum de vraisemblance de «

et 57

3 (2 pts) Calculer la matrice d’information de Fisher apportée par (Yi,...,Y,,) sur les
parametres « et [ notée I,(«, [3).

Exercice 4 (4 pts)

On considere n variables aléatoires indépendantes Y, ..., Y, telles que Y; ~ N (u;, 0?).
On suppose que n = kT ou k et T sont des entiers donnés strictement supérieurs a
1. Enfin, on suppose que l'application qui a ¢ associe u; est périodique de période T
(firjr = p; pour tout @ = 1,...,7T et pour tout j =0,...,k —1). On pose 6; = y; pour
tout i =1,...,T et 0 = (01,...,07).

1 (1 pt) Ecrire le modele linéaire précédent, appelé modele (1), sous forme matricielle
Y = X0+ E, il s’agit de préciser la matrice X.

2 (2 pts) Pour touti=1,...,T, donner l'estimateur des moindres carrés 0; de 6;. On
pose h= (0:, e ,5;) Donner la distribution de .

3 (1 pt) Proposer un estimateur 2 non biaisé de o2,
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