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Exercice 1
(8 points) Calculer de deux manières : avec et sans développement limité.

(a) La limite en x = 0 de la fonction f(x) =
(1 + x)1/5 − 1

x

- Sans DL : lim
x 7→0

f(x) := ((1 + x)1/5)′(0) =
1

5
((1 + x)−4/5)(0) =

1

5

- Avec DL : f(x) =
(1 + 1/5x+ o(x))− 1

x
=

1

5
+ o(1) −→ 1

5

(b) La limite en x = −2 de la fonction g(x) =

√
11 + x− 3

x+ 2

- l = lim
x 7→−2

(11 + x)− 3

(x+ 2)(
√

11 + x+ 3)
= lim

x 7→−2

1√
11 + x+ 3

=
1

6
(Ou par dérivée, ou par l’Hôpital.)

- Avec DL : g(x) =

√
9 + (x+ 2)− 3

x+ 2
=

3
√

1 + (x+ 2)/9− 3

x+ 2
=

3(1 + 1/2(x+ 2)/9 + o(x+ 2))− 3

x+ 2
=

3

18
+ o(1) −→ 1

6

(c) La limite en x = 0 de la fonction h(x) =
ln (1− x) + sinx

x2

- En appliquant deux fois la règle de l’Hôpital on obtient :

lim
x 7→0

h(x) = lim
x 7→0

− 1
1−x + cosx

2x
= lim

x 7→0

−1
(1−x)2 − sinx

2
= −1

2

- Avec DL : h(x) =
(−x− x2/2 + o(x2)) + (x+ o(x2))

x2
=
−1/2

1
+ o(1) −→ −1

2

(d) La limite en x = 0 de la fonction k(x) =
ex

2 − cosx

sin2 x
- En appliquant l’Hôpital et en utilisant limx 7→0

sinx
x = 1 on a :

lim
x 7→0

k(x) = lim
x 7→0

2xex
2

+ sinx

2 cosx sinx
= lim

x 7→0

ex
2

cosx

x

sinx
+

1

2 cosx
=

1

1
(1)−1 +

1

2
=

3

2

- Avec DL : k(x) =
(1 + x2 + o(x2))− (1− x2/2 + o(x2))

(x+ o(x))2
=

3/2x2 + o(x2)

x2 + o(x2)
=

3/2 + o(1)

1 + o(1)
−→ 3

2

Exercice 2
(4 points) Calculer les dérivées des fonctions suivantes à l’ordre indiqué :

(a) f(x) = tan(ex
2+1), à l’ordre 1

f ′(x) =
(
ex

2+1
)′ (

1 + tan2(ex
2+1)

)
= 2xex

2+1
(

1 + tan2(ex
2+1)

)
(b) g(x) = 32

x

, à l’ordre 1

g′(x) =
(
e2

x ln 3
)′

= (2x ln 3)′ e2
x ln 3 = ln 3

(
ex ln 2

)′
32

x
= ln 3 ln 2 ex ln 2 32

x
= ln 3 ln 2 2x 32

x

(c) h(x) = lnx, à l’ordre 5

h′(x) = x−1 ; h′′(x) = (−1)x−2 ; h′′′(x) = (−1)(−2)x−3 ; h(4)(x) = (−1)(−2)(−3)x−4.
Ainsi, on obtient h(5)(x) = (−1)(−2)(−3)(−4)x−5 = 24/x5



Exercice 3
(3 points)

(a) Calculer la dérivée de f(x) = arctanx+ arctan 1
x pour x > 0.

f ′(x) =
1

1 + x2
+

(
1

x

)′ 1

1 +
(
1
x

)2 =
1

1 + x2
+
−1

x2
1

1 + 1
x2

=
1

1 + x2
− 1

x2 + 1
= 0

(b) En déduire la valeur de f(x) pour x > 0.

f ′(x) = 0 ⇒ f(x) = cte. Ainsi, pour tout x > 0, f(x) = f(1) = 2 arctan 1 = π/2.

Exercice 4
(5 points) Déterminer les développements limités suivants :

(a) DL2(0) de f(x) =
1

2 + ex

f(x) =
1

2 + 1 + x+ x2/2 + o(x2)
=

1

3

1

(1 + x/3 + x2/6 + o(x2))

=
1

3

(
1− (x/3 + x2/6) + (x/3 + x2/6)2 + o(x2)

)
=

1

3

(
1− x/3− x2/6 + x2/9 + o(x2)

)
= 1/3− x/9− x2/54 + o(x2)

(b) DL4(0) de g(x) = cos(sinx)

g(x) = cos(x− x3/6 + o(x4)) = 1− (x− x3/6)2/2 + (x− x3/6)4/24 + o(x4)
= 1− (x2 − x4/3)/2 + x4/24 + o(x4) = 1− x2/2 + 5x4/24 + o(x4)

2


