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Objectifs et contenu

Objectifs du cours : étudier les concepts de base utilisés en optimisation
continue, comprendre les méthodes, et résoudre quelques problemes

simples
» Partie 1 : Introduction
» Optimisation en dimension 1 (cf. annexes)
» Partie 2 : Optimisation non linéaire sans contraintes
» Partie 3 : Optimisation non linéaire avec contraintes



Partie 1 : Introduction
Quoi?
Exemples
Pourquoi ?
Formalisation d'un probléme d'optimisation
Rappels



Quoi ?

> Proposer des méthodes permettant de résoudre le probleme général
suivant : trouver une(des) solutions(s) la(les) meilleure(s) possible(s)
afin d’optimiser un objectif (colit) donné.

> Sujet trés ancien qui connait un nouvel essor (trés important) depuis
|"apparition des ordinateurs, et qui ne cesse de prendre de
I'importance en particulier avec le développement des systémes
embarqués

Work

Cagtelnau-le

4 A

S zmin
S0

&27min




Quoi ?

» Les méthodes isues de I'optimisation s'appliquent dans de tres
nombreux secteur d'activités : économie, gestion, planification,
logistique, électronique, automatique/robotique, mécanique, ...

__,| Modélisation | | Simulation Optimisation

I i)

» La grandeur x est un vecteur composé des variables que I'on cherche
a optimiser pour la fonction de coiit C(x). x est choisi a I'intérieur
d'un espace de recherche V.




Quoi ?

» Deux grandes classes de problemes :
1. Optimisation continue : le nombre de solutions potentielles dans V
est infini (V = R" : variables continues)
2. Optimisation combinatoire : il existe un nombre fini de solutions
potentielles qu'il suffit d'énumérer afin de déterminer la solution
optimale (ou réalisable).

» L'optimisation continue est souvent plus facile a résoudre, sauf
lorsque les fonctions de colit sont fortement non linéaires ou
discontinues.

» L'approche combinatoire peut conduire a des problemes
d’optimisation " difficiles” (NP-complets) : utilisation de
métaheuristiques.



Exemple 1 : livraison d'une marchandise

On cherche a optimiser la livraison de marchandise. On dispose de M
entrep6ts disposant chacun d'un stock s;. Il faut livrer N clients qui ont
commandé chacun une quantité r;. Le coiit unitaire du transport entre
I'entrepdt / et le client j est égal a cj.
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> Les variables de décision sont les quantités vj; de marchandises
partant de |'entrepst i vers le client .

» On veut minimiser le colit du transport tout en satisfaisant les

clients :
C(v) = min E E CjjVjj
Vij

i=1 j=1

. N M
> Contraintes : v;; >0, >0, v <5i, Y i Vi = 1)



Exemple 2 : voyageur de commerce

Un représentant de commerce doit visiter n villes et revenir a son point
de départ en un temps minimum. Le temps pour rejoindre la ville / a la
ville j est noté t;;.

» On trace un graphe orienté des n villes reliées entre elles par des arcs
pondérés par les temps t;;

» Objectif : trouver un cycle dans le graphe qui passe une fois et une
seule par toutes les villes et qui minimise le temps total.

» Probleme d'optimisation combinatoire



Exemple 3 : commande optimale

On considére un systeme défini par la représentation d’état :
x = Ax + Bu+ b. On cherche une loi de commande v = —Kx qui
minimise le critere de commande optimale suivant :

C(v) :/ (xT Qx + u” Ru)dt
0

sous la contrainte de commande admissible u(t) € U C RM




Pourquoi ?

Dans nos disciplines, |'optimisation joue un rdle important :

>

>
>
>
>

Syntheése de lois de commande pour les systemes : commande QP ou
LP, commande LQR, commande prédictive (Model Predictive
Control)

Caractérisation et dimensionnement de composants en électronique
Identification de systemes (robot, composants)
Placement-routage de circuits

Optimisation de la consommation énergétique




Formalisation d'un probleme d'optimisation
Un probleme d'optimisation est défini par la donnée de trois éléments :
» Une fonction de coiit (ou fonction objectif) f qui spécifie la
grandeur que I'on veut optimiser : énergie, volume, surface, poids, ...

» Un espace de recherche V définissant un jeu de variables
(variables de décision) x = (x1,--- ,x,)T € V que I'on cherche 3
déterminer afin d'optimiser la fonction de coiit f(x). x peut
représenter des grandeurs de nature différentes (dimension,
matériau, ...)

» Un ensemble de contraintes définies par des équations écrites sous
forme d'inégalités et/ou d'égalités et que la solution x doit vérifier

Le probleme d'optimisation peut alors s'écrire sous la forme

mXin f(x)

sous les contraintes (1)
hi(x)=0 i=1,---,m
gi(x)<0, j=1,--- k

On cherche alors la solution optimale x* = argminf(x).
X



Formalisation d'un probleme d'optimisation

f(x)

Local minimum Global minimum

f(x)

Solution

Constraints



Formalisation d'un probleme d'optimisation

)

Constrained convex optimization problem

Contour lines

Optimal solution

Contour lines

Feasible set V



Formalisation d'un probleme d'optimisation

> || existe de nombreuses techniques pour résoudre un probleme
d'optimisation. Ces techniques peuvent étre classées en fonction de
la nature de x, f et des contraintes. On considére la fonction de
colit définie par :
f: V— RP

x —  f(x)

(2)

V = R" : optimisation continue (!) sans contrainte

» V C R"” : optimisation avec contraintes. L'ensemble V est appelé
ensemble des solutions admissibles et contient donc les solutions x
qui satisfont les contraintes. Quand V est connu, I'optimisation se
raméne a trouver la solution optimal x* qui optimise la fonction f(x)

» p > 1: optimisation multi-objectifs. Un ensemble de fonctions de
colit est alors défini. Par exemple, minimiser I'énergie consommée et
la surface utilisée par un circuit

1. Cadre principal du cours



Formalisation d'un probleme d'optimisation

> f(x) est linéaire par rapport a x : optimisation linéaire (appelée
aussi programmation linéaire). S'il existe des contraintes, elles
doivent étre aussi linéaires par rapport a x.

> f(x) est non linéaire par rapport a x ou bien s'il existe au moins une
contrainte non linéaire : optimisation non linéaire

» La fonction de colit f;(x(t)) est fonction du temps :
optimisation dynamique

> Si x est une variable aléatoire, optimisation stochastique

= chaque cas fait appel a des techniques différentes. Il est donc
nécessaire d'identifier la nature du probleme d'optimisation a résoudre
afin de choisir la bonne méthode de résolution.



Rappels

» Vecteur dans R" : x = (xg,--- ,x,)"

1
> penorme : | x [lo= (30, | x ) ?

» 2-norme : || x |[= (327, x7)? - distance Euclidienne
> oo-norme : || x ||oo= max(x1, - , Xn

> Produit scalaire : < u,v >=uvev=u'v

> Matrice dans R™" : A = [aj]i j=1,....n

» AAT est une matrice symétrique

> Sidet A =0, A est singuliere. Si det A # 0, il existe une matrice
inverse A™! telle que AA™' = AT'A=1,. Sidet A=1, A est une
matrice orthonormée et A= = AT

> Une matrice symétrique A est définie positive (notée A > 0) si le
produit scalaire xT Ax est positif pour tout vecteur x. Elle est définie
semi-positive si x” Ax > 0



Rappels

Soit f une fonction dérivable a valeur sur R telle que : f : R” — R.

T
> Le gradient de f, noté Vf est défini par : Vf = (g—x’[l, ceey g)fn)
Le vecteur gradient en x est orthogonal a la ligne de contour passant

par x.
» La matrice Hessienne de f est la matrice composée des dérivées
2 , .
secondes de f : H = [aiafx-]' H est notée aussi H = V2f
10Xj

» Développement de Taylor au second ordre de f :
1
f(x+h)=f(x)+VF(x)Th+ 5thzf(x)h +0(h)  (3)

avec ©(h) - 0 quand || h ||— 0



Rappels

Exercise 1: On consideére la fonction de coiit suivante :
f(x) = (a — 1)* + 1004 — x)° (4)

» Etablir I'expression du gradient et de la matrice Hessienne de f(x)

» Trouver une solution x* telle que x* = argmin f(x)
X



Rappels

Convexité : c’est une propriété importante utilisée en optimisation.

» Ensemble convexe : Soit S C R". L’'ensemble S est convexe ssi
Vx € S,Vy € S,Vae[0,1], ax+(1—a)ye$ (5)

» Fonction convexe : on considére la fonction f telle que
f : R" — R. f est convexe ssi

Vx € R",Vy € R" Va € [0, 1] (6)
flax+ (1 —a)y) < af(x)+ (1 — a)f(y)

» Propriétés des fonctions convexes : les propriétés suivantes sont
équivalentes :
1. f est convexe
2. f(y) > f(x) + VF(x) (v = x)
3. la matrice Hessienne de f est définie positive V2f > 0. Les valeurs
propres de V2f > 0 sont toutes positives.

» Théoreme : Si la fonction de coiit f est convexe sur un ensemble
convexe V/, tout point de minimum local de f sur V est un
minimum global. Lorsque f est strictement convexe alors il existe au
plus un point de minimum.



Rappels

Convex function
Convex set Non convex set 0 ‘\
af(x)+(1-a)f(y)
J&)
‘ flex+(1-a)y)

A oax+(l-a)y Y



Rappels

Exercise 2 : Démontrer que la fonction f : R — R définie par : f(x) = x>
est strictement convexe.

Vx € R,Vy € R,x # y,Ya €]0, 1] (7)
flax + (1 —a)y) < af(x) + (1 - a)f(y)



Rappels

Exercise 3: On considere la fonction de coiit suivante (forme
quadratique) :
1
f(x) = EXTAX —bTx (8)
avec A une matrice de dimension n X n et b un vecteur de dimension
nx1.
» Etablir I'expression du gradient et de la matrice Hessienne de f(x).
Que devient le résultat quand A est symétrique 7

» Etablir I'expression analytique de la solution optimale x* pour le
probleme : optimize f(x).
X

» Soit f la fonction définie par : f(x) = xZ + 0.5x3 — x1x2 — x1 — Xa.
Trouver A, b et x*. Que représente la solution optimale (maximum
ou minimum)?



Rappels

Exercise 4 : On considére la fonction de cofiit suivante :
f(x) =|| Ax— b5 9)

avec A une matrice de dimension n X n et b un vecteur de dimension
nxl.

Déterminer |'expression analytique de la solution optimale x* pour le
probleme : optimize f(x).
X



Rappels

Application : méthode des moindres carrés (linéaire)

On veut caractériser la droite v = au + 3, ou « et 8 sont deux
inconnues, a partir d'un ensemble de mesures (u;,v;),i =1,---  n. Le
probléeme peut étre formalisé comme suit :

n

min . (v — au; — B)? (10)

Exercise 5 : Ecrire la fonction de coiit sous la forme suivante :
f(x) =|| Ax — b ||3. Donner les expressions de x, A et b

Optimization Toolbox dans Matlab : la fonction Isqlin résoud le
probléme

1
minE || Cx —d |3 (11)
avec les contraintes : Ax < b, Aeg X = beg et Ib < x < ub

x = Isqlin(C,d,A,b,Aeq,beq,Ib,ub,x0)



Section 2 : optimisation sans contraintes
Introduction
Méthodes de descente
Méthodes de gradient
Méthode de Newton
Optimisation non contrainte avec Matlab



Introduction

On considére la fonction de coiit définie par :

f: R" — R
x —  f(x)

(12)

avec n > 1. On cherche une solution au probleme : min f(x).
X

Exemple 1 : on considére la fonction : f(x1, %) = xZ + x2. f(x) est une
forme quadratique définie par f(x) = %XT Hx—bTxavec b=0et

of
x 2X1
Vf=Hx—-b= = 13
) of ( 2x2 ) (13)
0)(2

v2f:H:(§ g) (14)



Introduction

H est une matrice définie positive (x” Hx > 0) et donc f(x) est convexe.
La solution unique au probleme d’optimisation est donnée par :

Vi(x)=0+=x"=H 'b=0 (15)
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Introduction

Exemple 2 : moindres carrés non linéaires

En traitement d'image (ou en caractérisation), on cherche a identifier une
forme (une caractéristique) définie par un modele analytique. Par
exemple pour le cas d'une ellipse, on cherche a déterminer I'équation

(u=al  (v—Bp

h =
(u,v) = = .

~1=0 (16)

ol «, 3, a et b sont les parameétres du probleme a déterminer. A partir
d'un ensemble de mesures défini par un jeu de points

(ui,vi), i=1,---  n, il est possible de formaliser le probleme
d'identification de la forme comme un probléme d'optimisation ayant
pour fonction de coiit

o (=) (v - B)? 2
i, (M g ) )

Chaque terme de la fonction de colit exprime |'erreur entre la mesure et
le modele.



Introduction

Dans cet exemple, la fonction de colit n'est pas linéaire par rapport aux
parametres «, 3, a et b. Il y a plusieurs expressions possibles pour celle-ci.
Dans cet exemple, on a fait le choix d'une fonction qui minimise I'erreur
d'estimation du modele et qui est dérivable.

Optimisation dans Matlab : fonctions Isqcurvefit, Isqnonlin



Introduction

Quand la fonction f(x) est non convexe et non linéaire, on utilise des
algorithmes itératifs de recherche d'extrema. Il en existe un nombre
important et ces algorithmes utilisent une approximation de f(x) basée
sur un développement limité de Taylor. lls supposent que f(x) est
dérivable et lisse.

» Développement a I'ordre 1 = méthodes de descente
f(x+ h) = f(x) + VF(x)"h+0O(h) (18)

» Développement a 'ordre 2 = méthodes de Newton ou quasi-Newton

f(x+h) = f(x)+ VF(x)"h+ %hTV2f(x)h + ©(h) (19)



Méthodes de descente : problématique

Approche : On suppose que I'on connait un point x et la fonction de
colit f(x) en x. On cherche dans le voisinage de x un autre point pour
lequel la fonction de coiit est plus faible. Une solution simple consiste a
réaliser un déplacement en ligne droite. La direction de déplacement est
alors appelé direction de descente.

Definition 1: Un vecteur d est une direction de descente s'il existe 7T tel
que

f(x+td)<f(x), te]o,7] (20)

Le principe des méthodes de descente consiste donc a trouver de fagon
itérative une séquence de points xj telle que

Xkt1 = Xk + te d avec f(xuy1) < F(xx) (21)

ol dj et ty désignent respectivement la direction de descente et le pas de
déplacement en xi. dy et tx sont deux inconnues qui doivent étre
déterminées a chaque itération.



Méthodes de descente : problématique

Considérons le développement limité au ler ordre de f en x +t d. On a
f(x +td)=Ff(x)+tVF(x)"d+t0(t), t>0 (22)

avec lim;,0©(t) =0
Property 1:Si d est une direction de descente, on a alors

Vi(x)Td <0 (23)

Exercise 6 : Démontrer ce résultat.

Si on suppose que xx et dx sont connus, le pas tx peut étre choisi afin
d'obtenir la plus grande diminution possible de . Dans ce cas, on
cherche le pas optimal t; tel que

ty = argmin ®(t) (24)
t

ol ®(t) = f(xk + t dk) est une fonction monodimensionnelle de t.



Méthodes de descente : problématique

Exercise 7: On considere la fonction de coiit f(x,y) = 2x? + xsiny et le
point initial (xo y0)" = (2 —1)7. Démontrer que la direction

d = (-2 3)7 est une direction de descente. Calculer le nouveau point
atteint pour un déplacement de pas optimal t* selon d.
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Méthodes de gradient

Les méthodes de gradient utilisent le gradient de la fonction de coiit
comme direction de descente. On choisit donc :

dk = —Vf(Xk) (25)

Ce choix garantit que la grandeur V£ (xx) ' dx est négative et minimale.
Algorithme simplifié : pas constant ty = p > 0

1. Etape 1 : Initialisation k = 0 et xx = xg

2. Etape 2 : Calcul de dx = —Vf(xk)

3. Etape 3 : Calcul de xx11 = xx + pdx

4. Etape 4 : k+ 1 — k, retour en 2

La convergence de I'algorithme est évaluée en calculant la grandeur
[| Xk41 — Xk ||. Cette grandeur peut &tre utilisée comme condition
d'arrét : || xk+1 — Xk ||< €Threshold- L'algorithme nécessite pour étre
robuste d’avoir un pas t, faible et une fonction de coiit lisse.



Méthodes de gradient

Algorithme a pas optimal
1. Etape 1 : Initialisation k = 0 and xx = xp
2. Etape 2 : Calcul de dy = =V f(xk)
3. Etape 3 : Calcul du pas optimal t; = argmin ®(t) avec
&(t) = F(xk + t dk) ‘
4. Etape 4 :Calcul du point X1 = xx + t di
5. Etape 5: k+1 — k, retour en 2

Property 2:Deux directions de descente consécutives dy et diy1 sont
orthogonales.

d/<T+1dk =0 (26)
Exercise 8 : Démontrer ce résultat.
Eléments de solution : le pas optimal t; est solution de I'équation :
/(t) =0 <= Vf(xk + t; di)" dk = 0 sachant que xxk11 = xx + t; dk et
dk+]_ = 7vf(Xk+1)



Méthodes de gradient
Exercise9: On considere la fonction de coiit f(x) = 2xT Ax — b7 x avec
A une matrice symétrique de dimension n X n et b un vecteur de
dimension n x 1.

1. Etablir I'expression analytique du pas optimal (Armijo’s relation)

2. Pour f(x) = x? +0.5x3 — x1x2 — x1 — xa, calculer les trois premigres
itérations de |'algorithme de gradient a pas optimal en partant de la
condition initiale (2 2)7. Comparer le résultat obtenu au résultat
théorique.

(- i2) -y - x -y (X2 - y/2) - 49/10




Méthodes de gradient

Exercise 10 : Pour la fonction de coiit f(x1, %) = (x1 — 1)2 4+ 10(x? — x2)?,
calculer les deux premiéres itérations de |'algorithme de gradient a pas

. e -1
optimal pour la condition initiale 1

2 J(ut,u2)=(ul-1)2+10(u1*2-u2)*2




Variantes des méthodes de gradient

Il existe de nombreuses variantes de la méthode de gradient.

» Méthode de gradient conjugué (cf. annexe) : la méthode utilise
comme direction de descente les directions conjuguées issues de la
matrice Hessienne. Plusieurs algorithmes sont proposés dans la
littérature : algorithme de Flechter-Reeves ou de Polak-Ribiere

1, 0oni) - onf)2) -3, -, -5

35p)

» Méthode de relaxation : les directions de descente coincident avec
les directions principales de R”



Méthode de Newton

La méthode de Newton reposent sur le principe qui consiste a minimiser
localement la fonction définie par le développement limité au second
ordre de la fonction de cofiit f(x).

Soit xp une solution initiale. Le développement limité de f(x) dans le
voisinage de xgp s'écrit sous la forme :

fo(x) = f(x0) + Vf(XO)T(X —Xxo) + %(X - XO)Tvzf(Xo)(x —x0) (27)

La méthode consiste a minimiser la fonction fy(x), ce qui revient a
trouver le point x; solution de I'équation :

V£(x0) + V3f(x0)(x1 —x0) =0 (28)
Il en résulte

X1 = —[V2f(x0)]_1Vf(x0) + Xo (29)



Méthode de Newton

Algorithme simplifié :
1. Initialisation k = 0 and xx = xg

2. Calcul du nouveau point xx41 tel que xx 11 = xx + 6k avec d
solution de I'équation

V2f(xk) 0k = —VF(xx) (30)

Pour déterminer &y il est nécessaire d'inverser la matrice V2f(xy).
Plusieurs algorithmes ne calculent pas I'inverse de V2f(x) mais utilisent
une estimation de son inverse : méthodes de quasi-Newton.
Propriétés de I'algorithme
» L'algorithme reste efficace pour des problémes de taille moyenne
(Medium Scale Problem) quand la matrice Hessienne est facile a
calculer.
» La direction &, n’est pas nécessairement une direction de descente.
C'est le cas uniquement si la matrice Hessienne V2f(x) est définie
positive.



Méthode de Newton

y ithme de
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Variantes de la méthode de Newton

1. Méthode de Levenberg-Marquardt : cette méthode est souvent
utilisée afin de résoudre le probléme de I'inversion de V2f(xx) et
d'obtenir une matrice définie positive. Dans ce cas, la matrice
V2f(xx) est remplacée par V2f(xk) + puly avec p un paramétre défini
par I'utilisateur. Dans ce cas, Jx est obtenu en résolvant I'équation

[V2f(xk) + plg] 0 = —VF(xx) (31)

2. Méthodes de quasi-Newton : les méthodes de quasi-Newton
utilisent une approximation de |'inverse de la matrice Hessienne. Le
calcul du point suivant est obtenu a |'aide de I'équation suivante

Xk+1 — Xk — Oszka(Xk) (32)

ou Sy est une matrice symétrique correspondant a |'approximation
de [V2f(xx)] 1. L'approche est équivalente 3 une méthode de
descente de pas « et de direction —S,VF(xk).



Variantes de la méthode de Newton

La matrice Sk est calculée de facon itérative sous la forme

Sk+1 = Sk + Ck en se basant sur la condition de quasi-Newton (cf.
annexe). Pour ce calcul plusieurs algorithmes sont proposés dans la
littérature :

» Algorithme de Davidon-Fletcher-Powell (DFP)

5k00 Skvkvy Sk

Sk41 =Sk + 33
et g 5;<T’Yk ’YkTSk’Yk (33)
» Algorithme de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)
I SkakdlS
Ska1 = Sp + Lk 2Kk 2k (34)

’)/,Z—(Sk 5[5;(5;(

avec v, = Vf(Xk_H) — Vf(Xk) et 5[( = Xk+1 — Xk



Optimisation non contrainte avec Matlab

» Fonction fminunc
>> x = fminunc(fun,x0,options)
1. Algorithmes en grande dimension (Large Scale) :

> Problemes avec un nombre trés important de variables (> 10000)
et/ou des fonctions difficiles a résoudre.

> Initialisation : point intérieur, " trust-region”

> Uetilisation de matrices "sparse” .

2. Algorithmes en moyenne dimension (Medium Scale) :

> Utilisation du Gradient et Hessienne : fonctions lisses

> Algorithmes de quasi-Newton : BFGS, DFP

> Méthode de simplexe (algorithme de Nelder-Mead) pour les fonctions
non lisses et discontinues

» Fonction fminsearch : utilisation d'un algorithme de simplexe



Section 3 : optimisation non linéaire avec contraintes
Introduction
Optimisation avec contraintes d'égalité
Optimisation avec contraintes d'inégalité



Introduction

L'objectif de cette section est d’étudier les techniques d'optimisation non
linéaires en présence de contraintes. Soit f : R” — R la fonction de
colit. On considére le probleme d'optimisation suivant :
minimize f(x)
X

sous les contraintes
hi(X):07 i:1a"'7meq
gJ(X)SOa j:]-a"'vm
Xt <x<x, k=1,---,n
ou les fonctions h;(x) et gj(x) définissent un ensemble de meq + m

contraintes, x| et x{' désignent les limites inférieure et supérieure de la
variable xi. La distinction entre égalités et inégalités est importante.



Optimisation avec contraintes d'égalité

Le probleme d’optimisation est alors défini par : min f(x) sous les
X

contraintes hij(x) =0, i =1,--- , me,. Les fonctions f(x) et hi(x)

peuvent &tre linéaires ou non linéaires.

En fonction de I'expression des contraintes, il est parfois possible par
substitution de réduire le nombre de variables en répercutant les
contraintes dans la fonction de coiit. Dans I'exemple suivant :

f(x) = x1x2x3
sous la contrainte
h(x)=x1+x+x3—1=0

la contrainte hy(x) est utilisée afin d'éliminer la variable x; et de
transformer le probleme avec contrainte a 3 variables en un probleme
sans contrainte a deux variables. On obtient alors :

f(x) =x1x(1l —x1 — x2)
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Méthode des multiplicateurs de Lagrange :

La méthode des multiplicateurs de Lagrange permet de transformer un
probléme d'optimisation avec contraintes d'égalité en un probleme
d'optimisation sans contrainte. Pour cela, on définit une nouvelle fonction
de colit, appelée fonction de Lagrange, qui s'exprime a partir de la
fonction de colit initiale et des contraintes pondérées par un vecteur de
coefficients A, appelé multiplicateurs de Lagrange. La dimension de \ est
égale au nombre de contraintes d'égalité. La fonction de Lagrange s'écrit
alors sous la forme :

Meq
L(x, A) = F(x) + > Achi(x) = £(x) + AT h(x) (35)
i=1
avec h(x) = (h(x), -+, hm,(x))7 le vecteur composé des contraintes

d'égalité.

La résolution du probleme d'optimisation consiste alors a déterminer
I'ensemble des extrema de la fonction L(x, ) et a ne retenir que les
solutions correspondantes a |'objectif (minimum ou maximum) recherché
pour la fonction f(x).
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Les extrema de L(x, A) sont obtenus en résolvant le systeme d'équations
suivant :

Ve L(x,\) = VFf(x) + ; \iVhi(x)= 0 (36)

Val(x,\)=h(x)= 0
La résolution du systeme (36) est équivalent a la résolution de n+ mgq

équations a n + meg inconnues. Une solution (x*, \*) de (36) est appelée
point stationnaire de la fonction de Lagrange. Il en résulte

h(x*) =0
L(x* A7) = £(x7)
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Exercise 12 : Résoudre le probleme d’optimisation min (x; + x2) sous la
X

contrainte h(x) = x? + x3 = 1. Déterminer les points stationnaires.
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Exercise 13: Un fabricant de composants dispose d'un budget publicitaire
égal a 500k€. Une étude de marché a permis d'établir une estimation des
profits attendus par la fonction suivante :

f(x,y) = —x* — y? + 500x + 1000y

ol x et y sont les montants (exprimés en k€) investis respectivement
dans la publicité par voie de presse et par Internet. Déterminer le montant
a investir dans chaque support publicitaire afin de maximiser les profits.
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Méthode de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

La méthode des multiplicateurs de Lagrange a été généralisée par
Karush-Kuhn-Tucker (2) afin de résoudre les problémes d'optimisation
avec contraintes d'égalité et d'inégalité définis par

minimize f(x)
X
sous les contraintes
hi(X):O? i:]-a"'ameq
g:l(X) S07 J:17 ,m

Pour résoudre ce probleme, on considére la fonction de Lagrange

suivante :
L(x, A ) = F(x) + AT h(x) + 1" g(x) (37)

ou A € R, 1, € R™ 11 > 0, sont les multiplicateurs de Lagrange , h(x)
et g(x) sont les vecteurs de contraintes d'égalité et d'inégalité,
respectivement.

2. Kuhn, H. W.; Tucker, A. W. (1951). " Nonlinear programming’.
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Conditions de KKT
Si x* est une solution du probleme, alors il existe deux vecteurs \* et
w* >0 tels que :

ViL(x*,\*,u*)= 0
hi(x*)= 0, i=1,--,me
g(x )< 0, j=1-.m
pig(x)= 0, j=1--.m
Les équations pf gi(x*)=0,j=1,---, m sont appelées conditions

d'orthogonalité. Il en résulte :

L, N, 1) = F(x)
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Exercise 14 : Soit f(x) = x? — x; la fonction de coiit. Résoudre le
probleme d'optimisation min f(x) sous les contraintes : x; + x = 6,
X

x1—1>0etx?+x3 <26.
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