Chapitre 1 Nombres Complexes
(O] (9]
Avant de commencer, il vous faut :

— connaitre la résolution des équations du premier et du second degré a coefficients réels.
— connaitre les notations et régles du calcul littéral.

— connaitre la notion de vecteurs avec et sans coordonnées .

— connaitre 'identité remarquable (a+ b)(a—b) = a® - b*.

— connaitre les relations trigonométriques.

Ala fin du chapitre, vous devrez savoir :
Col Ecrire et calculer avec des nombres complexes sous forme algébrique.
Co2 FEcrire et calculer avec des nombres complexes sous forme trigonométrique (polaire).
Co3 Ecrire et calculer avec des nombres complexes sous forme exponentielle (géométrique).
Co4 Savoir passer d'une forme a une autre d'un nombre complexe.
Co5 Résoudre une équation du second degré.
Co6 Savoir faire le lien entre les nombres complexes et la géométrie repérée.

1 Qu’est-ce qu'un nombre complexe et I'affixe d'un point?

1.1 Existence et opérations:

Définition Définition(ADMIS) 1

On admet I'existence d’'un nombre j tel que j2 = —1.

On appelle nombre complexe, noté z, tout nombre pouvant s’écrire z = a + jb avec a et b des nombres réels.
Le nombre a est appelé partie réelle du nombre z : on le note Re(z).

Le nombre b a coté de j est appelé partie imaginaire de z : on le note Im(z).

On note C I'’ensemble de tous les nombres complexes.

r
.

Remarque (Rappels et notation) 2

— Tout nombre réel x s’écrit x = x + 0j (partie imaginaire nulle)
— Tout nombre complexe z tels que z = 0+ yj (partie réelle nulle) est dit imaginaire pur. Lensemble des imaginaires
purs est noté jR.
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Proposition 3
Les opérations sur les réels se prolongent sur les nombres complexes avec :

1. Addition/soustraction :

(a+jb)x(c+jd)=(axc)+jbtd)

2. Produit:
(a+jb)(c+ jd) = (ac—bd) + j(ad + bc)
3. Quotient:

a+jb 3 (a+jb)(c—jd) 3 ac+ bd . bc—ad
c+jd  (c+jd)(c—jd) c2+d? 2 ae

Le nombre complexe ¢ — jd est appelé conjugué du nombre c + jd. On le note c + jd.
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1.2 Forme algébrique et affixe :

Définition Vocabulaire 4

Lécriture a+ jb est appelée forme algébrique du nombre complexe z.

Définition (affixe) 5

On appelle plan complexe, le plan muni d'un repere orthonormé direct y=1Im(2)

(07U, V).
A tout nombre complexe z = x + j y, on associe le point M(x; y) (ou le vecteur S P TM (z=3+2))
m ﬂ) plan complexe. Réciproquement, a tout point M (x; y) (ou tout vec- 1k E
teur OM) du plan complexe, on associe le nombre complexe z = x + jy. On > !
dit que M est le point image de z et z = x + j y est |'affixe du point M (ou du . ] ;
Y 0 7 1 2 3 x=Re(z)

vecteur OM).
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Exercice 6

1. Ecrire les nombres suivants sous forme algébrique :

a=26-3j) b=(6-3j7 c=2

= d=32+j)-5j(-3+2j)+8j
1+3) 2+j)=5j(-3+2j)+8j

2. Représenter dans un repere les points dont les affixes sont :

1+j -—-4+3j -2-3j
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Remarque 7

La forme algébrique est trés pratique des que I'on doit représenter un nombre complexe ou faire des additions/soustractions
de nombres complexes. Malheureusement, il est moins facile d’effectuer des calculs de puissances (grand exposant)

|\ J

1.3 Forme trigonométrique et exponentielle et affixe

Définition 8

Soit z € C un nombre complexe de forme algébrique z = x + jy et M le point y=Im(z)
image de z.

On appelle module de z, le nombre réel noté |z| tel que |z| = \/x? + y2. Gra- ) M(z=3+2))
phiquement, il s’agit de la distance du point M a l'origine du repére.
On appelle argument de z,noté arg(z), une mesure de ’angle rsin(@) < 1x

(TI;O_M) = 02n). 5

On appelle forme trigonométrique ou polaire de z (avec z # 0) I'écriture 01 2 3 x=Re(?

rcos(0)
z=r(cos(8) + jsin(H))

ou r = |z| et mesure (Ti; O_M) =0[2n].

En pratique, on prendra comme argument (principal), celui dans 'intervalle
|—m; ). .

On pose : e/? = cos(0) + jsin(6)

On appelle forme exponentielle ou géométrique de z (avec z # 0) I'écriture

z=rel® En génie industriel, on notera  z = [r;0]

r
\

Année Scolaire 2026-2027 2 D.Centellés



Lycée Jean Moulin Béziers PolyTech 3A

Proposition produit/quotient forme exponentielle 9

On donne: z; = r;e/% et zy = rye?2
alorsona:
1.
Z1 X2 =11 rgef(91+62) En génie industriel  [r1;01] x [12;62] = [11712;071 + 05]
2. .
21 T je,- .. . ;01 n
2= pi0-0) gy génie industriel : =|—=;0 —02]
Z T2 [r2;02] I
|\ J

On remarquera que multiplier(resp. diviser) par le nombre complexe z, revient a multiplier (resp. diviser) le module par r» (dila-
tation/contraction) et revient a ajouter (resp.soustraire) 6, a I'argument. (Rotation directe/indirecte)

Exercice 10

Ecrire les nombres suivants sous forme exponentielle :

- 2.
8el3

(V3el3)(v2el %) (v3e/5)8

12ei%

On pourra remarquer que la formule 1 de la propriété 9 se généralise en :

" ="l Ep génie industriel  [r;0]" = [r"; o]
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1.4 Quelles sont les formules de passage ?

1.4.1 Algébrique vers trigonométrique/exponentielle

Onpartdez=x+jy.
— étape 1 : on calcule le module de z
— étape2:0Onaalors:
cos(f) = * et sin(@) = Y
|z] |zl

— étape 3: On obtient une valeur de 8 en utilisant le cercle trigonométrique pour les valeurs exactes et remarquables de 6.
Sinon, on prend :
0= arcmn(lzl)
x

(Attention, pour a=2+2j et b= —-2—-2j donne tous les deux arctan(l%l) =arctan(| :—% D= 2—').
Pourtant, leurs points images ne sont pas dans le méme quadrant.

Voici un tableau pour obtenir le bon argument (principal) : On pose a = arctan(| 4 D]
X
x<0 x>0
y<0 | O0=-n+a | O=—«
y20| O=n-a 0=«
La commande calculatrice atan2(y, x) donne directement le bon argument.

On écrit alors z = r(cos(9) + jsin(6)) ou z = re®.
Dans la pratique, on choisira une valeur de 8 entre —180 et 180 degrés (ou entre —7 et 7 radians) c’est ce que I'on appelle
I'argument principal.
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Exercice avec correction 11

Ondonnea=4-4j
Déterminer sa forme trigonométrique et sa forme exponentielle.
o J

Correction

Calcul du module :
lal = V42 + (-4)2 = V32 =4V2

On divise le nombre par son module pour obtenir un nombre complexe de module 1 :

a 4-4j 1 1 V2 V2 T .. W
2 =cos( 4)+]sm( 4)

al” avz vz 'V 2

Donc 7 7T
a= 4\/§(cos(—z) +jsin(—Z))

a= 4\/§e_j%

1.4.2 trigonométrique vers algébrique

On partde z = r(cos(@) + j sin(9)).
On développe I'expression.

Exercice avec correction 12

2 2
On donne a = 4(cos (?n) + jsin(?ﬂ))

Déterminer sa forme algébrique.

Correction

On développe I'expression :
2n\ .. (2% 21 .. [2m
4 (cos (—) + jsin (—)) =4cos (—) +4jsin (—)
3 3 3 3
. 27
On remplace par les valeurs exactes puisque 3 est une mesure remarquable :

-1 3
cz:4><—+4j><£
2 2

ce qui donne
a=-2+2jv3

1.4.3 exponentielle vers trigonométrique/algébrique

On part de z = re/? .
— étape 1 : Onremplace et par cos(@) + j sin(0).
— étape 2 : On développe I'expression en remplacant cos(0) et sin(0) par leurs valeurs exactes.

Exercice avec correction 13

j2m
On donne a =4e/3
Déterminer sa forme trigonométrique puis algébrique.
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Correction

21
3

a=4(cos[ 2] + jsin(Z))

271 .. (27
=4cos|— | +4jsin|—
3 3

2
On remplace e/ 3 par I'expression (cos (&) + jsin (%)) ce qui donne (forme trigonométrique) :

On remplace par les valeurs exactes puisque 27” est une mesure remarquable :

a=4x 3} +4jx ‘/75 cequidonne a=-2+2jy/3 forme algébrique

\. J

Les formules suivantes seront utilisées dans la représentation de Fresnel mais aussi dans d’autres chapitres comme I'intégration
(linéarisation) et les équations différentielles (pour changer de forme de solutions).

Proposition 14

Soitf eRetsoitne Z.
Comme e/? = cos(0) + jsin(0), on en déduit les formules suivantes :
1. Euler: ) . . .
elf 1 ¢ J0 elf — ¢ i0
cos(@) = —— et sin(@) = -
2 2j

2. De Moivre :

(ejg)n =l gt (cos(@) +jsin(9))" = cos(n) + jsin(no)

r
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Exercice 15

1. Ecrire les nombres suivants sous forme trigonométrique :

eleos(§)+isin(G))) (eleos(5)+isim(F)))

2. Exprimer cos2(0) en fonction de cos(26).

3. Exprimer cos(20) comme un polynome de degré 2 en cos(8).

in(26
4. Montrer que sin(f) cos(f) = sm; ).

r
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Comment résoudre une équation de laforme az*+ bz+c=0?2

Théoréme (Résolution équation du 2nd degré ) 16

Soient a, b et c trois nombres réels tels que a # 0.

On considere I'équation az? + bz +c =0.

Son discriminant est A = b?> — 4ac qui est un nombre réel.

Les solutions de cette équation sont alors données selon le signe de A :

écriture de A A= p?(u>0) A=0 A=—p?=((w?<0 (u>0)
—b¥ju —btju
a 2a

\ J

Exercice avec correction 17

Déterminer les solutions de I'équation :

Solutions : Réelles distinctes z; 2 =

-b
Réelle double : zy = e Complexes conjuguées : z; 2 =
a

Z2+4z+13=0

Année Scolaire 2026-2027 5 D.Centellés
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Correction

Réponse :

1. On calcule le discriminant :

A=b?-4ac
=4)?%-4x1x13
=-36
= (6))

2. Les solutions sont donc complexes conjuguées avec (L =6:

—b-j b+
= boik | _Zhtju
2a . 2a .
~d)=6j -@% 6))
Z71=—— | zp= —————
478 4318
AT 2=
z1=-2-3j Zp=-2+3j

Conclusion :
F ={-2-3j;—-2+3j}

3 Application des nombres complexes en électrotechnique :

En électricité, on est souvent amenés a étudier des signaux de la forme :
u(t) =Ucos(wt+¢)

Les lois électriques sur les dipdles (résistance, bobine, condensateur,...) font intervenir des dérivées et des intégrales.

d
Calculons d—L: (t) la dérivée de u.

Ona: p
d—?(t) = U(=sin(@?+¢) x 0 = —wUsin(@? +¢)

Regardons ce qui se passe en représentation complexe :

u(t) = Uel@*® = ygel® it
— ——
U

ainsi notre signal s’écrit :
u(t) = Re(u(1))
Maintenant,on a:

d R
3%0=Uumdw”@:m@m

Remarque 18

En représentation complexe, dériver revient a multiplier par jw. Pour intégrer, on divisera alors par jo.
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Définition (Phaseur/Vecteur de Fresnel) 19

Toutes les grandeurs d'un méme circuit possédent la méme pulsation w.

— son angle orienté (Ox; OM) alinstant f a pour mesure wt + ¢.

s
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Définition Impédance 20

On appelle impédance d’un dip6le en régime sinusoidal, le nombre complexe Z tel que U = ZI (ou U et I désignent les
phaseurs de tension et du courant de ce dipole)

-
|

Remarque rappels sur les lois des dipoles usuels 21

Dipole | Résistance | Bobine | Condensateur

u(t) = Ri(1) zAﬂ-Lian
- T dt

Relation u et i

oo du
l(t)—Cdt(t)

(
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Exercice avec correction 22

Vérifier que 'impédance :
— d’une résistance est Zg = R.
— d’une bobine est Z; = jwL.

1
— d’un condensateur Zg = ——.

wC
& J
Pour une résistance Pour une bobine Pour une condensateur

U=RI u Ldl L(jwI) I Cdg C(jwl)
= Sil— s w = — = w

- - - dt e - dt PR
ZR Zr Zc
_u _u _U
I I I
_ RI _ Ljo __U
- I T ~ Cjol
= — & _ 1
=R = ](,UL = ]w_C

Remarque a retenir 23

En régime sinusoidal :

1 -J
Zr=R, Zip=jwlL, Zc=-—=—
R L=J ¢ joC wC

Les nombres complexes permettent ainsi de transformer les dérivées et les intégrales en opérations algébriques simples.

s
.
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=Im(z
Le nombre complexe U = Ue/? est appelé phaseur de la tension. Y ¢ M(u = Uel@+9))
On écrit alors une tension électrique (comme tout autre signal) sous la forme : o o0 -
I
u(t)=Uel"" Usin(wt+¢) < 14 g
. wt+¢!
On associe a cette tension, un vecteur OM appelé vecteur de Fresnel dont les 5 " } N
caractéristiques sont : 0 —1,2_3 x=Re(z
— sonmodule U = || WII est constant (appelé amplitude du signal). Ucos(wt+¢)
— il tourne dans le sens trigonométrique a la vitesse angulaire w (appelée
pulsation du signal).

~—
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