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Conjugaison complexe

A M(z)
Soit z=a+ ib = re"
i0

e alorszZ=a—ib =re " est le conjugué de z

e inversement, z ( = Z) est le conjugué de 7

Transformation M(z) —> M'(Z) : symétrie d'axe (Ox)

Conséquence : un réel est son propre conjugué

y

z—z=2ilm(z)

> X




Question

Quelle opération complexe sur |'affixe permet de transformer le point M(z) en son

symétrique M’'(z") par rapport a |'axe (Oy) ?

z=a+1ib

?7=—a+ib =—(a—1ib)=-2

/

— 7' = — Z est |'opération associée a la symétrie d'axe (Oy)
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Propriéetés du conjugué #1

La conjugaison conserve toutes les opérations : y

e 7+ 7 =7+ 7 (addition et soustraction)

(a+ib)+@+ib)=(@+a)+i(b+ D)
=(a+a)—ib+b)=(a—ib)+ (a'—1ib")

y

A

ﬁzz’

Z
Z' B
e 7-7' =77 (produit)
I ER | = A rexp(i0) - r' exp(i0) = rr exp[i(0 + 0)]

\ \\:\ 7 = rr'exp[—i(0 + )] = rexp(—if) - ' exp(—i6’
BERNSN pl—i(0 + ) p(=it) p(=it))
Lz

|

1

A




Propriétés du conjugué #2

La conjugaison conserve toutes les opérations : Yy
A
1 1 .
. 270): — | = — (inversion)
Z Z Z4
1 1 1 1 _ 1
— = = —exp(—i6 = =
z rexp(id) r p(=i0) z z 0
1
1 1 1 O|N: /_
= —exp(if) = — = — Z 0
r rexp(—id) zZ
Z

| &

, @#0): (é) == (quotient)
e

<
conséquence de |'inversion

e m€Z): 7"=(2)" (puissance)

conséquence du produit et du quotient

>» X
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Conséquence sur les équations de degré n

Soit I'équation polyndme de degré n : ay+ ax + a,x* + a,x> + ...+ a x" =0

o clle admet exactement n solutions dans C

De plus, ag+ ax + ax* + a,x° +...+ax"=0=0

= gytax+tax’+tax’+...+ax"=0
= WA AR+ G+ TGO+ ... +Tx =0
= +OX+LE+Ge +...+ax' =0

e si les coefficients ay, a;,a,,a;,...,a, sont réels alors @, = q;, k= 1..n

— aqy+aX+aX+aX +...+ax =0
—> x € C est solution < x € C est aussi solution

Une équation polynéme a coefficients réels admet

les solutions complexes par paires de conjuguées
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Illustration

Résoudre dans C I'équation x> — 3x% + 4x — 2 = 0 sachant qu'elle admet

x =141 comme solution

e L équation est de degré 3 donc je recherche 3 solutions

e On vérifie en essayant que x = 1 est solution (1 =3 +4 -2 =0)
e On sait que x = 1 + i est solution

o Les coefficients sont réels (1, — 3,4, —2) donc x =1 — i est la 3¢ solution

Remarques :

e |'équation s'écritaussi(x— 1Dx—1—-Dx—-1+4+17) =0

e des réels peuvent cacher des complexes

e toute équation polynéme a degré impair et a coefficients constants admet

au moins une solution réelle
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Questions

1. Résoudre dans C |'équation (1 +2i) - (z—3) =2

, - 2 2(1 = 2i0) 2 — 4
(1+2)(z—3)=2 << z—3 = - = : —
1+2i (1420 —2i) 5
~ 2 — 4 2—4i+ 15 17 — 44 17 4
— 7—3 = &= 7= = — 7=—+1—
5 5 5 5 5

, _ 2z —1 .
2. Résoudre dans C l'équation = |

z+ 1
27— 1 . 2z — 1 . . .
=] & = —] << 27—1=—1iz—1
z+ 1 z+ 1

|

= RL+4+i)z=1-i & z= l

241
— _(1—i)(2—i)_2—i—2i—1

T iz 5

= L3,
= — — —1
T35 5
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Egalité de deux complexes

On considére z=a +ib =rexp(if) et Z =a'+ ib' = r' exp (i0’)

a=a r=r
7=7 < < et — < et
b=> 0 =0 [2x]
Trouver z € C tel que Résoudre dans C ['équation
72 —i)=4+3i 722 =—27

—> Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont :
e méme partie réelle et méme partie imaginaire

e méme module et méme argument (au modulo 2x prés)
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Exemple #1

Trouver z € C tel que z(2 —1) =4 + 31

— on pose z = a + ib et |'on recherche a et b

72—-0) =443 <

—

I 11

!

(a+ib)2 —i) =4+ 3i
2a + 2ib — ia — i’b = 4 + 3i
2a + 2ib —ia+ b =4 + 3i
(2a + b) + i(—a + 2b) = 4 + 3i

2+ b =4
—a+2b=3

2a+b=4
—2a+4b =6

Sb=10—=b=2
—a=2b-3=1

—sz=142
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Exemple #2

Résoudre dans C I'équation z° = — 27
— on pose 7 = rexp(if) et I'on recherche r et 6
On remarque que —27 = 27 exp(in)

— [r exp(i@)]3 = 277 exp(ir)

= rlexp(i30) = 27 exp(irn) Ma(22)
73 =27 avec r > ()
— et
30 = r[2x]
P =27 = r=3 7 (27

30 =r27] > 0= |

— on trouve 3 solutions dans | — 7 ; 7]

qui se répétent dans R



Opérations particuliéres

Formules d’Euler
oi0

e Y = cos(—0) + isin(—0) = cos@ — isin 9

= cos@ +isind

o0 1 =il it _ o—i0
cos O = sinf = :
2 21
Formule de Moivre
(eié’)” — ein@

(cos 6 + i sin 6’)” = cos(nf) + i sin(nb)
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Complexes et formules de trigonomeétrie

Formule de Moivre pour n = 2 : (cos 8 + isin0)” = cos(20) + i sin(20)
& c0s’0+ i’sin” 0 + 2icos O sin O = cos(20) + i sin(26)
&> (cos*f — sin”0) +i (2 cos@sinh) = cos(20)+i sin(26)

— c0s(26) = cos? 8 — sin’ O et sin(20) = 2 cos O sin 9

Linéarisation de cos et sin :

. . 2 . . . .
. (eze_l_ ez@) esz_l_ e—sz_l_ 9) 1 <612x 4+ el2x> 1 1 + COS(ZX)
COSs“ 0 = = = — + = =

2 - 2 2 2 2
. 2\ 2 . . . .
5 618 _ 6—19 el2x + e—l2x _9 1 el2x + e—l2x 1 1 — COS(2X)
sin” @ = . = =—( - + - =
2i —4 2 2 2 2

Formules d’addition :
cos(a + b) + isin(a + b) = "91P) = ¢l x ¢
= (cosa + isina)(cosb + i sin b)

= (cosacosb —sinasinb) + i(sina cos b + cos a sin b)
| I

— cos(a + b) = cosacosb —sinasinb et sin(a + b) = sinacosb + cosa sin b
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