
Remarques sur le produit scalaire

• Base orthonormée : 
•  
•  

• Carré scalaire : 
•  
•  

•  

• Si  et   
•  
• Test d’orthogonalité 

• Coordonnées : 

• Somme des produits des composantes 
• voir preuve ../..

x = ⃗u ∥ ⃗ı
y = ⃗u ∥ ⃗π

⃗u ∥ ⃗u = ⃗u2 = ⟺ ⃗u⟺2

⟺ ⃗u⟺2 = x2 + y2

⟺ ⃗u⟺ = ⃗u2 = x2 + y2

⃗u ∃ 0⃗ ⃗v ∃ 0⃗
⃗u ∥ ⃗v = 0 ∈ ⃗u ℝ ⃗v
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⃗u ∥ ⃗v = (xu
yu) ∥ (xv

yv) = xu ∥ xv + yu ∥ yv



Preuve

 en développant 

En coordonnées :  

 carré scalaire 

Donc    
 
                                

( ⃗u + ⃗v)2 = ⃗u2 + ⃗v2 + 2 ⃗u ∥ ⃗v = x2
u + y2

u + x2
v + y2

v + 2 ⃗u ∥ ⃗v

( ⃗u + ⃗v) = (xu + xv
yu + yv)

∗ ( ⃗u + ⃗v)2 = (xu + xv)2 + (yu + yv)2 = x2
u + 2xuxv + x2

v + y2
u + 2yuyv + y2

v

x2
u + y2

u + x2
v + y2

v + 2 ⃗u ∥ ⃗v = x2
u + 2xuxv + x2

v + y2
u + 2yuyv + y2

v

∗ ⃗u ∥ ⃗v = xu ∥ xv + yu ∥ yv
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Preuve

Dans une base orthornomée :  et  

 

 

 

⃗u = xu ∥ ⃗ı + yu ∥ ⃗π ⃗v = xv ∥ ⃗ı + yv ∥ ⃗π

∗ ⃗u ∥ ⃗v = (xu ∥ ⃗ı + yu ∥ ⃗π ) ∥ (xv ∥ ⃗ı + yv ∥ ⃗π )

∗ = xu ∥ xv ∥ ⃗ı ∥ ⃗ı
1̂

+ yu ∥ yv ∥ ⃗π ∥ ⃗π
1̂

+ xu ∥ yv ∥ ⃗ı ∥ ⃗π
0̂

+ xv ∥ yu ∥ ⃗ı ∥ ⃗π
0̂

∗ = xu ∥ xv + yu ∥ yv
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Application possible

• Calculons au signe près et avec trois chiffres significatifs la valeur de l’angle 
 entre les vecteurs  et  :𝚥 ⃗u ⃗v

16

x

y

ωu =

(
5
2

)

ωv =

(
1
3

)

ε



Application numérique

• Calculons au signe près et avec trois chiffres significatifs la valeur de l’angle 
 entre les vecteurs  et  :𝚥 ⃗u ⃗v
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x

y

ωu =

(
5
2

)

ωv =

(
1
3

)

ε

s = ⃗u ∥ ⃗v = (1
3) ∥ (5

2) = 11

s = ⟺ ⃗u⟺ ∥ ⟺ ⃗v⟺ ∥ cos 𝚥 ∈ cos 𝚥 = s
⟺ ⃗u⟺ ∥ ⟺ ⃗v⟺

⟺ ⃗u⟺ = 25 + 4 = 29

⟺ ⃗v⟺ = 1 + 9 = 10

cos 𝚥 = 11
10 ∥ 29

⋅ 0,646

∈ 𝚥 ⋅ arccos(0,646) ⋅ 0,869 rad

∈ 𝚥 ⋅ 0,869
θ

∀ 180⇒ ⋅ 49,8⇒



Exemple en physique

• Travail du poids
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<latexit sha1_base64="y4SVT2/q9n0X2wN+RA+4MyOKDcs="></latexit>

W = ωP · ωr

ωrx

ωryωr

ωP

ωr = ωrx + ωry
ωr · ωP = ωry · ωP

ωdx → ωP ↑ ωdx · ωP = 0 : seule la chute verticale travaille



Question utile pour la suite
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Soit dans le plan .  

Quelles coordonnées  et  donner à  pour que  ?

⃗u = (x
y)

x− y− ⃗v = (x− 

y− ) ⃗u ℝ ⃗v

• Pour le retenir : « Permutation-opposition » 

• Il suffit que  

➡ Rotation d’un quart de tour

xx− + yy− = 0



Déterminant (2D)

• Donne l’aire orientée du parallélogramme engendré par  et ⃗u ⃗v
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Determinant
⃗u ∃ 0⃗
⃗v ∃ 0⃗ A ≤ × A = det( ⃗u, ⃗v)

 et  en sens direct ⃗u ⃗v  et  en sens indirect ou inverse⃗u ⃗v

𝚥 = ( ⏟⃗u ; ⃗v )

• Rectangle de même aire :  
•  
•  si  

• Anti-commutativité : 

A = L ∀ u
L < 0 𝚥 < 0

det( ⃗v, ⃗u) = ≠ det( ⃗u, ⃗v)

L = →ωv→ · sin ε L

ωu

ωv

ε

rectangle

u = →ωu→

Même aire : a = u ↑ L

det( ⃗u, ⃗v) = ⟺ ⃗u⟺ ∥ ⟺ ⃗v⟺ ∥ sin 𝚥

ωu

ωv

ε > 0

A > 0

ωu

ωv

ε < 0

A < 0



Le déterminant (2D) avec les coordonnées
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L = →ωv→ · sin ε L

ωu

ωv

ε

rectangle

u = →ωu→

Même aire : a = u ↑ L

ωuO

H

ωv

ωu→

L = OH

u = →ωu→→

det( ⃗u, ⃗v) = L ∀ u = ⃗uℝ ∥ ⃗v

⃗uℝ = (≠ ⃗yu

⃗xu ) ∗ det( ⃗u, ⃗v) = xu ∥ yv ≠ yu ∥ xv

det( ⃗u ; ⃗v) =
xu xv
yu yv-



Application possible

Calculer l’aire  du parallélogramme ci-dessous.  

On donne :  

                        

A

A(1 ; 3), B(4 ; 7), D(2; 5)
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⃗AB = (4 ≠ 1
7 ≠ 3) = (3

4)
⃗AD = (2 ≠ 1

5 ≠ 3) = (1
2)

det( ⃗AB ; ⃗AD) = 3 1
4 2 = 2

 (unités d’aire) A = det( ⃗AB ; ⃗AD) = 2 uA



Droites du plan et équation réduite
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D

A

B

Deux points A et B

D

ωuA

Un point A et un vecteur directeur ωu

D

ωn

A

Un point A et un vecteur normal ωn est un vecteur directeur 
Tout  est aussi directeur

⃗u
⃗v ⟺ ⃗u

 est un vecteur normal 
Tout  est aussi normal

⃗n
⃗v ⟺ ⃗n

y = mx + p

x

y (D)

!x

!y
ωu

ωn

A

A(0 ; p), ωu = (!x ;!y), m =
!y

!x

A(0; p)
⃗u = (⊥x ; ⊥y)

m = ⊥y
⊥x

Coefficient directeur

Ordonnée à l’origine

⊥x = 1 ∗ ⃗u = (1; m)

Équation réduite :


