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rédigées. Le barème est indicatif.

Exercice 1 : Question de cours (5 points)

1. (3 points) Soient E,F deux K-espaces vectoriels et A ⊂ E un sous-espace vectoriel de E.
Soit φ ∈ L(E,F ) une application linéaire. Démontrer que φ(A) = {φ(x), x ∈ A} est un
sous-espace vectoriel de F .

2. Soit P2 l’ensemble des fonctions polynomiales à coefficients réels de degré au plus 2. Soit
f l’application définie sur P2 par f(p) = p′, où p′ désigne la dérivée de p.
(a) (1 point) Montrer que f ∈ L(P2,P2).
(b) (1 point) Donner une famille génératrice de l’image de f .

Exercice 2 : (9 points)
Dans R3, on considère les vecteurs :

u1 = (1, 2, 3), u2 = (1,−1, 1), u3 = (3, 0, 5), v1 = (2,−5, 0) et v2 = (0, 3, 2).

Soient F = vect(u1, u2, u3) et G = {(x, y, z) ∈ R3| 5x+ 2y − 3z = 0}.
1. (1 point) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R3.
2. (1 point) Vérifier que u1, u2 et u3 appartiennent à G. En déduire que F ⊂ G.
3. (2 points) Montrer que v1 et v2 forment une base de G.
4. (3 points) Montrer que les vecteurs u1, u2 et u3 sont linéairement dépendants, puis que

u1 et u2 engendrent F .
5. (2 points) Déterminer la dimension de F . En déduire que F = G.

Exercice 3 : (7 points)
On pose E le R-espace vectoriel des fonctions dérivables et de dérivées continues de R dans R.
Soient F et G deux sous-ensembles de E définis par F = {f ∈ E| f(0) = f ′(0) = 0} et
G = {f ∈ E| f(x) = ax+ b, a, b ∈ R}. On admet que G est un sous-espace vectoriel de E.

1. (2 points) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
2. (1 point) Déterminer une base de G.
3. (2 points) Déterminer F ∩G.
4. (2 points) Montrer que E = F ⊕G.
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