





















































































































AX6OUX TD 5

Rercice 1 Burgers

Considérons l'EDP de Burgers
Opulait ulait2eUla tl 0

1

ucaon f47
1 Lescourbes caractéristiques vérifient E ul H E

o 20

donc dE z t t Jeu 3 JEU u Jele Dru 0

Donc t u z H t est
constante le longdes caractéristiques Ainsi 1 donne

t U 21H tl 3101 U no 0 fluo donc3G fluo t Xo
Lescaractéristiques sontdes droites dontlapente dépendduprofilinitial

2 f x 0 Vx ER done fest croissante Onsaitque lasolutionde
1 est donnée par ulait f plan t ou no plait estlepiedde
a caractéristique telleque xotflx.lt x Aitfixé soit l'application

et tfluo
elleest continue etstrictementcroissante t 70 4 xo 1 tf xo 1

Donc estbijective Deplus pour x A et a se tf A donc

Celal foi demême pourse B Qt x x tf B Celse jx
insi q est un C difféomorphisme de IR IR etpluit Chloe est

définie sur IR et t o
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ulx 0
profilinitial

ETI.ie

tn
droites

caractéristiques

de pente
1ff xd

x

Leprofil ulait a tendance à s'aplatir

3 20ER f xo co Ilexistedonc xp 20 tg flail f xo
La caractéristique x xo tf xo issuede xo etcelle issuede x1

x 21 tf as vont nécessairement se croiser à l'instant tt

Ê
x E f xo 21 E f x1
Et 91 0

f120 f121
21 je

Uestconstante surchacune des 2 caractéristiques mais comme

ulxotflx.lt t f xo etu an flant t f x1 fflaol
les 2valeurs rentrent en conflità t E on ne peutdéfinir u si E qui
ne peutprendre 2valeurs différentes



4 Traçons le profil initial etles caractéristiques x xo fluo t
1mg

Ud

0 L Je

0 L Je

Les caractéristiques vontnécessairement se croiser le profil de la solution

devient deplus en plusraide

ura
ÉÉE

Ud

0 L Je

L'instant t correspond au croisementde la caractéristique issuedexo o

x flo t Ugt avec la caractéristique issuede xo L

x Lt Udt donc t
y

Acetinstant lesommetdel'onde

rattrape le bas del'onde et leprofildevientvertical une discontinuité

apparaît Àpartirdecetinstant la méthode descaractéristiques devient
inopérante une onde dechoc apparaît et se propage



Exercice 2 Transportnumérique

Soit C 0 on considère Drucat C2xlelait 0 et le schéma

plicite suivant J MÛ
cuÎj1Î 0 oùuj u xj tn

St
avec St Ox respectivement pasde temps et d'espace Pour j ne IN
on a tn not et xj jdx On a donccréé une grilledepoints

maillage dans le plan at

On a up MÛ
c MF151Î 0

St

up Mj ÇI ujà up
nj 1 up Mf1
Mj 1 uj fuj.ir avec C 8

2 L'erreur de consistance s'obtient en injectant la solution exactedel'EDP
dans le schéma numérique

E St Ox ulaj tnt 1 ulmi tn fulajer tn
Par développementdeTaylor

Ulaj tu r U xj tn SeOtu aj tu 018ᵗʰ
Ulajer tn U xj tn ExDeee xj tu 0822

E St Ox U xj toi St 2Mai tn 0 842

1 ulxj.tn Gfulxjtml Ox2eUlxjtnl 0 8x4
St 2Mai tn dxdxulxj.tn 0 8t2 G08x2
St 2tU xj tm C2xUxj tml 018ᵗʰ 0 8 2

018ᵗʰ ÇI010m 010ᵗʰ Olotdal



3 Trayons f 1f
soit jso Xj jSx 0 Leschéma

1
s'écrit ujᵗ 1 4 uj FU.fi

à
Donc ui u Guji

Comme xj 0 Mj f xj 1 doncMj 1 j 0 De même

Mj 1 G up_Feujs et comme uj 1 j on a Mj 0 j
Parrécurrence immédiate on a u 1 j o

D'autrepart on saitque la solutionexacte est une onde ulx t f x ct
et f x ctl D si x et 1 Donc ula t O six et 1 et

xj.tn 0sisej ctn 1 OnUj 1 j o donc le schéma

nepeutpasconverger vers la bonne solution et ce Stso da 0 car

au xj 0 et tn assezgrand u xj tu 0 et up 1

Rq leschéma va toujours chercher l'information vers la droite

ujᵗ m̂ MÊ
alorsquel'onde se propage depuis la gauche vers ladroite Leschéma

estdonc malconçu car ne respectepas la physiqueduproblème

4 Soit flu Ecas IJ on a nj flag fljose Eco JT
11 E 1

E
I I I i i s dentsdescie

Le schémer donne Uj 1 f À fuir
Pour n o UÎ 1 G E 1 t Ef 1 5ᵗʰ 1 2f 1 t



Tu n 1 Uj 1 f Up Mf1 1 2f E 1
2 1

E 1 f 1

Par récurrence on a Uj E 1 2,1 1 avec

11U Il mg
x ej Ef1 2

avec E O C 0 f70 donc 1 26 1 Ainsi 11U la tandis

que la solutionexacte ulx t f x ct vérifie 11mL tl lo llfllo E

Ainsi le schéma produitdessolutions numériques non bornées alorsque la
solution exacte est bornée schéma instable

Exercice 3 Lax Friedrichs

Onconsidère le schéma J MÀ Î cMÉ1 0

1 Ujᵗ ufe Uji MF1 ÉE

Â Ep Mûr avec e 81st

Notons
que le schéma va bienchercherl'information àgauche j 1 et àdroite

f 1

2 Elst Ox U aj tu 1 etseju tn ulajte tn
Par développements deTaylor

Elst Ox u aj tn St2pm aj tn 0 8ᵗʰ

ulaj tn duJeuagita OÙ2 ulxj.tn Odx31

ulaytm duJeuagita OÙ2 ulxj.tn Odx31



8 2 U Kj tn Çe au rj tn _dû25majtu 0 dé ONE

Eyedtlarulxj.tn
c2eulajitml 08t2 O dx O StSx Odx3

01014 010 4 a

8 1 5 Été
On a donc une erreur deconsistance d'ordre 2 commepour leschémaprécédent
3 Pourétudier la stabilité on prend fin eike donc f la eikidu

et lorsque lafréquence vaut k f x eil eit 1 la fonction

esten dentdescie cfexo2 Montrons
parrécurrence sur n que

Mj G k Mj Hyp

Parconstruction c'estvraipour nio SupposonsHyp vraie Alors

ui E uja E F1

Et GlkUjs 1 E Glk
Onsaitque Mj eikid donc

Uj G k 1 eik5118 1 eik tion

akiLYE.EE
e

fI
Onreconnaît UP G K Tej Donc on a bien Hyp

Etudions le module de Glk
Glk 1 E eiko 1 eiko cas kde Gisin kssel

Donc Glk cas kde Càsin kda 1 1 sinKde

mai siKel 1 resp Hp 1 alors Glk 1 resp G k 1



4 Losque f1 1 1 1

alors uj Glk uj lui
mjaxlui m.grujl Ilaille Iluillo

Lesvaleurs calculées par le schéma restentbornées par la
donnéeinitiale Ainsi

leschéma deLFeststable Comme ilestconsistantd'ordre2 leschéma

estconvergent etd'ordre 2 1 1 Ceschéma estintéressant carapplicable

sgn c

Rq Onpeutmontrer 11m Il lu 11 pour une
donnée initiale quelconque

etpas seulementpour une donnée initiale oscillante typeeik

Eneffet si 1,1 E 1Re et leursommevaut1

Ainsi Mj estune combinaison convexe des valeursMf1 etufr donc
111e II 11M Il 11M lls

On a même mieux

1ff mij le schémaestmonotone

Exercice 4 Lax Wendroff

On considère le schéma explicite

MI MÛ cMÂYÂ Cht MÂT ÊuÊ 0
Et

Qu'onréécrit

Mj Mj ÇI Uji Uji 28 Mj 24JMj 0

Onpose 1 Çà On a alors



Mj Uji E Mj 1 12 Mf1
ntr
2
Mj 1 Maj r r Mj

2 Portons lasolutionexacte u xj tn dans le schéma

E u aj tu 1 1 12 ufrj s tn 1 r ulsejtn 12 1 ulajti.tn

ulxj.tn St2rle xj tn 8E2Euxj tn O SE

1 12 ulajitml dxpelebej.tn 82ᵉàulxj.tn djI2julxjtml 0 8x
1 12 u ajim
r 1 ulajitml dxzeleloej.tn 82ᵉàulxj.tn djI2julxjtml 0 8x
Statuxj.tn 2fulxjitnltrdx2eulxj.tn
1 Iulaj tn O SE 18 2 ulajtn 111 240 8 4

Comme u estsolution de 2pm Cd le 0 alors St Iru carte D

et est rdx pardéfinition de donc Stark 1522e 0

Deplus
2 u c2mtu 0 G

au carte 0
siau cain 0

Ainsi Dieu Ditu Castle en portant ça dens x on obtient

l'équation desondes Din C 2in 0

Donc SHIFU 25ᵗʰ2in Statu idâsim 0

Ilrestedonc E Et Ex O SE Sabin r 111 010 4 il

faut tenir compte de r est dé donc rose cotisé Or

rose cotisé Staé etRdx c St dâ Stix

Donc Elst Ox 01St3 0 Stai



3 Calculons commentleschéma amplifie le signal f a au coursdutemps
Montrons

par
récurrence

que pegi Uj GlkUj
Glk 1 m 12 1 eiko 1411é

L'initialisationest immédiate Supposons Hyp vraie Alors

Mj i n Glk uj.in n n G k u j r r Glkmûr
Glk étau In il u Ié u

Glk G K Uj Glk u j
On a doncque IG k 1 n r r eikd n'aléikda

et Glk 1 m rienkda insin kda
IGRIP 1 n n'as kda resin kda assezdélicatàmajorer

Utilisons unpeudegéométrie on considère leplancomplexe

Glk 1 12 toss KSx insim kda
L'ensemble n'as Kx insin kda KEIR décritune ellipsedontles

axes desymétrie sont I donc 1 12 14 Kox insin koa KEIR
décrit It obtenue

par
translation de 1 m 0

1h1

à te
la

I

Tourquel'ellipse mauve soitcontenue

dans le disqueunité ilsuffitque Il
v1 1 et 1 2m 1



Ces conditionssont satisfaites si 141C 1 c'estune condition suffisante

destabilitéduschéma deLax Wendroff

4 Onremarque queMj estune moyennepondérée deujs uj etUfs
affectés des coefficients 1 1 m 1 Les3coefficients sommentbien

à 1 normal car le schémadoitêtre exactpourlessolutions constantes mais

lorsque Ink 1 1 ou estnégatif donc impossibledegarantir

que min u MjMj 1 ej mix
u MjMj 1

impossible donc degarantirque l'mille lu 11ns

Remarques Leschémaeststable pour1 1 1 et consistantd'ordre3

Ilestdonc convergent etc'est un schémad'aide 2 entempset

en espace Mais il n'estpasmonotone

Très complexe de produire des schémas précis etmonotones


