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Exercice1 Schéma deHeun

a Montrons que la quadrature de Gauss Radan

f glande Iglo 3g
estexacte pour n'importequelpolynômededegré 2 Testons l'exactitude

sur la base deR2 x Vect 1,2 x2 on prenddonc g t 1 4th

ff1dix 1 Spedse 1 0 34

fax 0

Or comme g glande et y g o g sontdesformeslinéaires

ellessontégales sur R2 x

Remarque pour y a x Slide donc la

quadraturen'estpasexacte sur IR x

b Etudions l'erreur de consistance y to h y1 On fait un développement
deTaylor à l'ordre3

y tothe y to hy to 12y to y to 01h

Remarque cela supposeque tu y H estau moins C mais

c'est une conséquencesimple de fe C Pourquoi Car j flyl
donc y C et parcomposition f y ECᵒ donc y E C donc

y C mais alors f y EC don y EC donc y C etc
Par récurrence on a doncbienque YECk k 0 un tel argument

est appelée bootstrap
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Calculons les dérivées successives y y y grâce à l'EDO

y fly y f y Y f y f y par composition

y f y y fly f y fly y parproduit
f y f y f y fly

Ainsi on a le développementdeTaylor

y toth Yo hfyo If ydflyo
f yoflyo ftp.lpflyol o n

T

considérons d'autrepart ya yo h 1f yo f Us 1

or f Us f yo f ur développons le à l'ordre 2

Remarque On développe àl'ordre2 car f Us estmultipliépar hdans 1
nobtient

flus f yo f ur f yo 2 f11214 yd k 2

Explicitonsmaintenant f ur f yo f yo pourcela on le développe

àl'ordre 1 celasuffitcar f ur seramultipliéau totalparh dans 2

f ur f yo flyd f yo h2 3

Portonsmaintenant 3 dans 2

f Us f yo 21 f yo f yo flyolf yo
291f yo f yo fly f yo R

Remarque nulbesoinde développer f yo fly f yo dansce contexte

na donc f les f yo f yo f yo
flyolfly f yof1907 01h3

4

Onportemaintenant 4 dans 1
2



On a donc

y Yo h f yo f yo f yoflyol
Afly f yo4f yof1905 01h

Yo hfly f yofly f yo f yo f yo f yo 06h

En comparant r avec T on trouvebien y to k y 0 h Donc

erreur deconsistance esten 01h
c Soit T 0 et tn inh avec 4 0 le passupposéconstant

L'erreurglobaleestdéfiniecomme lepq.jpy tn Ynl
LeschémadeHeun

estun schéma à un pas
y y I toyo h

oui I estla fonctionnelle Itto y h fyo f yo 2ff yo tf yo
Deplus f E Lipy donc 1f y f1271 L y 71 et il estainsifacile
maislégérementchiant devérifierque IELipy
Par théorèmede convergence des schémas à un pas on a

ntffuz.lytm Yn 01h31

donc le schéma de Heun estconvergentetestd'ordre3

Remarque lescalculssont simples du faitque l'ED y f y est
autonome i e f ne dépend pasde t Cependant onpeuttoujoursseramener
à une équation autonome Eneffetsoity f ty Onpose Z G t yCH

On a donc Z H 1 y H 1 f ry 1 f Z et enposant
F Z 1 f z on s'estbien ramené à une ED autonome mais on

a augmenté la dimensionde la solution de 1
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Exercice 2 Schémasmultipas

Ecrivons le schéma en prenant n j 1

Inti hym 59m 1 h 4f tnyn 2f tm r Yn e
ils'agitbiend'un schéma multipas dontl'erreurde consistance estdéfiniepar

y tmr 4y tm 5g tn 1 h 4f tnyn 2 f tu s Yn r
càd

Ech y tnth 4y tn 5g tn h h 4f tnyn 2 f tu h y tu h
Onutilise lefaitque f t y A J'CH et on obtient

Elk y tu h hy tm Sy tn h h 4y tm 2y tn h

On effectue deux développements deTaylor à l'arche4

y tu h y tm hy tm 42y tm y tn 01h

y tn h y tn hy tm 42y tn y tn 01h
t un autre à l'ordre 2

y tu h y Chul hey tn Izy tm h

Onporte maintenantces 3 développements dans E h

E h y tu hy tm Kay tm y tn y tm

5 y tn hy tm y tn y tnt 4hy tm

2h y Chul hey tm Izy tm 0 k

1 4 5 y tm 1 5 4 2 hy tu 2 h y tm

1 h y tm h

0 h

Tour7 0 le schémaproduitune suitevérifiant la relationderécurrence

linéaire suivante Yutz 4yn e 5yn 0
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L'équationcaractéristique est 12 4 5 1 1 1 5 0 donc

lessolutionssont yn A 1 BC 5 si A BEIR sontdéterminés

a la année desoetsi 135g p
insi Yn yo 1y 9021 C 5 Notons queC 5 n'estpasborné

quand on Ainsi si au coursducalcul 2termesconsécutifs ne sont

paségaux à une précision infinie sipar exemple yo y eps précmachine

alors le facteur 5 va amplifier cettequantitéaussiminimesoitelle

et au boutdequelques dizaines d'itérations Yu ref 5 sera non borné

Comme la solution exactede y O est y cte le schémadonnerades

erreurs deplus en plusgrandes et ne convergerapas

Exercice3 SchémaBDF2

a Soit hoo toe IR Ondéfinit ts to h te to 2h et on sedonne

3valeurs réelles yoyoyo En considérant le polynômed'interpolation

9 t vérifiant q ti Yi Vie 0,1 2 on vientde se donner en fait
3nœuds d'interpolation donc 9E IR 2 t Exprimons le polynômepar
laméthodede Newton

9th y tro t to y to ti t to t til y toits te

ou y toits Y't 91 0

y toita ta
Y ta ta Y toit

92 1 91Yo
t2 to 2h

42 241 Yo
5 2h2



Remarque si vous n'êtespasfamiliers avec lesdifférencesdiviséesde
Newton vous pouvezutiliser l'interpolation deLagrange

Ainsi q t yo t to 91 0 t to t ta 42 291 40
2h2

b Dérivons le polynômeq parrapport ait

9th 91 0 t.tl t to 9222 30

Enposant t ta on a

942 91590 3h 92 221240 31282 281 129
h

Pardéfinition duschéma dedifférentiationrétrograde on approxime

y tuto parq tmr sui qestle polynôme d'interpolationdey t
aux 3nœuds Entr tn tn 1 D'après la formule obtenue en b

q tmr Ymer 24m Yn 1 1

donc en remplaçantdans J tn 1 f tuer y tmr on obtientbien

9ms 29m Yn r h f tuerYu r

d SoitQ y 2yn Yn r h f tuery On écrit

Q y 417 2f f tuer y f tuer Z

y y plz 2,1 L y 21 car f tuer Lip pour h

suffisammentpetit et 022 1

DoncCestcontractante sur IR et admetun uniquepointfixe obtenucomme
limite de la suitedesitérées Pour calculerYmir on calcule quelques
térations àpartirde la valeurinitialeYu cold

y Qlyn y a 9141 84 j 4 y j 1 _6



Mais comme on a un schémer approchéperformant seules quelques itérations

suffiront

e Soit la suite récurrente Yn 1 24m Yu 1 0

D'après le cours elle est bornée ne N'ssi lesracinesde l'eqcaract

3
2 2 1 0 sontdemodule 1 etque lesracines demodule

1 sontdemultiplicité 1 Ici 3
2 2 1 t

les racines sont 1 racine simple et donc la condition destabilité

estvérifiée

f Exprimons l'erreurde consistance

E h y tuh 2g tnt y tn h hf tu h y tu h

y tu h 2y tnt y tn h hy tu h
Effectuons des développements deTaylor autourde tn

y tuh y tm hy tm Kay tm 01h3

y tu h y tm _hy tm Kay tm 01h31

y tn h y tm hy tm 0 h

etpartons les dans E k

ECH yCtml hy tm y tm 2y tm yUn hy tm

y tnt h y tu hy tm 01h31

0 h donc l'erreur de insistance estbien 01h3

g D'après e le schémaeststable d'après f il estcroissantdoncpar
théorèmedeconvergence desschémas multipas il converge Comme l'erreurest

en dh il estd'ordre2 7



Exercice4 ED avec terme sourceraide

L'équation différentielle s'écrit y y Icsst équationlinéaire

L'équation homogène a lessolutions déᵗ 1ER cherchantune solution

particulièresousforme acsst bsint Cab IR on trouveainsiparidentification

a 11,2 et b 2 AE

Lasolution générale estdonc

yen déᵗ 1ˢᵗ 911E
t avec la C I y 0 0 on a

YCH 1,2 ê 1 2 E11E
or comme ECC 1 1 22 1 1 0 E donc

y t ét est Esint 0 E

a Le schéma d'Eulerest yn 1 Yn hf tnyn ici la fonction

f est définie comme f tig 1 y 1cost donc on a

Yntr In h Yn css tut 1 yn LeCsstm

b Pourrésoudre l'équation on s'inspire de la démercheclassiquepour
l'équation différentielle Onrésoutd'abord l'équation homogène

Entr 1 E En quiestune suitegéométrique En C 1 CER

Oncherche ensuite une solparticulière sous la formeyn Acsstn Brinton

insi Yu Acsstm BsinEntr ACss tuh Bsin Erth

Acsh Bsinh castn Boosh Asink sintn
Paridentification avec ymir 1 te yn as tu onobtientlesystème2 2

Acsh Bainh A 1 te
Asinh Bush B 1 E 8



A ooh_ 1 E Bsinh
Asinh Blessh G E 0

MX B avec AB
T

esh 1 sink

sink cash p
et B 0T

Le déterminantest detM esh 1 sin h 20 donc onpeut

déterminer AetB Onutilise que cesh 1 K sink h 01h31

ton écrit detM E40 E 1 Oche

Ainsi A depp j'ftp1
1 0 hee

et B jeu p
E KEYI Exo her

Ainsila solution générale deCal est donnée par
Yn C 1 E Acsstn Baintn

C 1 coton Esin tu 0 ha

Si on veutyo 0 on a C 1 donc

yn 1 E castu Esintn Oche
c Lasolutionnumérique estbornée ssi 1 E estbornée ce qui
estle cas si 1 C1 h 22E

d Le schémad'Euler implicites'écrit

Yuta Yn hf tuerYmir
Yn h Inti css tnt

1 EYmer Yn on tuti
_g



Oncommenceparrésoudre l'équation homogène

1 En 1 Zn quiestlasuitegéométrique Zn C 1 CER

Encherchant une sol particulière sous la formeAcsstn Bsintn on trouve

Un C 1 1 7 coton Esintn 0 hE

Maintenant y est
bornée ssi 1 estbornée donc si 1 1 1

cequiesttoujoursvérifié car ho
e sur la figure en haut pourk 1.9 5 on voitque la solution numérique
oscillefortementavantdeconvergertrèslentement

Pour h 1.857f les oscillations sontmoinsfortes etla convergencesemble

plusrapide

Sur lafigure en dessous pour h 3f lasolutionnumériquecalculée
avec le schémad'Eulerexplicitediverge Celaconfirme bienle
résultatde la question c E sik 2E on a une solution non

bornée Pour h 2E lesoscillations s'estompent lasolutionestbornée

Sur la figure avecEulerimplicite il n'y apas
d'oscillationsparasites la

solution estbornéemêmepour h 2E On remarquetoutdemême un
écartentre lesdeuxsolutions pour t petit

Remarque Lasolution exacte étre cost Esint O E comprend

une partie transitoire étre é tendanttrèsvite vers 0 Le
schéma d'Eulerimplicite étantd'ordre 1 il n'estpasassezprécis

pourcapturer
cettevariationbrusqueentre et 1

Sur la dernière figure le schéma est d'ordre2 etsemble capturer la

phasetransitoirepour t petitet bien approcher la sol exacte sans



restriction sur h L'équation y y Csst possède une solution

quivarie brusquement ainsi le schéma d'E E nécessite dechoisir

un pas h trèspetitsinon il sera instable

Les schémas implicites donnentdesrésultatscorrects sansrestrictionsur le

pasde temps Ils sontd'autant précis que l'ordre estélevé

Remarque la fonction flt g y cost estlipschitzienneparrapport
a y mais la

constante de Lipschitz L 1 c'estcequirend

difficile la convergencedesschémasexplicitessansfixer unpashtrès

petit
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