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Exercice 1 : Fonctions polynomiales
Soit Py 'ensemble des fonctions polynomiales a coefficients réels de degré au plus 2. Montrer que
F = {p € P2 p(1) = 0} est un sous-espace vectoriel de P et donner sa dimension.

Exercice 2 : Somme directe
Soit u = (1,1,...,1) et F = vect(u) puis G = {(x1,...,2,) € R", 1 +...+ 2, =0}.

1. Montrer que G et F sont des sous-espaces vectoriels de R™.
2. Montrer que R" = F & G.
3. Quelle est la dimension de F'?

Exercice 3 : Suites
Dans cet exercice on se donne (a,b) € R? et 'ensemble E, , défini par :

Eup = {u= (up)nen t.q- Upyo = a+ bsin(up4+1) + 3unt1 — 2u, Vn e N}.

On note RN I’ensemble des suites a coefficients réels.
On note e = (e,)nen telle que e, = 0 pour tout n € N et f = (f,)nen telle que f,, = 7 pour tout
n € N.

Le but de I'exercice est de savoir si F, ;, est un sous-espace vectoriel de RN | et si oui, & en donner
une base.

1. On suppose a # 0. Montrer que e ¢ E,
2. On suppose a = 0. Montrer que f € Eyp.
3. Montrer que si F,; est un sous-espace vectoriel de RN alors a = b = 0.

4. Montrer que Ej est un sous-espace vectoriel de RN.

Dans la suite, on se concentre sur l'espace Epo. On note et = (e} ),en telle que e, = 2™ pour
tout n € N et e~ = (e, )nen telle que e, = 1 pour tout n € N.

5. Montrer que et € Ey et e € Ep .
6. On se donne u € Ey g.

(a) Montrer qu’il existe une unique paire (X, 1) € R? telle que :
A+ p = uy, 20+ 1= ug.

(b) En déduire par récurrence que u,, = Ae;r +pe,, pour tout n € N puis que u = Ae™+pue™.

(¢) Que pouvez-vous dire de la famille {e™, e™} pour espace Ej .



7. On se donne (A, 1) € R?
(a) Montrer I'implication
Xet +pue - =e= A=pu=0.
Indication : On pourra réutiliser le systéme en A, 4 étudié auparavant pour une valeur
bien choisie de ug et uq.
(b) Que pouvez-vous dire de la famille {e*, e~} dans I'espace RY.

8. Que représente la famille {e*, e~} pour l'espace Ey g ?



