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Solutions TD 1 : Matrices

Exercice 1.
u-v=uv)={(3,1,-1),(1,2,-3)) =3+2+3 =8.

On sait que u-v = ||ul| x [|[v|| x cos(£(u;Vv)). Alors,

8= /3 + 124 (—1)2 x /124 22 + (=3)2 x cos(£(u; v)) = V11 x V14 x cos(Z(u; v)).

Donc, cos(£(u;v)) = \/118“4 ~ am5 ~ 0, 6446.
L’angle cherché est donc donné par arccos(0.6446) ~ 0, 8702963631.

Exercice 2.
a) On rappelle que i = (1,0,0),j = (0,1,0) et £ = (0,0,1). Donc,

X =2u+v+4dw = (4i — 2j + 6k) + (2 — 2k) + 4(—k) = 4i = 4(1,0,0) = (4,0,0).

b) Un vecteur perpendiculaire & w = (0,0, —1) et x = (4,0,0) est donné par

gk
xxw=det| 4 0 0 | =i0)—j(—4)+k(0)=4j = (0,4,0).
00 —1

¢) Un vecteur perpendiculaire & w = (0,0, —1) et v = (0,2, —2) est donné par

ik
vxw=det [ 0 2 =2 | =i(=2) —j(0) + k(0) = —2i = (—2,0,0).
00 —1

d) Ils sont orthogonaux car 3s = 3(1,6) = (3,18) = t.
1 4 1 5 2 9
(o) (e 3)=(5 )

(1 4N[(1 5\ (148 5-12\ ([ 9 -7
AB_<0—1><2—3)_(0—2 0+3)_(—2 3)'
(1 5 1 5\(1 4\ (1 5 140 4-5

B+BA_(2—3)+(2—3)(0 —1)‘(2—3>+<2+0 8+3>

Exercice 3.

S
|
—_
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(1 s, (L Y24
2 =3 2 11 ) \4 8
o1 4 AN[(1 4\ (140 4—4\[/1 4
S \0 —1 -1 0 -1 /) \04+0 0+1 0 —1
10\/1 4\ (1 4
0 1 0 -1 /) \0 -1
s o1 5\ (1 4 _(3 15) (1 4\ (2 11
35 A_3(2—3 0 -1/ \6 -9 0 -1/ \6 -8

-1 5 3
Exercice 4. Soit A = 0 —4 -2
1 0 2
a)
-1 5) 3
det 0 —4 -2 :(—1)det(_4 _2>—(0)det(5 3>+(1)det< > 3)
1 0 9 0 2 0 2 —4 =2

=(-1)(-8)+0+ (1)(-10+12) =8+2=10#0

A est donc inversible.

On rappelle que A™' = —=—(d;;) avee dj; = (—1)" det Aj; out Aj; est la matrice obtenue

a partir de A en supprimant la ligne j et la colonne i. Nous avons
-4 =2
1+1 _
di; = (—1) det( 0 2) 8,

dis = (—1)*2 det ( o ) — 10,
diy = (—1)"*3 det ( _i :g ) =2,
dyy = (—1)*" det ( (1) _3 ) = -2,
dyy = (—1)*"2 det ( _} ‘;’ ) = -5,
dog = (—1)**3 det ( _(1) 3 ) = -2,
ds; = (—1)%*! det ( (1) _g ) =4,

dsy = (—1)%*2 det ( _} (5) ) =5,
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-1 5
— (_1)3+3 —

Obtenant
1 -8 —-10 2
A=—| -2 -5 =2
W\ 4 5 4
-1 01
b) A" = 5 —4 0
3 =2 2

c) AA' £ I3. A n’est donc pas orthogonale.
Exercice 5.
¢ [ cost —sinf cosf sinf
A4 _( sin cosé’) (—sin@ cos 0

- cos?20 +sin?0 cosfhsinh — cosOsin b (10
sin @ cos§ — sin 8 cos 6 sin? +cos?6 )\ 0 1

A est bien orthogonale.

Exercice 6.
a) det(A)zdet( L _le ) =—-1-0=-1.

det(B) = det ; _

On en déduit det(AB) = det(A)det(B) = (—1)(—13) = 13.
3 5
b)f“z(é _i‘)aBl:(g _E)'
13 13
_3 _17
On en déduit (AB)™' = B7'A™! = ( E 13 )
13

Exercice 7.

DO =

1 1
det A =det | 2 1| = (1)det( L1 >—(1)det < 21 )—i—(l)det ( 21 ) =0-3+3=0.
1 9 2 2 1 2 1 2

Comme det A # 0 il n’y a pas de solution unique.
r+y+z =2
A partir du systéme : 2r+y+z =3
r+2y+2z =3
La difference de deux premiéres équations donne x = 1 et en remplagant cette valeur
dans la premiére équation on obtient y = 1 — z. Nous avons une infinité de solutions
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(1,1 — 2, 2z) dépendant du paramétre z.

r+y+z =2
Exercice 8. ¢ 2z +y+2 =3
r+2y+z =3
La difference de deux premiéres équations donne x = 1 et en remplacant cette valeur dans
la premiére équation on obtient ¥y = 1 — 2. En remplagant z = 1 et y = 1 — 2 dans la
troisiéme équation on obtient z = 0. Finalement, nous trouvons y = 1. Nous avons que
I'unique solution est (1,1,0).
Exercice 9. a) Calculons

A 2
D = det 22—
2 2

Alors,

2—-A 2 2 2 2 2—-X
D—(2—>\)det< ) 2_)\>—2det(2 2_)\>+2det(2 2)

= (2=N)[(2=X)2—4]—2[2(2— ) —4]+2[4—2(2—))] = (2= ) (4 N> —4)—4(2—\)+8+8—4(2—))
= (2=A)(—4A+A?) =8 +4A+16—8+4\ = —8A+2A7+4N7 = N3 +8)\ = =N\ +67% = —(A—6)\?

On a donc que les valeurs propres sont Ay = 0, Ay = 0 et A3 = 6 (qui sont les racines de
—(A=6)A2=0).
20+ 2y + 22 = Ox
b) Pour A =0, on a le systéme { 2z + 2y + 2z = Oy
20 + 2y + 22 =0z
On en déduit que x = —y — z Il existe donc une infinité de solutions sous la forme
(—y — z,y, z) dépendant des paramétres y et z. Deux solutions particuliéres sont (—1,1,0)
et (—1,0,1).
20 + 2y + 2z = 6x
Pour A = 6, on a le systéme ¢ 2z + 2y + 2z = 6y ou encore
20 + 2y + 22 = 62

—4dr+2y+22=0...(1)
20 —4y+22=0...(2)
2r +2y —42=10...(3)

En prenant (1) — (2) on obtient —6z + 6y = 0 et donc x = y. Simlairement, en prenant
(1) — (3) on obtient x = z et (2) — (3) on obtient y = z. Il existe donc une infinité de
solutions sous la forme (z,z, x). Une solution particuliére est (1,1, 1).

Exercice 10. (a) Calculons
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3—A 1 0
D = det 1 3—A 1 |=0
0 1 3—-A

Alors,

3—A 1 1 0
D—(B—A)det( 1 3_)\)—det(1 3_)\>+0

=B-NB-)"-D-(B-N-0=B-N)(B-1"-2)=0
Nous avons (3 — \)
2

((3—=X)?*—2) =0 quand 3 — X\ = 0, c’est-a-dire quand A\ = 3, ou bien
quand (3 — \)% —

=M — 6\ +7 =0, c’est-a-dire quand A = 3 + /2.

y=0

z + 2z =0 Nous avons une infinité de solutions
y=0

donné par (—z,0, z) dépendant du parameétre z.

(b) Pour A = 3, le systéme devient

Y= +v/2z
Pour A = 3 + /2, le systéme devient { z + z = £y

y = +v2z2

Nous avons une infinité de solutions donné par (z, £v/2z, z) dépendant du paramétre 2.

REVISIONS ET APPROFONDISSEMENT
Exercice 11. Soient

2 3 4 -1 1 0 1
A= 450 |,B=| -1 -3 4|, a=|2|ety=(40 1)

-1 0 3 0 1 6 3

4 -6 -8

—24=| -8 —10 0

2 0 -6

14 4

A+B=| 32 —

11 9

x + y n’est pas possible (les tailles des matrices sont différente)

-5 =3 12
AB=1| -9 —11 -20
1 2 18
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2 2 -4
BA = —-10 —18 -—16
—2 5 18
20
Az =1 11
8

xA n’est pas possible (le nombre de colonnes de z est différent du nombre de lignes de A)

By n’est pas possible (le nombre de colonnes de B est différent du nombre de lignes de v)

yB = (—4,5,6)

Exercice 12 D’abord on calcul B

1 0 0 cos) —sinf 0 cos —sinf 0
B=| 0 cos¢ —sing sinff  cosf 0 | = | sinfcosp cosfcosy —sing
0 sinp  cosy 0 0 1 sinflsiny cosfsingy  cosy
nous
cosf sinfcosy sinfsing
B'=| —sinf cosfcosy cosfsing
0. —sing cos
On a
c0529+sin29+0 cos 6 sin 6 cos ¢ — sin 6 cos 6 cos ¢ + 0 cos 6 sin ¢ — sin 6 cos @ sin ¢ + 0
BB = ( sin 6 cos ¢ cos @ — sin 6 cos 6 cos ¢ + 0 sin? 6 cos? © + cos? 6 cos? © + sin? © sin? 6 cos ¢ sin @ + cos? 6 cos ¢ sin ¢ — sin ¢ cos ¢ >
sin € sin ¢ cos @ — sin § sin p cos 6 + 0 sin? 6 sin ¢ cos ¢ + cos? 6 sin ¢ cos ¢ — sin ¢ cos @ sin? 6 sin? %2} + cos? 6 sin? 7 + cos? @
ou encore
cos? 0 + sin2 @ 0 0
BB = 0 cos? p(sin? @ + cos? 0) +sin? p  cos psin p(sin? § + cos? ) — sin @ cos @
0 singcosp(sin? 6 + cos? §) — sin @ cos @ sin? ¢ (sin? 0 + cos? §) + cos? ¢
et donc
1 00
BB'=1 010
0 0 1

B est également orthogonale.
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Exercice 13.

3 4 5
7 8 9
10 11 12 | =1x6 x 10 x 13 x 15.
0 13 14
0 0 15

det

S OO O
S OO DN

Exercice 14.

Soit o = (v/5 4 1)/2 (nombre d’or) et ¢ = 1/+/2(p + 2).

(a) Les valeurs propres sont : A\ = a+ ¢S, Ay =a+ (¢ —1)8,\3=a—(p—1)5 et
A =a—f

(b) Les vecteurs propres orthonormales sont :

1 %) %) 1

1 -1 —
T =c g , Ty = C 1 , Ty = C 1 et ry=c 4
1 —p %) —1



