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Filtrage Analogique

• Rappels & compléments
• Synthèse de filtres d’ordre supérieur à 2
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Rappels & compléments
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Rappels & compléments
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5
Rappels & compléments



Rappels & compléments

• Un filtre est défini par sa fonction de transfert 
F(p) qui permet de connaître
– La réponse temporelle

X(t) -> Y(t) avec   Y(t)=L-1[F(p).X(p)]
– La réponse harmonique (p=jw)

• Module et argument pour représenter la réponse 
harmonique d’un filtre

• Gabarit pour représenter les spécifications d’un 
filtre

• Un filtre est dit linéaire s’il ne fait apparaître 
aucune composante spectrale dans le signal de 
sortie
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Rappels & compléments : gabarits

• Passe-bas

– Caractéristique dans la bande passante (wc)
• Atténuation ou ondulation max : Ap

– Caractéristique dans la bande atténuée (ws)
• Atténuation min : As

– Bande de transition (ws- wc) <-> ordre du filtre
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Rappels & compléments : gabarits

• Passe-bas

• Passe-haut
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Rappels & compléments : gabarits

• Passe-bande

– Deux bandes atténuées
– Symétrie géométrique 

=> Bande de transition identiques (échelle log)
synthèse à l’aide de passe-bande élémentaires

– Pas de symétrie => passe-haut plus passe-bas

1sw 2sw21 cc ww
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Rappels & compléments : gabarits

• Passe-bande

• Réjecteur
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Filtrage analogique

• Rappels & compléments
• Synthèse de filtres d’ordre supérieur à 2

– Filtres à amortissement critique
– Filtres de Butterworth
– Filtres de Chebyshev
– Conclusions
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Filtres à amortissement critique

• Réalisation d’un filtre passe-bas d’ordre n par 
association de n cellules identiques du 1er ordre

• Réponse obtenue ?

• Calcul d’un filtre ?
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Il faut calculer n et a à nombre de cellules et constante de temps
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Filtres à amortissement critique
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Filtres à amortissement critique: 
Solution 1

• Equation n°1 : a est déduit de wc et de Ap
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Filtres à amortissement critique: 
Solution 1

• Equation n°2 : on utilise l’expression de a pour 
calculer le gain en fin de bande de transition
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Filtres à amortissement critique: 
Solution 2

• Equation n°1 : a est déduit de ws et de As
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• Equation n°2 : on utilise l’expression de a pour 
calculer le gain en limite de bande passante
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Filtres à amortissement critique: 
Solution 2
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Filtres à amortissement critique : 
calcul d’un passe-bas

• 1ère étape : on calcule l’atténuation obtenue pour 
différentes valeurs de n et on retient une valeur 
« suffisante » pour obtenir une atténuation au 
moins égale à As en limite de bande de transition.

• 2ème étape : on calcule alors la constante de 
temps des n sections 
de premier ordre (max de a)

• et la fonction de 
transfert souhaitée

• Le filtre nécessaire est composé de n cellules du 
premier ordre de constante de temps égale à a.
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Filtres à amortissement critique :
Exemple 

• Pulsation de coupure : wc = 103 rd/s (Ap=3dB)
• Bande atténuée : ws= 5.103 rd/s (As=30dB)
• On calcule la valeur de l’atténuation en limite de 

bande de transition pour différents  n
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2 4 5 10 20 32 64 100
1 6,99 12,30 14,15 20,04 26,03 30,11 36,12 40,00
2 8,49 17,65 21,10 32,55 44,44 52,57 64,60 72,35
3 9,29 21,38 26,25 42,94 60,63 72,80 90,83 102,45
4 9,79 24,20 30,33 51,97 75,39 91,58 115,59 131,09
5 10,14 26,44 33,69 60,03 89,08 109,27 139,27 158,63
6 10,39 28,27 36,52 67,33 101,93 126,11 162,07 185,30
7 10,58 29,80 38,96 74,01 114,08 142,22 184,15 211,25
8 10,73 31,11 41,09 80,18 125,65 157,73 205,62 236,57
9 10,86 32,23 42,96 85,91 136,69 172,71 226,54 261,36
10 10,96 33,21 44,63 91,26 147,29 187,21 246,98 285,66
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Filtres à amortissement critique :
Exemple

• On peut alors calculer la constante de temps des 
4 sections du premier ordre

• Et en déduire la fonction de transfert souhaitée 
pour le passe-bas

• Il faut quatre cellules du premier ordre de 
constante de temps égale à 434 µs
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Filtres à amortissement critique :
calcul d’un passe-haut
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Filtres à amortissement critique :
calcul d’un passe-haut
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Filtres à amortissement critique :
calcul d’un passe-haut

0
-Ap

-As

wc         ws                                     w

dB
jH )( w

0
-Ap

-As

ws wc w

dB
jH )( w

conservéssont    sp AetA

)(
1)('
pb

ph
c

c wa
wa

×
=×

a
1

'
1
a

)(
)(

)(
)(

pb
pb

ph
ph

c

s

s

c

w
w

w
w

=

Sélectivité identique

24



Filtres à amortissement critique :
calcul d’un passe-haut

• 1ère étape : transposition du filtre passe-haut

• Exemple :

• 2ème étape : calcul du filtre transposé (passe-bas)
– Ordre du filtre nécessaire : n
– Calcul de a.wc(pb)

• 3ème étape : calcul de la constante de temps du 
filtre passe-haut
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Exercice

• Calculer la fonction de transfert du filtre à 
amortissement critique correspondant au 
gabarit ci-contre.

• Proposer une implantation matérielle pour ce 
filtre. 
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Filtrage analogique 

• Rappels & compléments
• Synthèse de filtres d’ordre supérieur à 2

– Filtres à amortissement critique
– Filtres de Butterworth
– Filtres de Chebyshev
– Conclusions
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28
Généralités

• Un filtre de Butterworth est un filtre linéaire 
conçu pour posséder un gain constant dans sa 
bande passante.

• Les filtres de Butterworth sont les seuls filtres 
linéaires dont la forme générale est similaire 
pour tous les ordres (sauf pente dans la bande 
de coupure)

• Les filtres de Butterworth ont les courbes de 
réponse les plus plates dans la bande passante 
(pas de rebond), ce sont les filtres les plus 
utilisés.



Généralités

• On réalise un filtre de Butterworth par la mise 
en cascade de sections du 2nd ordre avec 
éventuellement une section du 1er ordre pour les 
ordres impairs

• Un filtre de Butterworth d’ordre n
est de la 
forme :

• Ou Bn(p) est un polynôme de Butterworth dont 
les propriétés principales sont :
–
– est une fonction strictement croissante

n

n jB
2

0

1)( ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
+=

w
ww

0pour n     2)( www ="=jBn
)( wjBn

29

)(
)(ou          

)(
1)( 0

pB

p

pH
pB

pH
n

n

ph
n

pb

÷÷
ø

ö
çç
è

æ

==
w



Les polynômes de Butterworth

• Un premier ordre est un filtre de Butterworth
• Butterworth du 2nd ordre 

– avec m=0.707 : 
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Les polynômes de Butterworth

• Butterworth du 3ème ordre : une section du 2nd

ordre avec m=0,5 et une section du premier 
ordre

• Les polynômes Bn(p) principaux avec
– 2ème ordre : (1+1.414p’+p’2) 
– 3ème ordre : (1+p’+p’2) (1+p’)
– 4ème ordre : (1+1.848p’+p’2) (1+0.765p’+p’2)
– 5ème ordre : (1+1.618p’+p’2) (1+0.618p’+p’2) (1+p’)

• Passe-bas :
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Synthèse d’un passe-bas
32



Synthèse d’un passe-bas
33

Pour les filtres de Butterwoth, on retiendra :

- Dans la bande passante, la réponse est la plus plate possible 
(il n’y a pas d’ondulation).

- En dehors de la bande transmise, et à des fréquences très 
supérieures à la fréquence de coupure, on retrouve les 
caractéristiques classiques d’un filtre d’ordre n, avec une 
croissance de 20.n dB/dec.

- Quelque soit la valeur de l’ordre n, l’affaiblissement à la 
fréquence de coupure est de -3dB.

- La phase est linéaire (les signaux ne sont pas déformés).



Synthèse d’un passe-bas

• Cas d’un filtre ayant une atténuation maximale de 
3 dB dans la bande passante

34
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Synthèse d’un passe-bas

• On calcule l’ordre du filtre à partir de 
l’atténuation souhaitée en limite de bande de 
transition (début de bande d’arrêt)
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Exemple

• Pulsation de coupure : w0 = 103 rd/s (Ap = -3dB)
• Bande atténuée : ws = 5.103 rd/s (As = -30dB)
• Il suffit de déduire l’ordre nécessaire de 

l’atténuation souhaitée As et du rapport entre ws
et w0

• On choisit l’ordre entier immédiatement 
supérieur à n=3
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Exemple

• Par rapport à l’utilisation de sections du premier 
ordre :
– 3ème ordre suffit - Gain dans la bande plus stable -

Bande de transition plus faible
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Exemple

• avec gain unitaire
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Nous ne pouvons pas afficher 
l’image.

Nous ne pouvons pas afficher l’image.
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• avec gain égal à 2
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Filtres de Butterworth généralisé

• On souhaite fixer librement l’atténuation dans la 
bande passante à polynôme généralisé

• 1ère étape : calcul de e à w=wc donnant une 
atténuation Ap en limite de bande passante
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Filtres de Butterworth généralisé

• 2ème étape : on calcule l’ordre du filtre à partir de 
l’atténuation souhaitée en limite de bande de 
transition

• 3ème étape : calcul de w0 
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Exemple de synthèse d’un passe-bas 
dans le cas général (Ap≠3dB)

• Exemple :
– Pulsation de coupure : wc = 103 rd/s (Ap = -1dB)
– Bande atténuée : ws= 5.103 rd/s (As = -30dB)

• 1ère étape : calcul de e à w=wc

• 2ème et 3ème étape : calcul de n puis calcul de w0 
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Exemple de synthèse d’un passe-bas 
dans le cas général (Ap≠3dB)

• On utilise alors le polynôme classique pour un 
ordre 3
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Autres types de réponses

• Réponse de type passe-haut
– On calcule le passe-bas de même 

sélectivité et de même pulsation 
de coupure

– On détermine e et n pour le passe-bas 
– On calcule alors w0

– On assemble alors les cellules passe-haut 
correspondant au polynôme de degré n

• Réponse de type passe-bande et réjecteur
– On calcule un filtre passe-bas et un filtre passe-haut 

que l’on met en cascade ou en parallèle
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Exercice

• Calculer la fonction de transfert du filtre de 
Butterworth correspondant au gabarit ci-
dessous.

• Proposer une implantation matérielle pour ce 
filtre. 
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Filtrage analogique

• Rappels & compléments
– Généralités
– Filtres actifs du 1er ordre
– Filtres actifs du 2nd ordre

• Synthèse de filtres d’ordre supérieur à 2
– Filtres à amortissement critique
– Filtres de Butterworth
– Filtres de Chebyshev
– Conclusions
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Filtres de Chebyshev

• Il existe deux types de filtres de Chebyshev et 
donc deux types de fonction de transfert pour 
des filtres passe-bas :
– Chebyshev de type 1 qui 

présente des oscillations 
dans la bande passante
à e permets de régler le taux d’ondulation

– Chebyshev de type 2 qui 
présente des oscillations 
dans la bande d’arrêt

– Cn(x) est un polynôme spécifique d’ordre n
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Filtres de Chebyshev

• Les polynômes de Chebyshev

• Propriétés de ces polynômes
– Cn(1) = 1 quel que soit n
– Cn(0) = 0 pour les ordres impairs
– Cn(0) = ±1 pour les ordres pairs
– Oscillations entre ±1 du polynôme entre x=0 et x=1
– augmentation monotone du polynôme pour x>1
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Filtres de Chebyshev

• Les polynômes de Chebyshev pour n = 2 à 5
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Filtres de Chebyshev
passe-bas de type 1

• Variations dans la bande passante
– w/wc ≤ 1 à Cn

2(x) est toujours inférieur à 1 

• Variations en dehors de la bande passante
– w/wc > 1 à Cn(x) est positif et croissant 
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Chebyshev type I : 
4ème ordre (-3dB)
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Chebyshev type I : 
4ème ordre (-3dB)
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Calcul d’un filtre de Chebyshev passe-
bas de type I

• Etape 1 : le taux d’ondulation Ap (en dB) dans la 
bande passante permet de calculer e
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Calcul d’un filtre de Chebyshev passe-
bas de type I

• Etape 2 : détermination de l’ordre du filtre à 
partir de la largeur de la bande de transition et 
de l’atténuation requise en limite de bande 
d’arrêt.

• Solution 1
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Calcul d’un filtre de Chebyshev passe-
bas de type I

• Solution 2, on calcule

• On choisit alors la valeur de n entière et 
immédiatement supérieure
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Calcul d’un filtre de Chebyshev passe-
bas de type I

• Etape 3 : implantation matérielle
– Ecriture de la fonction de transfert
– Mise en forme de la fonction de transfert
– Implantation à l’aide de cellules du 1er et du 2nd ordre
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Calcul d’un filtre de Chebyshev passe-
bas de type I

• Exemple :
– Pulsation de coupure : wc = 103 rd/s (Amax=3dB)
– Bande atténuée : ws= 5.103 rd/s (Amin=30dB)

• 3dB à e=1 :
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Calcul d’un filtre de Chebyshev passe-
bas de type I

• On choisit le polynôme correspondant à n et e et 
on effectue le remplacement suivant :

• On vérifie :
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Calcul d’un filtre de Chebyshev passe-
bas de type I

• Par rapport à l’utilisation de sections du premier 
ordre ou d’un filtre de Butterworth:
– 2nd ordre suffit - Gain dans la bande moins stable
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Calcul d’un filtre de Chebyshev passe-
bas de type I
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Implantation matérielle

• On part de la fonction de transfert du 2nd ordre 

• On fait ensuite apparaître le dénominateur 
caractéristique d’un 2nd ordre synthétisable
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Implantation matérielle

• Sallen-Key 
Passe-bas à 
gain unitaire (Av=1) -
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Implantation matérielle

• Sallen-Key 
Passe-bas 
symétrique -

+ VS
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Implantation matérielle
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dBjH )( w

)(Hzf
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Gain max : 2,96dB

-31dB @ 5 krad/s

0dB @ 1000 rad/s



Calcul d’un filtre de Chebyshev passe-
haut de type I

• On détermine l’ordre du filtre passe-bas de 
même sélectivité.

• On choisit le polynôme correspondant à n et e
mais cette fois-ci on effectue le remplacement 
suivant :
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Exercice

• Calculer la fonction de transfert du filtre de 
Chebyshev correspondant au gabarit ci-dessous.

• Proposer une implantation matérielle pour ce 
filtre. 
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Comparaison des fonctions de 
transfert
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Filtres de Tchebycheff:

Plus sélectif en fréquence que Butterworth:
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Les polynômes de Tchebycheff sont définis par: 

Filtres de Tchebycheff
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Filtres de Bessel :
Pour qu’un signal ne soit pas déformé par un système linéaire,
il faut qu’il subisse un retard pur: y(t)=A x(t-W).

Le gain du système est donc G(Z)=A exp(-jZW).
La phase du filtre varie linéairement avec la fréquence.
Un tel filtre est non causal donc non physique, le filtre de Bessel
est celui qui approche le mieux un filtre à phase linéaire.
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Filtres de Bessel
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Comparaison des fonctions de transfert (filtres d’ordre 3)
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Performances des filtres analogiques
Résumé des caractéristiques des 3 types de filtres analogiques:

Tchebycheff optimise la pente de coupure, 

Butterworth optimise la réponse plate en bande passante, 

Bessel optimise la réponse indicielle.



Filtrage analogique

• Rappels & compléments
• Synthèse de filtres d’ordre supérieur à 2

– Filtres à amortissement critique
– Filtres de Butterworth
– Filtres de Chebyshev
– Filtres de Bessel
– Conclusions
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Filtres de Bessel (ou Thompson)

• Réponse en amplitude dans la BP sans ondulation
• Déphasage linéaire
• Distorsion minimale sur les signaux non 

sinusoidaux
• Fonction de Bessel

– F(p) = e-p = 1/ (Ch(p) + Sh(p))

• Polynomes de Bessel
– P0 = 1
– P1 = P+1
– Pn = (2n-1) Pn-1 + P2 Pn-2
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Filtres de Bessel (réponse indicielle)
71

Réponses indicielles comparées pour 3 types de filtres répondant au même gabarit

(Amax=3dB, Amin=40 dB, fp=100 Hz, fa=300 Hz)



Pôlynome de Bessel
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Après normalisation
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Comparaison des filtres
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·

D(j!)

D1(j!) = 1 + j!/!1



5 sections du 1er ordre
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Filtres de Butterworth (n=5)
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Filtres de Chebyshev type I (n=5)
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Filtres de Bessel (n=5)
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Les filtres actifs principaux
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