HAP604P Mécanique quantique 2 — L3 Physique Fondamentale — Université de Montpellier — 2025

Examen — Session 2

Exercice 1 (8 points) : Questions courtes

Toute réponse doit étre justifiée, soit par un petit calcul soit par des arguments (vous pouvez
faire référence aux résultats du cours). Si une réponse vous prend plus que deux lignes, elle
est probablement plus compliquée que nécessaire.
1. Soient A et B deux opérateurs sur un espace de Hilbert qui vérifient [A, B] = 0. Soit
|1)) un vecteur propre de A avec Bly) # 0.
Montrez : B|y)) est aussi vecteur propre de A, avec la méme valeur propre que [¢).
2. Citez un exemple d’un systeme physique avec deux observables différentes A et B et
un état |¢) avec les caractéristiques de question 1.
Pour la suite, on regarde un oscillateur harmonique 1-dimensionnel de fréquence w. Comme
d’habitude, on dénomme par H le hamiltonien, par a et a' les opérateurs d’échelle et par
In) (n=0,1,2,...) les états stationnaires normalisés.
3. Calculez [H, a.
4. L’oscillateur est dans I’état normalisé |¢) = \/ig |1) + ¢ |3), ol ¢ est une constante
réelle positive. Trouvez la valeur de c.
5. Pour Iétat |1) de question 4., calculez (H).
6. Pour le méme état |¢)), donnez ali)).

Enfin on regarde une particule en trois dimensions avec moment cinétique orbital f, impul-
sion P et un hamiltonien qui ne dépend pas du temps et qui est invariant par rotations.

7. Calculez [L;, P;].
8. Combien de quantités conservées indépendantes y a-t-il au minimum ?

Exercice 2 (4 points) : Représentation d’impulsion

On regarde une particule de masse m en une dimension dans un puits de potentiel profond
et étroit que 'on assimile a une distribution delta de Dirac. L’expression du potentiel dans
la représentation de position est alors V(z) = —Ad(z), o A > 0 est une constante réelle.
Soit [1) un état stationnaire d’énergie £ < 0.

1. Enoncez I’équation de Schrodinger indépendante du temps dans ’espace des positions.

2. Montrez que la transformée de Fourier du terme V' (z)y(x) ne dépend pas de p et que,
par conséquent, la fonction d’onde dans la représentation d’impulsion peut s’écrire

~ N
1/’(17) = m, N = constante.

Avec la condition (1|¢)) = 1, exprimez N en fonction de E et de m.

3. Calculez (P), (X) et (P?) dans I'état |¢b). Sachant que (X?) = _f;E, vérifiez que le

principe d’incertitude pour les observables P et X est satisfait.

Indications : Les calculs se simplifient si on tient compte de la parité des intégrandes.

La primitive de f(p) = (ap? + b)/(p* + ¢?)? est 3 (;f&gi?f) + bt‘;‘? arctan ’—C’> + const., et

lim, 1o arctanx = +7.




Exercice 3 (3 points) : Moment cinétique

On donne les trois matrices 4 x 4 par blocs

h(d 0
Jk_E( 0 O.k) (k_17273)7

1 02 et 03 sont les matrices de Pauli et “0” représente la matrice nulle 2 x 2.

ou o
1. Montrez que [Jq,Jo] = ihe1a3ds.
De la méme fagon on peut montrer (pas demandé ici) que [Jq, J3] = ihegz1 Iy et que [Jq, T3] =
1he130Jo. Les matrices J; forment alors une représentation du moment cinétique.
2. Calculez J2. La représentation est-elle irréductible ? Si oui, a quel spin corresponde-
t-elle ?
3. Donnez une base de vecteurs propres communs de J3 et de J2.

Exercice 4 (5 points) : Atome d’hydrogéne

On considere les états n = 2 d’un atome d’hydrogene.
1. Donnez 'énergie de ces états en eV, sans prise en compte de la structure fine.
2. Quel est le degré de dégénérescence de ce niveau énergétique, si on prend en compte
le fait que I’électron est une particule de spin—% ?
On rappelle que le hamiltonien du couplage spin-orbite, dans la représentation de position
et en coordonnées sphériques, peut s’écrire

e - o

3
S, L-S=)L®S.
=1

3. Montrez que L-S = %(ﬁ —L2— §2>, ot J = L+ S. Pour le calcul de leffet
du couplage spin-orbite sur les niveaux énergétiques, pourquoi est-ce que la base
In, 1, s, j,m;) d’états propres de J2 et J3 est mieux adaptée qu’'une base d’états propres
de Lz et S3 7 Toujours pour n = 2, quelles sont les possibles valeurs de j et m; ?

4. Calculez le décalage énergétique des états |[n =2,1=1,s = %,j, m;) induit par Hyg,
en fonction de j, au premier ordre en théorie des perturbations. On donne Ry (r) =

Ly e r/Cw) gt [Fre~frdr =2 (B> 0).

Formulaire : Matrices de Pauli 0! = ( (1) é ) , 02 = < (Z) _OZ ) , 0% = ( (1) _01 )
Moment cinétique : [J;,J;] = 1), €;xJy, valeurs propres de IR+ 1) (25 € N),
valeurs propres de J3 : hm (—j < m < j), opérateurs d’échelle JL = J; +iJy avec Jo|jm) =
hy/j(j +1) = m(m £ 1)|j (m £1)). MC orbital : L = X AP donc L; = 3, € X, P
Fonctions d’onde des états stationnaires de 'atome de H : ¢y, (7,0, ¢) = Ru(r)Y;™ (0, ¢).
Rayon de Bohr ag = h2/(m.e?). Spectre d’énergies E, = —<% (n € N¥), By = —13.6 V.

T o2RZp2 A
Oscillateur harmonique 1-dimensionnel : H = hw(afa + ) avec a = /22 (X + -LP),

alln) = Vn+1ln+1) et ajn) = /nln—1). |a,al] = 1. Energies E, = hw(n + 3). Etat
fondamental (z]0) = (mw/ﬂh)l/4 exp(—mwz?/2h). Etats cohérents alo) = aja) (a € C).
Transformée de Fourier : f(p) = [*°_dx f(z)e #*/" et son inverse f(z) = [* B f(p)eirs/,
Principe d’'incertitude : avec (AA)? = (A?) — (A)?, (AA)(AB) > 5 [([A,B])|.

Théorie des perturbations : pour H = Hg + AW et avec (W),,,, = (¢§2)|W|¢720)>, on a
Bn = B+ MW + X Epn (W) (B = B) + O(N).



