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EPREUVE

Exercice 1 : Identité de Gordon

Donnez u(p)(p — m) et (p — m)u(p). Ensuite montrez que
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Exercice 2 : QED scalaire

On rappelle que le lagrangien d’un champ scalaire complexe libre

L = (0,0)"(0"¢) —m*|of
est invariant par la transformation ¢ — @€’ avec a constant, le courant de Noether
étant donné par J* =i ((0“¢T)¢ — qﬁ@“qﬁ). On ajoute maintenant un champ de jauge
A, et on souhaite que la transformation ci-dessus soit une symétrie de la théorie qui
en résulte, méme si « n’est pas constant mais une fonction de I’espace-temps.

1. Donnez l'expression du lagrangien (y compris le terme cinétique pour A,,).

On rappelle que le propagateur du champ scalaire complexe est
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De plus dans cette théorie il y a deux vertex dont les regles de Feynman sont, en
fonction du couplage e,
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2. Tracez tous les diagrammes de Feynman a une boucle qui contribuent a la re-
normalisation du propagateur du photon. Donnez les expressions algébriques
des diagrammes amputés (sans les évaluer).

3. Donnez ’élément de matrice My pour la diffusion ¢y — ¢y dans I'espace
d’impulsions au niveau de l'arbre (attention, il y a plusieurs diagrammes
qui y contribuent). On désignera par p (p’) 'impulsion du photon incident
(émergent) et par q (¢ = p+ q —p') celle du scalaire incident (émergent).

4. On supposera que les photons incidents et émergents ne sont pas pola-
risés. Donnez l'expression de |Mg|? (la barre indiquant qu’il faut prendre
la somme/la moyenne des polarisations de fagon appropriée).



Exercice 3 : Modéle O(N) et transformation de Hubbard-Stratonovich

Une variante du modéle O(N ) contient N champs scalaires réels ¢;(x) avec le la-
grangien

1. Montrez que L4 est invariant par la transformation ¢; — &; + >, Rijé; +
O(||R|)?) pour R une matrice N x N antisymétrique. Y a-t-il d’autres termes
renormalisables qui sont aussi invariants et qui manquent dans L, ?

2. Donnez la regle de Feynman pour le vertex a quatre scalaires
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dans l'espace d’impulsions (pas de justification détaillée nécessaire).

On introduit un champ scalaire o(x) dit champ auziliaire et le lagrangien
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3. Qu’est-ce qui semble manquer dans £, ? Donnez la dimension de masse de o.

4. Montrez que L, est équivalent a L4 au niveau classique (les équations de
mouvement pour les ¢; sont les mémes si on prend en compte celle de o).

5. Montrez que les théories sont équivalentes au niveau quantique, c.-a.-d. les
fonctionnelles génératrices sont les mémes a une constante pres :
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6. En d dimensions, avec S,[¢;,0] = [ d%z L, évaluez I'intégrale fonctionnelle
sans sources sur les ¢; avec I'approximation du point col,
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afin d’obtenir une expression de I’action effective (non locale) pour o seul.

7. Pour ce dernier résultat, apres un changement de variables 0 — 6 = o/ VN,
donnez un argument pourquoi ’approximation du point col devient exacte
dans la limite N — oo. Pour &(x) = &y constant, montrez que la valeur de
0o au point col est donnée implicitement par
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En déduisez la valeur de &y en fonction de d en régularisation dimensionnelle.

Indications : Pour un opérateur O, on a logdet O = Trlog O. Pour une fonction F,
on a

TrF(D):(VT)/((;jTl;dF(—kQ) ou (VT) = 69(0).




