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Épreuve

Exercice 1 : Anomalie chirale

Soit ψ un fermion de Dirac dans un champ de fond électromagnétique classique avec
quadripotentiel Aµ. Le lagrangien est

L = ψ(iD/−m)ψ , D/ = γµ(∂µ + iAµ) .

On définit la densité du courant axial j5
µ et la densité pseudoscalaire P par

j5
µ(x) = ψ(x)γµγ

5ψ(x) , P (x) = ψ(x)γ5ψ(x)

où γ5 = iγ0γ1γ2γ3. Rappellons que {γµ, γ5} = 0.

1. Donnez les équations de mouvement classiques pour ψ et ψ.

2. Au niveau classique, exprimez la divergence ∂µj5
µ en fonction de P .

3. Soit β(x) une fonction ; on donne la transformation

ψ(x) → ψ′(x) = eiβ(x)γ5ψ(x) , ψ(x) → ψ′(x) = ψ(x)eiβ(x)γ5 , S → S ′ .

Calculez δS′

δβ

∣∣∣
β=0

.

On peut montrer (pas demandé ici) que la mesure de l’intégrale de chemin n’est
pas invariante par cette transformation, mais elle se transforme comme Dψ′Dψ′ =
DψDψ J [β,Aµ] avec le jacobien donné par

J [β,Aµ] = exp

(
i

16π2

∫
d4x β(x)Fµν(x)Fκλ(x)εµνκλ

)
.

On regarde maintenant la fonctionnelle génératrice comme fonctionnelle des sources
fermioniques η, η̄, du potentiel du champ de fond classique Aµ et de β :

Z[η, η̄, Aµ, β] =

∫
Dψ′Dψ′ exp

(
iS ′[ψ′, ψ′, Aµ] + i

∫
dx (η̄ψ′ + ψ′η)

)
.

3. Z doit être invariant (c.à.d. indépendant de β). En déduisez une expression
pour ∂µ〈0| j5

µ(x)|0〉 en fonction de 〈0|P (x)|0〉 et du champ de fond Fµν .

Exercice 2 : Désintégration µ→ eγ

Certaines théories au-délà du modèle standard prédisent un couplage effectif entre
l’électron, le muon et le photon avec la règle de Feynman

eµ

A
ν

q

= cγµνqµ .



Ici c est une constante (de dimension de masse −1) et q est l’impulsion du photon.

1. Vérifiez l’identité de Ward pour l’élément de matriceMfi de la désintégration
µ→ eγ au niveau d’arbre.

2. Calculez la largeur Γ(µ→ eγ) au premier ordre en fonction de c et de la
masse du muon. On négligera la masse de l’électron.

Indication : On a les identités (γµν)†γ0 = γ0γµν , tr (γµγνγκγλγρ . . .)︸ ︷︷ ︸
nombre impair de facteurs

= 0 et

tr γµγνκγλγρκ = −2 gµνgλρ + gµλgνρ − 2 gµρgνλ.

Exercice 3 : Interaction φ6

Pour un champ scalaire réel φ, on propose le lagrangien suivant :

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− m2

2
φ2 − λ

4!
φ4 − C

6!
φ6 .

Ici C > 0 est une constante de couplage réelle.

1. Donnez la dimension de C et la règle de Feynman qui correspond au dernier
terme. (Pas de calcul requis ; toute réponse correcte à une phase complexe
près sera acceptée.)

2. Au niveau des graphes d’arbre, tracez tous les diagrammes de Feynman
connexes inéquivalents qui contribuent à la fonction à 6 points

〈0|Tφ(x1)φ(x2)φ(x3)φ(x4)φ(x5)φ(x6)|0〉 .

3. Au niveau d’une boucle, trouvez un diagramme 1PI (irréductible à une par-
ticule) divergent qui contribue à la fonction à 6 points. Donnez l’expression
algébrique qui correspond à ce diagramme amputé en régularisation dimen-
sionnelle. Il n’y a pas besoin d’évaluer les intégrales sur les paramètres de
Feynman.

4. Montrez que la fonction à 8 points aussi reçoit des contributions divergentes
des diagrammes 1PI à une boucle.

(En théorie des perturbations renormalisée, il faut alors introduire un contre-terme
pour un vertex à 8 points et une condition de renormalisation correspondante pour
un processus avec 8 particles externes.)

5. Esquissez une preuve que la théorie nécessite en fait une infinité de contre-
termes (et donc une infinité de conditions de renormalisation).

Indication : Vous pouvez utiliser les résultats du cours pour la renormalisation de
la théorie φ4 sans preuve.


