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Épreuve

Exercice 1 : Champ scalaire complexe

On regarde un champ scalaire complexe classique ϕ(t, x⃗) avec l’action

S =

∫
d4x L , L = ∂µϕ

∗∂µϕ−m2 |ϕ|2 − λ

4
|ϕ|4 .

1. Donnez les équations de mouvement pour ϕ et ϕ∗.

2. Donnez les moments conjugués πϕ et πϕ∗ de ϕ et ϕ∗. Écrivez la densité ha-
miltonienne H en fonction de πϕ et πϕ∗ , de ϕ et ϕ∗ et de leurs gradients
spatiales.

3. Les équations de de Hamilton sont les deux équations

ϕ̇ =
∂H
∂πϕ

− ∇⃗ · ∂H
∂(∇⃗πϕ)

, π̇ϕ = −∂H
∂ϕ

+ ∇⃗ · ∂H
∂(∇⃗ϕ)

et leurs conjuguées complexes. Montrez qu’elles impliquent les équations de
mouvement de 1.

Exercice 2 : Parité

Soit ϕ(t, x⃗) un champ scalaire réel quantique libre et a(p⃗) et a†(p⃗) les opérateurs
d’annihilation et de création associés. On définit

Π =
π

2

∫
d̃k

(
a†(k⃗)a(k⃗)− a†(k⃗)a(−k⃗)

)
.

1. L’opérateur Π est-il hermitien ?

2. Calculez [Π, a(p⃗)], [Π, a†(p⃗)] et [Π, H], où H est le hamiltonien.

3. Montrez que

[Π, ϕ(t, x⃗)] =
π

2

(
ϕ̂(t, x⃗)− ϕ̂(t,−x⃗)

)
, où ϕ̂(t, x⃗) ≡

∫
d̃p

(
a†(p⃗)eipx − a(p⃗)e−ipx

)
.

En notant que
ˆ̂
ϕ = ϕ, déduisez-en les expressions de

[Π, [Π, . . . , [Π, ϕ(t, x⃗)]]]︸ ︷︷ ︸
n commutateurs

pour n ≥ 2 pair et n impair, en fonction de ϕ et ϕ̂. Enfin, calculez
eiΠϕ(t, x⃗)e−iΠ avec la formule de Baker-Campbell-Hausdorff,

eABe−A = B + [A,B] +
1

2!
[A, [A,B]] + . . .+

1

n!
[A, [A, . . . , [A,B]]]︸ ︷︷ ︸

n commutateurs

+ . . .

Simplifiez votre résultat autant que possible.



Exercice 3 : Propagateur du photon dans la jauge Rξ

La densité lagrangienne d’un photon Aµ couplé à une source Jµ peut s’écrire, dans
une jauge appelée jauge Rξ,

L = −1

4
FµνF

µν − 1

2ξ
(∂µA

µ)2 − AµJ
µ .

Ici ξ est un paramètre réel et Fµν est le champ électromagnétique habituel. On définit
la fonctionnelle génératrice comme d’habitude par l’intégrale de chemin sur A :

Z[J ] =

∫
DA exp (i S[A, J ]) , S[A, J ] =

∫
d4x L .

1. Écrivez l’action dans la forme

S[A, J ] =
1

2

∫
d4x

(
Aµ(x)D

µνAν(x)− 2Aµ(x)J
µ(x) + (divergence totale)

)
,

où Dµν est un opérateur différentiel approprié dépendant de ξ.

2. Trouvez l’inverse de l’opérateur Dµν dans l’espace de Fourier. Utilisez votre
résultat pour écrire Z[J ] dans la forme

Z[J ] = Z[0]× (une fonctionnelle qui n’implique pas d’intégrale de chemin) .

Indication : qu’est-ce qu’on obtient quand on simplifie l’expression(
−k2gµν +

ξ − 1

ξ
kµkν

)(
−k2gνλ − (ξ − 1)kνkλ

)
?

3. Déduisez-en une représentation intégrale de la fonction à deux points du
photon ⟨0|TAµ(x)Aν(y)|0⟩ dans la jauge Rξ, analogue à celle du propagateur
de Feynman pour un champ scalaire.


