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TD 5 : Sous-espaces vectoriels et déterminants

Décomposition de R™

Exercice 1 :

1. Montrer que la famille suivante est une base de C3
e; = (1,-1,i), ey=(-1,4,1), e3=(i,1,—1).
2. Calculer les coordonnées du vecteur x = (1 44,1 — i,4) dans cette base.

Exercice 2 :
Soient a € R et E le sous-espace vectoriel de R* engendré par

(1,&,27—1), (_27370" 1)5 (_1707271)3 (2,-1,@, 1)

1. Pour quelles valeurs de a a-ton égalité £ = R*?

2. On suppose que a = —2. Déterminer une base de E et trouver une équation linéaire qui
caractérise les coordonnées (dans la base canonique) des éléments de E parmi les vecteurs
de R%.

Calculs de déterminants

Exercice 3 :
Calculer les déterminants suivants.

, 12 -1 0 2 -1
‘(112') 23@ i -1 =i |, 10 1,
12 (1+1i) -1 1 0
1 2 3 4 5 6
1 0 1 0 (1) (1) ; 91 ; 0 -1 2 3¢ ™3 4 5
2 1 2 -4 | o oogl 00 3 =2 -1 0
L—1 0 =3" |0 | 5 5 5 00 0 -2 -11
1 1 -1 2 0 L 11 o0 0 o0 1 V2
00 0 0 0 -1




Exercice 4 :
Calculer les déterminants des matrices suivantes, éventuellement en fonction des paramétres
recensés.

t 0 2 0 1 2 10 0 1 2 4
~1 1 0|x|-1 ¢t 0], teRr, 32 0]+(0 1 6
0 2 1 1 01 1 2 -1 00 3

Exercice 5 :
Calculer les déterminants suivants, éventuellement en fonction des paramétres recensés.

a—b—c 2a 2a g _xl Pl 8
20 b—c—a 2b , (a,b,c) € R 0 0 = 1 (a,b,c,d, x) € R®.
2c 2¢c c—a—2>b d b oatw

Déterminants - théorie

Exercice 6 :
On considére R3[z] muni de sa base canonique € = (1,z, 22, 2%). Soit P = (p;)i=1,2,3.4 telle que
deg(p;) =i — 1 et le coefficient dominant de p; est 1.

1. Calculer detg(P).

2. En déduire que P est une base de Rs[z].

Exercice 7 :
Pour A € R, on note

3oa o 3
37 3
M, = 3 —— ) -
2 2
O
2 2
1. Montrer que x(A) = det(M)) s’annule pour exactement deux valeurs Ao et A\; que l'on

précisera.
2. En déduire que Ey = Ker(M),) et E; = Ker(M,,) ne sont pas triviaux.
3. Montrer que Ey @ E; = R3.



Pour aller plus loin

Exercice 8 :
Dans les cas suivants, déterminer si les sous-espaces F' et GG sont en somme directe.

1. Dans R?, F = {(z,y) €e R?, 2 +y =0}, G = {(t,2t), t € R},

Dans R?, F = {(z,y,2) € R, x —y +22 =0}, G = {(t, —t,t), t € R},

Dans R3, F = {(z,y,2) €ER®, s +y+2z=x+2y =0}, G={(t,—t,t), t € R},

Dans R?, F = {(z,y,2) € R3, z+y+z=2+2y =0}, G = {(z,y,2) € R, z—y+2z =0},
Dans R?*, F = {(t,5,0,0), (t,s) € R?}, G = {(s,0,0,1), (¢,5) € R?}.
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Exercice 9 :
Calculer les déterminants suivants en fonction de la taille n > 2 du déterminant et éventuellement
en fonction des autres paramétres recensés.

T y 0 ... 0 1 1 1 1
0z 11 0

an = ) (x7 y) 6 RZ? bn = ]' 0 )
0 0 T oy 0
y o0 0 10 ... 01
t 1 |
1 t 1 1

chn=1: 1 . . i, teR.

: 1

1 1 1 ¢

Exercice 10 :
Déterminer si la matrice suivante est inversible, auquel cas, calculer son inverse :

0 -2 2 0

1 0 -1 -3
3 0 -1 -3
1 1 -1 -4



