Rappel sur les Fonctions

Le mathématicien Allemand Leibniz introduit en 1673 pour la premiére fois le terme
fonction, venant du latin functiones, signifiant « accomplissement », « remplir une
charge ».

Il écrit: « J'appelle fonction toutes les portions de lignes qu’on fait en menant des
lignes.... »

En 1718, le suisse Jean Bernoulli propose la notation @ x

Le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707-1783) propose une 3eme définition puis
la notation f(x) | |



|. Rappel sur les Fonctions : fonction In

Définition : la fonction logarithme népérien, notée In, est 'unique primitive de la
fonction

1
X - ; définie sur 10, +oo] qui s'annule en 1.

Conségquences directes :
In(1) =0
La fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0;+00[ et pour

R |

¢ In(ab) = In(a) + In(b).
¢ In (l) = — In(a). Le In a la particularité de transformer

a * les produits en sommes

ay .o . * les quotients en différences
¢ In (E) = In(a) — In(b). * les puissances en multiplications
¢ In(a™) =nlnla)

1

¢ In(\/a) = EIH[H}




Exercices : le In

Exprimer en fonction de In(2) et In(3) les expressions suivantes

A=In8 B:hli
16

Czl]_'lllﬁ D=—In—
2 2 4

Exprimer A et B avec un seul logarithme

;1:2]113+1112+]11%

B:%]HE}—EIHS




Fonctions

Propriété 2

On a les limites importantes suivantes :

¢ lim Inr = —oc.
r—0t

¢ |lim Inxr = +nc.
T—++oo

Conséquence : La droite x=0 est donc asymptote verticale a la courbe

représentative de la fonction In

»
»

Tracer la courbe y=In(x)




ll. Rappel sur les Fonctions : la fonction exp

Définition : la fonction exponentielle est la fonction définie sur 'ensemble des réels par
exp(x)=e"

e' Etant 'unique nombre réel positif dont le logarithme vaut x

Remarque :

On dit que la fonction exponentielle est |la fonction réciproque de la fonction logarithme,
ce qui signifie que graphiquement, les courbes sont symétriques par rapport a la
premiere bissectrice y=x dans un repéere orthonormal.

Conséquences directes :
e exp(x) = 0.

e exp(l) = el = e 2 TI8.

e In(e’) = .
E:]nmr"

— x pour x > (.

e rclety=¢e" < yecl etlnly) ==




Rappel sur les Fonctions : la fonction exp

Propriétés

Solent a et b deux réels et n est un entier relatif, alors :

¢ E;ﬂ+l5 — &% % Eh

L'exp a la particularité de transformer
* les sommes en produits

* les différences en quotients

* les multiplications en puissances




Rappel sur les Fonctions : la fonction exp

Transformer les expressions suivantes :

s 1 s T
et x et x — w (e %)
|!?::.-'+,"i- % {:E.r—l

{:E:—E]"_,}




tion : la fonction exp

Transformations d'expressions numériques et algébriques

3 1 J".-+3 4+6 E‘r

2
2> el xe }{E}{{E )~

= E-.I:+3 % E..'i!-':'..-+ — E{:+3}|+[2=+1} — EH-=+4_

> (7 2)2 = 204,




la fonction exp

Propriété 4
On a les limites importantes snivantes :

¢ lim " =10.

L —F— 30

lim
T—++o0

e

£

+0oC.

Conséquence : La droite y=0 est donc asymptote

horizontale a la courbe représentative de la fonction exp

(ex),: X

La fonction exponentielle est dérivable sur 'ensemble des réels, on a :




Fonctions In/ exp

In(e)




Les limites .... les FI ‘

Exercices

lim (3x% — x) est une forme indéterminée du type ~c — nc.

e

5
, r+2r+1 o o, o0
lim est une forme indéterminée du type « — »

ol

i — o E:I‘:E — -3

A savoir

De maniére générale, le comportement d’'une fonction polynomiale en =+ oo

—+ oo

Est dicté par le comportement de son terme de plus haut degré en




. i g '\- a - . -
lim (32 — x) est une forme indéeterminée du type oc — oc.

T — O

lim 3x°—x=lim 3x*=+00

X > +00 X - +00

3
, r+2r+1 . . 00
lim est une forme indéterminée du type « — »

& ——00 E.’EE — 3 O

A savoir

De maniére générale, le comportement d’'une fonction polynomiale en =+ oo

—+ oo

Est dicté par le comportement de son terme de plus haut degré en




Les limites .... les

[l |
| |

Exercices

lim [—(3*1 + 1 J] est une forme indéterminée du type « 0 % oo ».
r—r 400 T ’

2
= :: o 1 & C & r {:l
lim | ——— | est une forme indéterminée du type 0




. ]. £ " . i = r
lim [—[3*-} + 1}] est une forme indéeterminée du type « (0 x oo »,

r—+o0 T

. 1 ) . '//\\\\
lim —( +1): lim x+—=+0

Xoren X v X

0

2
= ”r: T 1 & C & r {:l
111'11] ; est une forme indéterminée du type 0
r—3 T —

x* -1 (x=1)(x+1)

}<1£nl x—1 :}EI} N =2




La regle de L'Hospital

0 00

La regle de L'Hospital permet de lever des indeterminations du type 0 ou —.
o0

u(z)

Autrement dit, elle permet de déterminer lim , si lorsque z tend vers c,

T3 ’U{E:I
u(z) ET v(z) tendent vers 0 ou vers +oc.

u'(x)

Selon cette regle, si la limite im —— existe, alors :
T—C P {:ﬂ)
f
. U\ . u\r
Iim (z) — lim F( )
T—sC 1:(;13) T—c U (;1:)
exemple Cox*-1 . 2x
. lim =lim —=2

X -1 X_1 X 51 1




Croissances comparées de I’exponentielle, du
logarithme et des fonctions puissances

Propriété 8
Pour tout nombre réel « strictement positif :

Inx e
¢ lim [— | =0. ¢ lim | —
r—too | o r—+oo \ e
F 3
) 2ol
y==8 e
f 7
/ S Y =X
III -"-..
I-'II III| ,.-""!
fif ot S
/ ,f_';f_____- e y=Inx
—a*{/ s
- —~F ,1.,.-':__.-" -._._F_.-
of7/ x”
II
I




Fonctions : la dérivation

Opération

Fonction

Addition

u—+ v

Multiplication par un nombre

kxuaveckeceR

Multiplication U X v

Puissance u’

u

Division —

T

1

Inverse —

T— -

exponentielle el
logarithme In ()
sinus sin(u)
cosinus cos(u)

Dérivée




’ Fonctions : la dérivation

Opération Fonction Dérivée
Addition i+ v u' + v
Multiplication par un nombre kxuavec kel koo
Multiplication U X v u xv+uxr
Puissance u’ nx u x u"!
o 1 W xv—uxuv
Division — S
v v
1 v
Inverse — ——
T— - -
exponentielle el u' e
_ u’
logarithme In () -
1
- . . A ! .
sinus sin(u) u' cos(u)
CcOSInus cos(u) —u' sin(u)




Exercice : calculer la dérivée

Calcul de la dérivée des fonctions suivantes :
2 flzr)=m

ey

2 flx)
2 flx)

I
IEDH'T




ice : calculer la dérivée

alcul de la dérivee des fonctions suivantes :

2> fla)=7 flx)=0

1

> f@) =2 fo) =3t

> f) =2 fla)=3s
2 f(z) =22  f'(z) = 2007206




ivées successives
Définition 10

Soit f une fonction dérivable. Lorsque cela est possible, on définit les dérivées successives de f notées :

. fm

Exemple 19
Soit f la fonction définie sur ® par f(x) = 22® — 2% + = + 3.

2> fl(z)=6x"—2r+1.
2> f(z)=12z — 2.

> f(@) =12

=2 fi4) =0




Equation de la tangente

Propriétée 9
Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I et dérivable en a € [.
La tangente 7, en a a la courbe 'y a pour équation :

To:y= f(a)(x—a)+ f(a).




Equation de la tangente

Exemple 22
Soit f(x) = % + 2. Les équations des tangentes en () et en —1 sont :




ation de la tangente

Exemple 22
Soit f(x) = #* + 2. Les équations des tangentes en ) et en —1 sont :

=2 f'(z)=2x
=2 f(0)=0doncTy:y=0x (z—0)+ f(0)=2.
2 f(-1)=—-2doncT_1:y=—-2x(z+ 1)+ f(—-1) = -2z + 1.




Exercice 1 — déterminer les limites

. 2r? + 1
rT—3 (:II — 3)2
. 20 — 6
z—2 (z — 2)(x + 2)
Tr+5H

ﬂ:l—;l‘vﬂ—13 (:j.';‘2 — 9)
lim In(z + 3)

r——3

1
lim e=—1
r—1




Exercice 2 — déterminer les limites

X

e’ —e

lim —
x-0 SIH(X)

lim Inx)
x -1 x—1

cos (x|

lim >
x-0 X

7 x —sin | x|

lim
X0 x2+sin(3x)




Exercice 3

Etudier la fonction polynéme f(z) = 22° — 32?2 — 122 — 1
Etudier g(z) =22+ 1—Inz

Etude d'une fonction exponentielle h(z) = (z + 2) e~




Exercice 4 — vrai ou faux ?

Soit f la fonction définie par f(x) = o ., D son ensemble de définition
In(+/x)

2
a.0naD =10, +=[.

b. La courbe C admet une droite asymptote en +0.

X
c. Pour toutx € D,ona: f(x) -::E.

d. Pourtoutx € D,ona: f'(x) :1+ 2
2 x(Inx)

-~




Exercice 5

Exercice D : Un caillou a la mer
Un enfant monte au sommet d’un phare et laisse tomber verticalement un caillou dans la mer.

On modélise la vitesse (en metre par seconde) du caillou au bout de £ secondes par la fonction
01t __ 1

fO)=6x 57

1. Verifier que le caillou est bien laché sans vitesse initiale selon ce modele.

2. a) Déterminer une expression de f'(t).
b) Etudier les variations de f sur [0; +oo].

3. Lla vitesse du caillou dépassera-t-elle les 10 m.s* ?




Exercice 6

On considére une fonction f définie sur R par f(x) = (ax + b)e™ ol a et b sont deux réels.
Sa courbe représentative C, tracée dans le repére ci-dessous, passe par le point A(3; 0).
T estla tangente a Cr au point d'abscisse 1.

3a+b=0

1. Déterminer la valeur de a et de b. On se montrera qu’on se raméne a un systéme [ +b )
a = —4tl

2. Etudier les variations de la fonction f.

3. Déterminer une equation de la tangente a Cf au point d’abscisse 0.

Ay T/
K
J | 2

] =

Y=

—_
£
-
0 -
P




QCM - domaines de définition

(@Rveip

(@Rveip

(@Rveip

L'ensemble de définition de la fonction f définie par :
est :
[0:+ o]
1 [-2:+w]
]-:+ o]
L'ensemble de définition de la fonction f définie par :
1

.IT.-' I:.-I.':I = Sy
x =1

est :
J1:+ o]
2 ]-m:-1["]1:+m]
F-{-1:1}
L'ensemble de définition de la fonction f définie par :
Fx)=~f4-x°

est :

[2:+ ]
3 [0:+m]
[-2:2]




QCM - domaines de définition

L'ensemble de définition de la fonction f définie par :

Fix) =2t +9

est :
|-+

4 [3:+0w]
]-o0:-3]-[3:+0]

L'ensemble de définition de la fonction f définie par :

Fixl= 9 x4+ -dx

est :
]-00:9]

5 [0:9]
_'l[};-l—mL




QCM - domaines de définition

JF '-TJ' =

est :
=00 12[ ]2+ 00|
¢ [
]-o0:-4[-]-4:4[Y]4: + o]
L'ensemble de définition de la fonction f définie par :
Flx)=~d—x+fx—-5
est :
i
7 [4:5]
.

L'ensemble de définition de la fonction f définie par :
Fixy=(x-1y

est :
]-:1[“Y]l:+ ]




QCM - domaines de définition

L'ensemble de définition de la fonction f définie par :

I
it

fix) =2
est :

. - {0}
9 [

[0:+ o

L'ensemble de définition de la fonction / définie par :
s = (N7
est :
I
10 [O:+ o[
E - {0}
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