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Chapitre 1

Fonctions d’une variable réelle :
dérivées, primitives et intégrales

1.1 Dérivées

1.1.1 Définition

La dérivée d’une fonction f : R — R est la fonction f': R — R définie (si la limite ci-dessous existe)
par

ieme

f est dite dérivable si sa dérivée est bien définie. Si f est n fois dérivable, on note f(™) sa dérivée n
On pose f(© = f. On rappelle que si f et g sont dérivables et si A, u € R, alors Af + ug est dérivable et

A +ng) ="+ pg'.
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1.1.2 Dérivées usuelles

flz)=12" (veR) f(x) = var ! Df =Rt
flz)=e" f(x) =e” Df=R
f(z) =a* (a>0) f/(x) = a* In(a) Df =R
f(z) =In|z] flx) =3 Df =R~
flz) = cos f/(x) = —sinz Df =R
flz) = sinz f/(x) = cosx Df =R
f(z) = tanx (@)= 5= =1+tan’z | Df =R\ {5 +kr, k€ Z}
f(x) = arccos fl(z) = ﬁ Df =[-1,1]
f(z) = arcsinz fla) = 7= Df = [-1,1]
f(x) = arctanx f(x) = 2= Df =R
f(z) = coshz (coshw = ££e") f'(x) = sinhz Df =R
f(z) =sinhz (sinhz = £=¢—) f'(x) = coshz Df =R
f(z) =tanhaz (tanhz = S2hz) | f/(g) = L — 7 _tanh’z Df =R
f(z) = argcosh (x) fl@) = == Df =[1,+00]
f(z) = argsinh (z) fl@) = 7= Df=R
f(z) = argtanh (z) fl(z) = Df=[-1,1]




1.1.3 Dérivées de produits de fonctions

Théoréme 1.1.1. Si f,g: R — R sont dérivables, leur produit fg(x) est dérivable et

(f(2)g(x)) = f'(2)g(x) + f(z)g (x)

Démonstration.
fle+h)gx+h) - flz)g(z) _ flz+h)glz+h)) - fx)g(x+h)) + f(x)g(x+h)) — f(x)g(x)
h h
_ ey TN I o oe e R —gle)
—9(z) as h—0 —f'(z) as h—0 —g’(z) as h—0
(1.1.1)
O
On rappelle la notation
kL n!
Cn = El(n — k)"

’ . (n . ey ’12
Le nombre C*, noté aussi ( k’>’ représente le nombre de composition de p éléments d’'un ensemble com-

prenant n éléments.

Corollaire 1.1.1. Si f,g: R — R sont n fois dérivables, sont dérivables, leur produit fg(x) est dérivable
et est n fois dérivable et

(f)™ = fg"™) +nf'gn=D) 4 C2 g2 4 C3fBgn=3) 4 4 f)g

_ i(}fbf(’“)g("*’“). (1.1.2)
k=0

Démonstration. Par récurrence. C’est vrai pour n = 1. Supposons que ce soit vrai pour n. Alors
(f9)™) = (f'g+ fg)'™ = (f'9)™ + (f')™

=Y CE(HP g £y "k (g R
k=0

k=0

n n
_ Z Cﬁf(k‘%l)g(nfk) + Z Csf(k)g(ﬂrl*lfk)
k=0 k=0

n+1 n
_ Z Ci;lf(l)g(n+lfl) + Z Cflf(k)g(’nﬁ*lfk)
1= k=0 (1.1.3)

n

_ (Crlifl JrC,’,f)f(k)g("H*k) + fg(n+1) + f(n+1)g

k=1
_ SOk, fRgnE) 4 gt 4 plng
k=1
n+1
= CZ+1f(k)9(n_k)a
k=0
cat | | | ( ) |
) ! ! kn!'+ (n+1—k)n!
Ch1 4 Ck = - - — k..
n O T G T =R M=k Mt l—k) nil



1.1.4 Dérivée des applications composées

Théoréme 1.1.2. Si f,g : R — R sont dérivables, alors Uapplication composée f o g(x) = f(g(x)) est

dérivable et
(fog)(z)=f'(g(x))g ().
Démonstration.

flgle+h) = flg(x)) _ flglz+h)) = flg(x)) g(z +h) — g(x)

h - glet+h)—glz) h . (1.1.4)

—f(g(z)) as h—0 —g’(z) as h—0

O

Corollaire 1.1.2. Si f1, fo, ..., fn : R = R sont dérivables, alors l'application composée fi0 fao...o fn(x)
est dérivable et

(fiofao.ofu) (@) =fi(fao .0 fu(@)) f2(fso..ofu(@)) fz(fao ..o fn(x))..fr(x)

Démonstration. Par récurrence. O

Exercices de calculs de dérivées d’applications composées

Calculer la dérivée des fonctions suivantes

1.
f(x) = exp (arctan (ln (\/M))) .
Ré (a) exp (arctan <ln (m))) (1 + tan®z)
éponse : ) = .
2tanz In | tan x| (1 +1In? <\/m>)
2.
f(z) = (coshz)coshe,
Réponse : f'(z) = sinh & (In(cosh ) + 1) (cosh x)coshm'
3.
f(m) — (Sin x)tanac.
Réponse : f/(x) — (ln(Sin fE) + 1) (Sinx)tanw
P ' ~\ cos?x ’
4. 0 .
flz) = n( an(§+z)),
P , 1
Réponse : fi(z) = )
cos T
5.
f(z) = arctan(e®).
Ré F(z) = e
éponse ) =1 o
6.




f(z) = arctan (tanh g) .

1 1
Réponse : ") == .
P f(@) 2 cosh? 24+ sinh? g
8.
f(z) =
Réponse :  f'(x) =.

1.1.5 Dérivée des applications réciproques

Soient I; et I deux intervalles de R et f : I; — I bijective. On dit que g : I — I; est la fonction
reciproque de fsig(f(x)) = . On note alors g = f~! (cette notation est ambibue car f~! désigne aussi
) Par exemple arctan : R —]—7, 7], arcsin :]—1 1[ -3, 2[ arccos :|—1,1[—]0, 7|, In :]0, +00[— R sont
1es fonctions réciproques de tan :]— 7, Z[— R, sin ;|- 5, T [=] -1, 1], cos :]0, 7[—] =1, 1], exp : R —]0, +-00].
Théoréme 1.1.3. Soient I7 et Iy deuz intervalles de R, f : I — Iy bijective, et g : Is — I sa fonction
réciproque. Si f est dérivable et ne s’annule pas, alors g est dérivable et

!
g = 77— Yy € Is.
W)= Flm) .
Démonstration. Posons
gly+1)—gly) _ 1 _ 1 /
] = i~ T ey W) asi—=0.
g(y+)—g(v) g(y+1)—g(y)

O

Remarque 1.1.1. Si g est la fonction réciproque de f (notation : g = f=1), c’est a dire si g(f(h)) = h,
alors ¢'(f(h))f'(h) = 1. En posant | = f(h) (donc h = g(l)), on déduit

1

o F i)

g'(1)= (qui s’écrit aussi (f~1) (h) =

Exemple

La fonction arctan est la fonction réciproque de la fonction tangente tan, c’est & dire arctan(tan z) = x.
En dérivant, on obtient arctan’(tan ) tan’ z = 1, soit, en posant y = tanz

arctan’(y) = 1
tan’(arctany)
Or tan’(z) = 1 + tan? z, donc
arctan’(y) = 1
2

Exercices : calculs de dérivées d’applications réciproques

Précisez le domaine de définition et calculer les dérivées des applications réciproques suivantes.

1.
f(z) = arccos x.

Réponse : Dy =[-1,1], f(z)=



f(x) = arcsin z.

1
Réponse : Dy =[-1,1], ") = ———.
3.
f(z) = argsinh(z).
Réponse : Dy =R f(x) = 1
pomse s T = 4l

En déduire que

argsinh (z) = In(x + /22 4+ 1).

Indication : il suffit de montrer que ces deux fonctions ont la méme dérivée et prennent la méme
valeur en un point.

f(z) = argcosh(z).

1
Réponse : Dy =[—1,+00], fl(z) = ——.
x?2 -1
En déduire que
argeosh (z) = In(z + V22 — 1).
d.
f(x) = argtanh(z).
Réponse : Dy =]—1,1] f’(m)—#
p . f= s Ly = 1_ a2 .

6. (a) Calculer le domaine de définition de la fonction

f(z) = arctan (1_3;2) .

x
Réponse Dy =] — 1,1[\{0}.

(b) Calculer les limites & droite et & gauche de f en zéro : lim,_,o- f(z) et lim,_,o- f(2)

Réponse : lim f(x) = j, lim f(x)= g

=0~ 2 z—0+
(c) Calculer la dérivée de f sur son domaine

-1

Réponse : (1) = ——.
V1—2z?

(d) Montrer que
f(z) = arccosz —m Vz €] —1,0], f(x) = arccosz  Vz €]0,1].
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1.2 Exercices

1.2.1 Définition de la dérivée

1. Soit f une fonction dérivable. Calculer les limites suivantes :

i £20) = F(h).
h—0 h

oF2h) _ o f(h)
lim
h—0 h

2. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

x 7r)>, d) Va+zx

a) 3%, b)(sin )" ¢)In <tan (5 + 1 NN

3. Calculer la dérivée de

f(x) =exp (arctan (ln («/ln | tanx\))) .
exp (arctan (ln (m))) (1 + tan?z) '

Réponse :  f'(z) =
2tanzIn|tan x| (1 + In? («/ln|tanx\>)
4. Calculer la dérivée de arccos :] — 1,1[—]0, 7| et de arcsin :] — 1,1[=] — T, T[.

5. (a) Calculer le domaine de définition de la fonction

X

f(z) = arctan (1_12> :

Réponse Dy =] — 1,1[\{0}.

(b) Calculer les limites & droite et & gauche de f en zéro : lim,_,q- f(x) et lim,_,q- f(x)

- T
li =— li = —
Sy S@=5n lig S =g
(¢) Calculer la dérivée de f sur son domaine
V1 _ 22
f(z) = arctan (m) .
x
Réponse :f'(z) = 7;
D ; ==
(d) Montrer que
f(z) = arccosx —m Vz €] —1,0], f(z) = arccosz Vzx €]0,1].
Indication : comparer les dérivées de f et de arccos.
6. On note
x —x x —x nh
coshz = + , sinhx = ,tanhz = Sy
coshz

(a) Montrer que

2 ‘12
cosh” x —sinh” z = 1,

cosh’(z) = sinh(z), sinh’(z) = coshz, tanh’(z)=1— tanh?z.
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(b) On note argcosh : [1, +oo[— R la fonction réciproque de cosh. Calculer la dérivée de argcosh .

1

Réponse : argeh '(y) = ——.
y?—1

Vérifier que

argeosh (y) = In(y + v/y? — 1).

(¢) On note argsinh : R — R la fonction réciproque de sinh. Calculer la dérivée de argsinh .

1

Ve

Réponse : argsinh '(y) =

Vérifier que

argsinh (y) = In(y + /y2 + 1).

(d) On note argtanh :] —1,1[— R la fonction réciproque de tanh. Calculer la dérivée de argtanh .

Réponse : argtanh ’(y) =

Vérifier que

1 1-—
argtanh (y) = 3 In <7y> .

1.3 Formule de Taylor et développements limités

1.3.1 Notation ”petit 0”

Soit f : R — R une fonction. On dit que f est négligeable devant h lorsque h — 0 si
)
h—0, h#0 h

On écrit alors

et on dit que f est un "petit 0” de h lorsque h tend vers 0. La notation o(h) est appelée la notation de
Landau (mathématicien allemand 1877-1938). De méme, on dit que f est un ”petit o” de h? (notation

f(h) = o(h?)) lorsque h — 0 ou que f est négligeable devant h? lorsque h — 0 si limp_0, p20 f,EZ) =0:

f(h) _

1m
h—0, h#£0 h2

f(h) =o(h?)

On définit de la méme maniere o(h™) pour tout n € N :

n o f(h) _
f(h) =0o(h"™) <= h_}&n}ﬁéo I =0 Yn € N.

En particulier, pour n = 0, on dit que f(h) = o(1) lorsque h — 0 si limp_,o f(h) =0:

f(h)=o(h') «— h_}loifrh#of(h) =0 VneN

12



1.3.2 Développements limités.

L’écriture suivante

f(h) =1+2h+h? +o(h?),

signifie que la fonction g(h) = f(h) — (1 + 2h + h?) est un petit o de h%, ou encore g(h) = o(h?). Le
polynéme 1 + 2h + h? est appelée le développement limité de f & I’ordre 2 lorsque h — 0.
On définit de la méme maniére un développement limité a 'ordre 2, 3, 4, ..., n. Exemples :

2 3

h h
e =14+h+—+— +o(h?),
2 6
2

W R ;
ln(l-i-h):h—?-i-?—&-o(h ),
h2
cos(h)=1-— > + o(h?),

sin(h) = h — %3 + o(hY), (1.3.1)

(1+h)?=1+2h+o(h),
(1+h)? =1+9h+o(h),
(1+h)"t=1—h+o(h),
(1+h)"? =1—9h +o(h).

Remarque 1.3.1. On a f(h) = o(h?) = f(h) =o0(h) = f(h) = o(1), mais les implications réciproques
sont fausses.

Exemples : lorsque i — 0, on a sinh = o(1), sin® h = o(h), sin® h = o(1), h2 = o(h), h? = o(1),
cosh —1=o(h), In(1+h) =o0(1).

1.3.3 Opérations sur les ”petit 0”
On a

) 30 ( ) ... =no(h) = o(h) Vn € N,
) (1.3.2)

O(h)-O( ) = o(h 2)
o(h™).o(h™) = o

Ces propriétés permettent d’effectuer des opérations sur les développements limités. Par exemple, h(1 +
o(h)) = h+ ho(h) = h+ o(h?). De méme,

BT Yn,m € N.

(1+2h+o(h))(1 —h+o(h)) =1—h+o(h) +2h(1 — h + o(h)) + o(h)(1 — h + o(h)
=1—h+o(h) +2h — 2h* 4 2ho(h) + o(h) — ho(h) + o(h).o(h)
=14 h+o(h) — 2h? + 2ho(h) + o(h) — ho(h) + o(h).o(h).

D’apres (L.3.2), o(h) — 2h? + 2ho(h) + o(h) — ho(h) + o(h).o(h) = o(h). Donc

(1+2h+o0(h))(1—h+o(h)) =14+ h+o(h).

Exercice :
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1. Montrer que

(1+2h+o0(h)(1 —h+h?+o(h?) =1+ h+o(h),
(1+2h +2h* + o(h?))(1 — h + h* + o(h?)) = 1 + h + h* + o(h?)
(1+2h 4+ 20 + 13 + o(h®))(1 — h 4+ h% — 213 + o(h®)) = 1 + h + h? — h3 + o(h?).

2. En appliquant (1.3.1]), montrer que

2 3
eMM1+hy=h+§§~+%%+ow%,
h2
In(cosh) = o7 +o(h?),
. h? h3

. N 3
In(1 +sinh) = h+ Ttet o(h?), (1.3.3)

(1+sinh)™' =1—h+o(h),

h2
cos H(h) =1+ o7 + o(h?),

cos 2(h) = 14 h% + o(h?).

1.3.4 Composition de développements limités

Lorsque limy, 0 g(h) = 0, il est facile de calculer un développement limité de la composée fog de f par g
(défini par fog(h) = f(g(h))) lorsque I'on connait ceux de f et g. Par exemple, si f(h) = 1+2h+h?+o(h?)
et g(h) =h — %2 + o(h?), on écrit

h? h? 2 h? 2
flg(h)=1+2 (h -5+ 0(h2)> + (h -5+ 0(h2)> +o0 ((h -5+ 0(h2)> >
=1+ (2h — h? + o(h?)) + (h? + o(h?)) + o(h?)
=14 2h+ o(h?).
Exercice : En appliquant , montrer que

. h?
S =14+ bt o + o(h?’),
h2 A3 (1.3.4)

cos(in(1+ 1)) = 1= - — = +o(h),

sin (tan (In (1 + sin (In (1 + h'®))))) = h'® + o(h'?).

1.3.5 Fonctions équivalentes

Les développements limités (|1.3.1)) peuvent se simplifier en développements limités comportant un
terme :

e =14 0(1),
In(1+ k) = h + o(h),
cos(h) =14 o(1),
sin(h) = h + o(h),
(1+h)2=1+0(1
(1+h)?=1+o0(1),

(1+h)"t=140(1),
(1+h)"? =1+0(1).

)

)
)
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Un tel développement limité est appelé un équivalent de f. Par exemple, 1 est un équivalent de e”. Le
symbole mathématique pour désigner un équivalent est ” ~ 7. Les équations ci-dessus donnent donc :

e" ~ 1, (quiselit : 7e" est équivalent & 1 au voisinage de 0”),
In(1+ h) ~ h,

cos(h) ~ 1,

sin(h) ~ h,

sin (tan (ln (1 + sin (ln (1 + h15))))) ~ h'®.

On dit que deux fonctions f et g sont équivalentes au voisinage de 0 (notation : f ~ g) si elles ont le
méme équivalent. On déduit donc de ce qui précede que

e ~cos(h) ~(1+h) ~(1+h) "t~ (1+h)2~1,
In(1+h)~sinh~h
sin (tan (In (1 + sin (In (1 + h15))))) ~ In(1 + 115).

On peut vérifier que
fr~g < f(h)—g(h) =o(g(h)).

1.3.6 Continuité et dérivabilité

Une fonction f : R — R est continue au point a € R si limy_,o f(a + h) = f(a), ce qui s’écrit encore
fla+h) = f(a) +o(1).

Une fonction f : R — R est dérivable au point a € R si il existe un réel noté f'(a) appelé la dérivée
de f au point a, vérifiant

. flath)—fla) _
R G

Exercice

Vérifier que si f : R — R est dérivable au point a € R si et seulement si f admet le développement
limité suivant au point a :

fla+h) = f(a)+ hf'(a) + o(h).

1.3.7 Formule de Taylor

La formule de Taylor permet de calculer les développements limités des fonctions courantes.

Théoréme 1.3.1 (Formule de Taylor). Soit f : R — R une fonction n+ 1 fois dérivable telle que f+1)
soit continue. Alors

"

f(h) = f(0)+ f'(0)h + f2—(!0)h2 4ot %h" + o(h™). (1.3.5)

Démonstration. Pour prouver (1.3.5)), valeur précise du terme o(h) dans la formule (|1.3.5) ci-dessus. Plus
précisément, nous allons montrer la formule suivante, appelée formule de Taylor avec reste intégral :

"

f(h) = f(0) + f'(0)h + L @2y Mhn + /h L't)nf("“)(t)dt. (1.3.6)
n! 0 !

2! n

15



La formule (1.3.6) entraine formule (1.3.5). En effet, supposons que la formule (1.3.6)) soit vraie. La

fonction f(™+1) étant continue, elle est bornée sur tout intervalle borné, donc il existe C' > 0 tel que
(n+1)
fi(t) < C au voisinage de 0. D’apres ,

h h
h—t)" C
/ #f(""'l)(t)dt <C / ( —¢ ndt o t)"+1]0 _ |h|n+1 (hn),
o ™ 0 n+1
ce qui prouve (|1.3.5). Reste & montrer (1.3.6). On raisonne par récurrence :
e n =0 : la formule
h !’
+ / f ()dt
0
est équivalente a (|1.3.6)) au rang n = 0.
e Supposons que soit vraie au rang n, c’est a dire que
/ f(n) (O) n h (h B t)n (n+1)
. O .
En intégrant par parties, on obtient
h
h h
h—t)" —(h —t)"*? —(h —t)"t?
/ R oo yar = |20 prng | - / S
0 n! —— (n+1). —— 0 (n+1). H//_/
w ! w R “ ’ (1.3.8)
(n+1) h h — t)ntl
(n+1)! o (m+1)!
Rnt1(h)
Regroupant (1.3.7) et (1.3.8)), on déduit que (1.3.6) est vraie au rang n + 1.
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1.3.8 Développements limités des fonctions usuelles.

La formule de Taylor permet de calculer les développements limités des fonctions usuelles. On peut
vérifier en exercice les développements limités suivants :

oc = Z o +o(h™),
k=0
nop2k omit o eh 4 e=h
e cosh(h) = kzzo 2h)! +o(h ), indication : coshh = —s
eh —o—h L p2ktl
e sinh(h) = = Z + o(h?" ),
|
2 = (2k+1)
h2 t2n 9 1
ocos(h):l—a—l- +( )"(2n>! + o(t*" 1),
. h? , 2t — (1.3.9)
'Sm(h)—h—g‘F "+(—)m+0(t ),
h? h® At h™
eln(l+h) :h—?—i—g—z—k----i—(—l)"“?—ko(h"),
eVmeN, (1+h)™=1+CLh+C2h*+...C A" +0o(h™), VneEN, n<m,
ok _ m! ~m(m—1)(m—2)..(m—k+1)
Kl (m— k) k! ’
-1 —-1)... — 1
eVmeR, (L+h)"= 1+mh+m(m27,)h2+...m(m ) n'(m nt D pn 4 o(hm),

em=—1: (14+h)t=1-h+h®>=h>4 - +(=1)"R" + o(h"),

1.3.9 Dérivée et primitive d’un développement limité

On peut calculer facilement, & partir du développement limité d’une fonction, le développement limité de
sa dérivée et de sa primitive. Par exemple, si

f(h) =142k + h? + 1° + o(h%),

alors le développement limité de f’ s’obtient en dérivant chaque terme du développement limité de f et
en remplagnt o(h®) pa o(h?). On obtient :

f'(h) = 24 2h + 5h* + o(h?).

Si F est une primitive de f (c’est a dire si F' = f), son développement limité s’obtient en intégrant
chaque terme du développement limité de f, en remplagant o(h%) pa o(h®) , et en ajoutant F(0). On

obtient :
6

h®  h
F(h) = F(0)+h+h*+ Tt + o(h®).

Cette propriété résulte de la formule de Taylor.

Corollaire 1.3.1. Soit f : R — R une fonction indéfiniment dérivable admettant le développement limité
f(h) = ag + a1h + azh® + ... + a,h"™ + o(h™),
et soit F' une primitive de f. Alors

f'(h) = a1 + 2a0h + ... + na,h" " + o(h" 1),

et (1.3.10)

2 3 n+1

. h n+1
F(h) = F(0) + aoh + a1 5 ta 3 +...+ann+1 +o(h"TH).
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Démonstration. En appliquant la formule de Taylor & f, f’ et F, on obtient

ag a1 ~—— ———
1 O (n) 0
fl(h):fl(0)+f7’(0)h+ f2E ) h2++ ('];1_(1))' hn_1+0(hn_1),
ay 2a2 ?a/'s_/ R |,
’ ()
F(h):F(O)+f(0)h+ f2('0) h2+_|_ ('];L+(](-)))' hn+1 +0(hn+1)’
B ntT

dont on déduit (|1.3.10]).

Exemples

1. Développement limité de la fonction f(h) = arctanh : on a

= (1+h%)""

f/(h):h21+1

(L+h) "' =1=h+h?=h*+ ..+ k" = 2" 4 o(R* 1),

donc
(arctanh) = (1 +h?) "t =1 —h2 + h* — 1S + ..+ p*" — R T2 4 o(RA7F2).

Par intégration, on obtient, en remarquant que arctan(0) = 0,

h3 h5 h7 h4n+1 h4n+3
tanh=h— — 4+ — — — + ... — RATES),
arctan I S s Sl S G

1.4 Exercices

Exercice 1

Etablir pour chacune des fonctions ci-dessous un développement limité de f en 0 a 'ordre n

b) f(z) =sin(2x) + cos(z?) n =7,

) f(z) = €3 sin(2z) n =4, d) f(x):% n =3, e) f(z) =tanz n =25,

a) f(z) =In(1+2?) n=6,

_ In(1+2)

9) fz) =(1+2)T n=3, h)f<x)_m n=3,

In
NI ="0gs n=s
1

i) fla)=vV14+zx n=4, J) flx) = — n=3.




Réponses :

a) f(x)f:c2—?+%+o(x6), b) f(:c)72:rf§x3f St = f%x7+o(x7)
c) f(x):2x+6x2+§x3+5x4+0(:ﬂ4), d) f(x):xfg:chr%x?’Jro( %)
3
e) f(x):x—ﬁ—?—k%x‘)—i—o(f), 1) f(x):l—gx—i-gmz— 4x3+0(x3),
mf@w4w§w+§§2—§§3+dﬁ» h) fla) = x — 2a? + 2 4 ofa?)
1

) _ 1 5 4 4
1) f(z) = 1+2:1c Sm +16$ 198" + o(z?),

. 1 3 5 3
7)) f(z )—1+2x+8x +16:E + o(z”).

Exercice 2

T+a )

Soit a un réel fixé et f, la fonction définie par f,(x) = arctan (1_am .

1
2
3.
4

. Calculer f/(x).
. Calculer un développement limité & 'ordre 2n — 1 de f/.

En déduire un développement limité & ’ordre 2n de f,.

Réponse : f° )(0) = arctana, ézk)(O) 0 et £ 1)( 0) = (-1)k(2

Exercice 3

Calculer les limites suivantes :

k—2)!

vk >1

. Soit k un entier. En utilisant la formule de Taylor, déduire de ce qui précede la valeur de fék) (0).

o) lim Si.nh:v’ b) Tim Sllf;(?)l') , &) Tim 1—cosz+ ln(cos(ac))7
z—0 sInx x—0 3 — 3 31n(2m) x—0 4
. 2tan(z) — sin(2z) ) 1 . In(cos(2x))
d) 1 lim (cos(x)) =2 lim —oC0S\22))
) P50 2/l — cos(3z)) 2 xlg%)(COb(x)) ’ /) 750 In(cos(3x))’
1 1 1 -1 1 * —
g) lim (,,77*), h) lim—ln(e )), i) lim 7111(6
a—0 \z(e* —1) a2 10 I x z—+oo I x
Réponses :
inh i 1-— |
@) lim STy gy gy SGD ) gy L cosadIn(cos@)
=0 sinx 20 3z — 3 sin(2x) 0 x4
. 2tan(z) —sin(2z) 4 a 1 . In(cos(2z)) 4
d) 1 - 1 S lim —oeos\e2)) 2
) P50 2l — cos(3x)) 9’ 2 m%)(cos( z))? 2’ /) 750 In(cos(3z)) 9’
. 1 1y .1 e’ — 1)> 1 . . 1 (
9) zlggi (J:(e“c -1) P) - k) }1—% z 1n< x PX 9 xEIJIrloo x I

Exercice 4

1
2
3.
4

. Donner un équivalent simple de In(1 + x) en 0. En déduire lim,_,o

sin z

. Donner un équivalent simple de sin(x) en 0. En déduire lim,_,o

Donner un équivalent simple de sin(z) — « en 0. En déduire hmx_m

. Donner un équivalent simple de 1 — cos(z) en 0. En déduire lim,_,o

19
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Exercice 4

Calcul de limites suivantes

o i S i B }leM
d) }Li_%(COS(h))l/hQ, e) ;ILIE% m’ }ILIE% (e h— 1>
9) lim sin(In(1 + h))h: In(1 + sin h)7 h) }{;0 arscl‘ila(rill()h) . h ) lim expc((:;)(shf)z)—czzigzc))sh)
Réponses :
W5 Wa O

19 )
g) Ea ) ’ Z) e.
1.
sin(In(1+ h)) — In(1 + sin h)
h—0 h*

Réponse (difficile) : 1
2. Calculer le développement limité a l'ordre 4 au voisinage de zéro de g(h) = 7 +h2 En déduire le
développement limité & ’ordre 5 de arctan h au voisinage de zéro.

Calculer

arctan(h) — h
im ———————
h—0 sin(h) — h

3. Calculer

. exp(cos h) — exp(cosh)
lim
h—0  cos(h) — cosh(h)

Réponse (difficile) : e

1.4.1 Application de la formule de Taylor a la recherche des extréma locaux

Soit f : R — R une fonction indéfiniment dérivable. On dit qu’un point a € R est un minimum local
de f si il existe un intervalle ouvert ]c,d| tel que f(z) > f(a) pour tout = €]c,d[. On définit de méme
la notion de maximum local. On dit que a est un extremum local si a est un maximum ou un minimum
local.

11 est bien connu que, pour que a soit un extremum local de f, il est nécessaire que f’(a) soit égal &
zéro. Mais ce n’est pas suffisant : par exemple, la fonction f(x) = 23 vérifie f/(0) = 0, mais 0 n’est pas
un extremum de f car f change de signe en zéro. Un nombre réel a tel que f'(a) = 0 est appelé un point
critique de f.

Lorsque a est un point critique de f, on peut savoir si a est un maximum ou un minimum en regardant
les dérivées d’ordre supérieur de f au point a. Par exemple, on sait que si f'(a) =0 et f7(a) > 0, alors a
est un minimum local (strict). Cela se voit en observant la formule de Taylor de f & I'ordre 2 au voisinage
de a :

1"

fla+h) = f(a)+ f'(a)h + ! 2(!a) h% + o(h?).
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Si f'(a) =0, on a alors

flath)=fla)+ L 2(,“) h? + o(h?).
Comme o(h?) est petit devant h2, fT(f’)hQ + o(h?) est strictement positif pour h assez petit, donc

fla+h) > f(a) pour h assez petit.

Cela signifie que
da >0, Vhel—a,af, fla+h)> f(a),

et donc
Ve €la—a,a+af, f(z)> f(a). (carx =a+havech=a—x €] —a,qf)

et donc a est un minimum local (strict) de f. On montre de méme que si f'(a) = 0 et f”(a) < 0, alors a
est in maximum local (strict) de f.

Cependant, si f'(a) =0 et f(a) = 0, on ne peut rien dire. Par exemple la fonction f(z) = x* vérifie
f/(0) = f7(0) = 0 mais 0 n’est ni un minimum, ni un maximum de f puisque f(z) < 0 si z < 0 et
f(@) >0sixz > 0.5 f'(a) = 0 et f’(a) = 0, on peut avoir des renseignement supplémentaires en
regardant la dérivée troisieme f"’(a) de f au point a. En fait si f"/(a) # 0, a n’est ni un maximum, ni
un minimum de f. Cela se voit en observant la formule de Taylor de f a I'ordre 3 au voisinage de a :

3

£ (a) £ (a)
ST

fla+h) = f(a)+ f'(a)h+

= f(a)+ S (@) 3561) R34+ o(h®).

h?® + o(h*)

En effet, si f"'(a) > 0, alors f(a+h) ~ f(oz)—&—fgil(a)h3 > f(a) pour h > 0 assez petit et f(a+h) ~ f(a)+
fT(a)h:s < f(a) pour h < 0 assez petit. De méme, si f"'(a) < 0, alors f(a+h) ~ f(a) + fT@h‘? < f(a)

pour h > 0 assez petit et f(a+ h) ~ f(a) + fT(a)h?’ > f(a) pour h < 0 assez petit. Donc si f/'(a) =0 et
f"(a) =0et si f"(a) # 0, on est siir que a n’est pas un extrémum local.

Cependant, si f'(a) = f"(a) = f"”'(a) = 0, on ne peut rien conclure. Par exemple f(z) = x° vérifie
f(0) = f(0) = f”(0) = 0, mais 0 n’est pas un extrémum de f. Par contre, f(z) = z* vérifie aussi
£/(0) = f"(0) = f(0) = 0 et 0 est un minimum de f.

En fait, pour savoir si un point critique @ est minimum ou un maximum de f ou ni I'un ni 'autre, il
faut regarder la premitre dérivée f) de f qui ne s’annule pas au point a. Cela se voit en observant la
formule de Taylor de f a l'ordre p au voisinage de a. En effet, supposons que

5

fla)y=Ff"@)=f"(a)=...f"V(a)=0, et fP(a)#£0.

La formule de Taylor de f & ’ordre p au voisinage de a s’écrit alors

"(a ®)(q
fla+h) = f(a)+ f'(a)h + JCZ—(!)h2 + ... fT()h?’ + o(hP)
— o)+ L (2!(“) hP + o(hP).
donc
®(q
Fa+m) = fla) ~ L Dpr.

p!

Donc si p est pair et fP)(a) > 0, a est un minimum local de f. Si p est pair et f(P)(a) < 0, a est un
maximum local de f. Si p est impair, @ n’est ni un minimum local, ni un maximum local de f.

Théoréme 1.4.1. Soit f: R — R une fonction indéfiniment dérivable. Soit a € R un point critique de
f (c’est a dire tel que f'(a) =0). Soit p le plus petit entier strictement positif tel que fP)(a) # 0. Alors
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— Sip est pair et fP)(a) >0, a est un minimum local de f.
— Sip est pair et fP)(a) <0, a est un mazimum local de f.
— Sip est impair, a n’est ni un minimum local, ni un maximum local de f.

Remarque 1.4.1. On peut montrer que la fonction

@ =ep(3) sieto, fO)=0,

est indéfiniment dérivable et que toutes ses dérivées s’annulent en 0. La méthode ci-dessus ne permet pas
alors de conclure, mais on vérifie facilement que 0 est un minimum strict absolu de f.
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Chapitre 2

Procédés généraux de recherche de
primitives et de calcul d’intégrales

2.1 Rappels de la définition et des propriétés générales de I’'intégrale
On appelle intégrale de la fonction f : R — R entre les bornes x = a et = b la valeur algébrique de

I'aire comprise entre 'axe Oz et le graphe de f de x = a a © = b. Les aires des parties du graphe de f
situées au dessus de Ox sont comptées positivement et celles situées au dessous, négativement. Lorsque
cette aire est finie, on la note ff f(z)dz et on dit que f est intégrable sur l'intervalle [a,b]. L’intégrale
possede les propriétés suivantes :

— Intégrale entre deux mémes bornes :

/a " fw)dz = 0.

/ab f(z)dz = _/ba f(z)dx.

/ab f(z)dx + /bC f(z)dr = /ac f(z)dz.

b b b
/ of(z) + Bg(a)dz = a / f(@)dz + 8 / g(x)dz V(a,B) € R

— Inversion des bornes :
— Relation de Chasles :

— Linéarité :

— Intégrale d’une fonction constante

b
/ Adx =Ab—a) VNeER
a
Le théoréme suivant établit un lien entre intégrale et dérivée :

Théoréme 2.1.1. Soit f : R — R une fonction continue. Alors
x
F(z) = / f(t)dt est dérivable et F'(z) = f(z).
a

De plus, si [ est dérivable,

b
/ F(Hdt = F(b) - f(a).
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Démonstration. En effet,

Flath)~Fa) _ [/ 10t _ [ 1) +o(1)dt

h h h

- M = f(z) + o(1) — f(z) quand h — 0.

h
x) = /: f(t)dt

D’apres ce qui précede, G'(x) = f/(z). Puisque les fonctions G et f ont des dérivées égales, elles different
d’une constante : il existe une constante C' € R telle que

Si f est dérivable, posons

/f (z)+C Vz eR.

En choisissant z = a, on déduit G(a) =0 = f(a) + C, donc C = —f(a). L’égalité G(z) = f(x)+ C s’écrit
donc

[ fod=i@-i@ veew

Cette formule est appelée la formule fondamentale de 1’analyse.

Definition 2.1.1. On appelle primitive de f toute fonction dont la dérivée est égale a f.

Si G et F sont deux primitives de f, alors (F — G)’ = 0, donc F G est constante. Les primitives
sont donc définies & une constante additive pres. Par exemple, F'(z f t)dt est une primitive de f.
Si G est une autre primitive de f, il existe une constante C telle que G (z) = f f(t)dt+C. En choisissant

x = a, on déduit que G(a) = C, donc
b
/ FB)dt = G(b) — Gla).

Théoréme 2.1.2. Toute primitive F' d’une fonction continue f : [a,b] — R s’écrit sous la forme

@ = [ rwa+c

ou C est une constante.

Notation 2.1.1. La notation

/f Fit)+C, te€]la,b],

signifie que F est une primitive de f sur [a,b] et que C' est une constante réelle arbitraire.

Pour calculer une intégrale de f, il suffit de connaitre une primitive de f. Contrairement a la dérivée,
il n’existe pas de regle permettant le calcul de la primitive d’'un produit de fonctions, d’une fonction
réciproque, de la puissance d’une fonction, d’'une composée ou d’un quotient de fonctions. Le calcul
d’intégrales est donc plus difficile que celui de dérivées. Nous étudierons plusieurs procédés de calcul de
primitives dans les sections suivantes (intégration par parties, changement de variables,...). Le tableau
suivant donne une liste de primitives pour quelques fonctions usuelles
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f(z) F(x) Domaine
v o >0, veR\{-1}
1 In |z| r € R*
e’ e’ zeR
a” 11?(2) a>0, xeR
In |z| zln|x| —x r e R*
1-1—1902 arctan z reR
1_1x2 iln }f—z |z| :#£ 1
T In |z + Va2 + a? (z,a) € R?
\/11_7 arcsin & x €] —1,1]
cos T sinz zeR
sinx —cosT z€eR
tan x —1In|cos z| r#Q2k+1)5, keZ
cot In | sin z| r#kr, keZ
— tan x r#(2k+1)5, keZ
1+tanx tan x r#(2k+1)5, keZ
si1112w —cotx x££ kw, k€L
coshx sinh z zcR
sinh x coshz zeR
cos}112x tanh x rzeR
51n1112 — —cothz r € R*
e 2 arctan(e®) reR
sinlhw In ltanh 5 r e R*
tanh In(cosh ) reR
cothx —In|sinh z| z € R*
gﬂlﬂ argcosh x z>1
m;_i_l argsinh z z€R

2.1.1 Exercices

o Vérifier les formules données dans le tableau ci-dessus.

e Calculer les intégrales suivantes

2
1
1)/ —dx
1 T
Réponse : In2.

2
2)/ sin xdx
0

Réponse : 1.

In 10
3) / exp(—z)dz
0

P .9
Réponse : 5.

s

4 ol
) /0 cos?

Réponse : 1.

dx

L |
5 —d
)/Ox2+1:13

. U
Réponse : 7.
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2.1.2 Intégration par parties

La formule d’intégration par parties s’écrit

/f 2)dz = [fg]! /f

[f9l2 = f(b)g(b) — fa)g(a)

Cette formule est intéressante lorsque I'on ne sait pas calculer [ b f'(z)g(x)dz et que lon sait calculer

f f(x)g'(x)dx. Elle est particuliecrement utile pour les fonctions g du type arctan, arcsin, In, Argth.

Démonstration. On a

/ F(@)g(@)dz + / F(2)g ()dz = / (o) e = gl

/f 2)dz = [fg]" /f

donc

O

La formule formule d’intégration par parties est utile lorsque ’on ne sait pas calculer f: f(x)g(x)dx

1
et que Pon sait calculer f; f(x)g'(x)dz. Par exemple, soit a calculer / x arctan zdz. La difficulté vient
0

de la présence de la fonction arctanz. Sa dérivée est donnée par (arctanz)’ = w%ﬂ On écrit

1 1
tan xdr = t d = "(z) =
/0 x arctan zdx /0 :: arctanx dz, f(x) g (z)
! 9

La formule formule d’intégration par parties donne

1 1
/xarctanxdx:/ f(x)g(z)dx
0 0
X 1
~ (@@} - [ Fa)g' @)z
0
_ {332 . }1 /1 2?2 1 J
= Qarcanxo ; T 1
arctan 1 1/1 z?
e
2 2 ), 2+1
12
_r_1 / R
8 2 0 1'2+1

La formule formule d intégration par parties ramene donc le calcul de I'intégrale fol x arctan xdx a celui

de lintégrale fo —z—dr, qui est I'intégrale d’une fraction de deux polynomes. Une fraction de deux

2+1
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polynomes est appelée une fraction rationnelle. Nous verrons plus loin comment calculer la primitive de
n’importe quelle fraction rationnelle. Dans le cas présent, on écrit

1 2 1.2
1-1
/de:/ Ldm
o 2+1 2 +1
/x+1 /1 1 J
2241 0 241 *
! 1
/1dx / 5 ——dx
0 0 X +1

[gc} [arctan ,’E](l)
o 4
On déduit
1 1 2
1
/ rarctan xdx = T_ 7/ Ldm
0 8 2 0 .132—|—1
T 1 T
T (1 ,)
8 2 ( 4
oo 1
42

2.1.3 Exercices

1. A Taide d’une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes

(a) /1 n(a)d

Réponse : 21In2 — 1.

(b) /1  rexp(a)de

Réponse : exp 2.

2. En intégrant deux fois par parties, trouver les primitives de f(z) = e” cos(ax) et g(z) = e” sin(ax).

3. En intégrant par parties, trouver les primitives de f(z) = xe® et g(x) = z2e”.

2.1.4 Changement de variables

Le changement de variable consiste lui aussi a transformer une intégrale difficile a calculer en une
intégrale plus facile a calculer. Cette méthode est efficace, par exemple, lorsqu’une fonction et sa dérivée
apparaissent dans une intégrale, c’est a dire lorsque 1’on doit calculer une intégrale du type

/ab flu(z)u'(x)dx

b
/f dw—/ (F(U(x))’dx=F(U(b))—F(U(a))=/ f(y)dy.

Faire le changement de variable y = u(x) consiste & écrire la formule

/ flute) (@)ds = [ :j)f(y)dy
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Par exemple, soit a calculer

),
5 dx
o cos?z(l+tanx)

Ici, on voit apparaitre la fonction u(x) = tanx et sa dérivée u/(x) =

/ ! o) ),

avec f(y) = 1= +y Le changement de variable y = u(z) donne

1 1
/0 COSQx(l—i—tanx / fu (z)dw
(7)
- / Fly)dy
u(0)
tan% 1
T,
tan(0) 1+y

tan
el o
/tan(O) I+y

[In(1 + y)} =In2.

W L’intégrale ci-dessus s’écrit

On calcule ensuite

2.1.5 Exercices

En effectuant un changement de variables adéquat, calculer les intégrales suivantes

2 f
1) / (cos z)123* sin zdz.
0

/ |
Réponse : 155=.

51
2>/2 xln(m)dx

Réponse : In(In(3)) — In(In(2)).

€ 1
) / @R

2.1.6 Changement de variable u = tan §

Le changement de variable u = tan 5 est efficace pour le calcul des primitives de fractions rationnelles

trigonométriques. Une fraction ratlonnelle est un quotient de deux polynoémes QE 2) . Une fraction ration-

nelle trigonométrique est une fonction déduite d’une fraction rationnelle en remplacant la variable x par
un cos ou un sin. Par exemple,
2 +z+1

2 +1

est une fraction rationnelle, et
cosxsinz +sinx + 1

cos? +1
est une fraction rationnelle trigonométrique. Le changement de variable v = tan§ a la propriété de
transformer 'intégrale d’une fraction rationnelle trigonométrique en I'intégrale d’une fraction rationnelle.
Or, on sait (voir plus loin) comment calculer l'intégrale d’une fraction rationnelle. Par exemple, calculons
I'intégrale de fraction rationnelle trigonométrique suivante :
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71'/2 1
/ —dx
71./4 ST

Effectuons le changement de variable u = tan 5. On calcule
du T 1
/ — — (1 2% —— 1 2
u' () o 2( + tan 2) 2( + u(x)?)

du — 1(1+u?), c’est & dire
2d
dy = ——
1+ u?

En abrégé, ¢

I1 faut ensuite exprimer sinz en fonction de u = tan 5. On écrit
T x x T sin £ T 1 2u
sinx =sin|—-+ =) =2sin-cos - =2 2 cos? S =2tan = - = .
(2+2) 2 2 cos & 2 21+tan? 2 1+4u?
Récapitulons :
d 2du i 2u
r=-——, sinx= .
14 u? 14 u?
Le changement de variable u = tan 5 donne donc
r=m7/2 1 e — /u=tan7r/4 1 ) du B /u—l du
u=tan /8 % 1+ u? u=tan7/8 U
Inl—In(tanw/8).

/ - T =
w=r/4 SINZT
u=1

= [hl |uHu:tan /8 —

Le calcul ci-dessus montre que les primitives de $ sont les fonctions In }tan §| + constante.

2.1.7 Exercice
z=n/4 1
dz.

1) Calculer /
2—0  COST
z=7/4 1
dx.
2u+1 .

2) Calculer/ —_
2—0 2+ sinx
d _ 2

WZ-‘-I = ﬁ arctan V3

Indication : on vérifiera que [

2.2 Primitives de fonctions du type cos” x

e Si n est impair, n =2m + 1
/cos2m+1 xdr = /(1 —sin? )™ cos xdz.

Le changement de variables u = sin x donne du = cos xdx et
/cos2er1 xdx = /(1 —u?)"du = /ZCﬁl(—l)kuzkdu
k=1
i , uZktl
Ccr(-1 C
m(=1) 2k+1 +
o5 0)
m(=1) 2k+1

I
WE

2k+1

B
Il
_

+C.

I
NE

x>
Il
—
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e Si n est pair, n = 2m

. . 2m
om el +e 1T
COS rT=\——="—
2

2m
1 . .
_ 22m E Cgm zw k —lx)2m—k
22m

k=0
1 & 1 ,
7m Z —zw)2m—k + CQm( w)m(e—w)2m—m

1 Em m T —iz\2m—
+ 22m C'2m(e )k(e )2 b
k=m+1

1 T —ix\2m— 1 m
= 22m Z Cgm(e )k )2 F + 22m CQm
=0

22m Z C2m wc 2m— l( —m)l (l = 9m — k‘)

1 X T —ix\2m—k 1\ 2m— —ix\k
= g 2 O (%) (7 )Mk 4 (P =M (e ) g,

soit )
— 1
cos®™ x = Z Ck  cos((2m — 2k)z) + 22—ng’}”,
k=0
et
om B e sin((2m — 2k)x) 1 ..
/COb rdr = kz() O W + 227177,027”3:’ (221)

2.3 Primitives des fractions rationnelles

2.3.1 Primitive de fractions rationnelles du type oy

1
/ der =ln|x —a|+ C,

(z —a)
1 -1 1
dr = C vneN, n>1.
/(x—a)”x n—l(a:—a)”—1+ " "=
Remarque 2.3.1. Une fraction rationnelle du type ﬁ est appelée un élément simple de premiere
espeéce.
o ey . . 1
2.3.2 Primitive de fractions rationnelles du type @
Casn=1:
1
5 ———dx = arctanx + C.

¢ +1

Casn>1:

On effectue le changement de variable x = tanu. D’ott dz = (1 + tan? u)du = (1 + 2?)du, et

1 1
———dr = [ ——————du = 2(n=1) gy
/(9:2+1)" T /(tan2u+1)"1 U /(cosu) U
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On utilise alors la formule (2.2.1]) :

n—2
2(n—1) -2 1
/(COSU)Q(n l)du § Ckn n Sln(( (n ) k)u) + oion 11 u+C
k=0

2(7’L — 1) — 92k 922(n—1) 2(n
n—2 .
_ & sin((2(n — 1) — 2k) arctan z) N
_ZC no1 2(n—1) — 2k 22(n 1 C’2(n jyarctana + C.
D’ou
n—2
sin((2(n — 1) — 2k) arctan ) 1 1
/ (21 1)" Z Csn-1) 2(n—1)— 2k + 0D Copyarctanz + C.
2.3.3 Primitive de fractions rationnelles du type (z%”f:“l’;n avec a # 0
On écrit
a a
axr+b=—-2z+1)+b— .
2 — 2
(@2 +1)’
On déduit

ar +b a 2x +1 a 1
/(x2+1)n_5/(x2+1)nd“<b_§>/(x2+1)ndx

Le calcul du second terme est décrit dans la section précédente.

Sin=1,
2¢+1 9
Sin>1,
2¢ + 1 -1 1
———dx = C.
/(1132—1—1)" v n—l(gc2+1)"—1+
dx+e

2.3.4 Primitive de fractions rationnelles du type (Comm

Un changement de variables ramene au calcul de la section précédente : on écrit

2> +br+c= <x+2) + ‘ﬁ' ‘ﬁ‘ ((\/% (z+g>>2+1>

On effectue le changement de variables u = \/% (:E + %) :
2 A A b
du:\/mdx, xQ—&—bx—l—c:%(uQ—i—l), x:%u—i,

u—2
| e gte=| <(A( >)) du
on / futg . f:d@ db

_ ,g=——+e.
N RCEE s 9T
qui est calculé dans la section précédente.
Remarque 2.3.2. Une fraction rationnelle du type (a:zflﬁyixic)" avec A = b? — 4c < 0 est appelée un

élément simple de deuziéme espece.
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2.3.5 Primitive de fractions rationnelles quelconques

Théoréme 2.3.1. e Toute fraction rationnelle % s’écrit de maniére unique sous la forme

P R
— = A + —,

Q Q
ot l’ensemble des polynémes est noté R[X|. Le polynome A est appelé la partie entiére de la fraction
rationnelle £. Il est égal au quotient de la division euclidienne de P par Q. Le polynéme R est le reste
de la division euclidienne de P par ().

deg R < deg Q, A, R € R[X],

e Toute fraction rationnelle g avec deg R < deg Q se décompose de maniére en une somme d’éléments
simples de premiére espéce et de seconde espéce. (c’est a dire de fractions rationnelles du type de celles
considérées dans les sections précédentes).

Pour calculer la primitive d’une fraction rationnelle quelconque, il suffit de I’écrire sous la forme la
somme d’'un polynome et d’éléments simples de premiere espece et de seconde espéce, et de calculer la
primitive de chaque terme comme indiqué dans les sections précédentes. Cette opération s’appelle la
décomposition de la fraction rationnelle en éléments simples. Elle est 'objet de la section suivante.

2.3.6 Pratique de la décomposition de fractions rationnelles en éléments
simples et application au calcul de primitives

Exemple 1

P(X) X +3

QX)) (X+1)2(X+2)

La partie entiere est nulle. Le décomposition en éléments simples prend la forme

X+3 B a n b n c
(X+1)2(X+2) (X+12 X+1 X+2

(2.3.1)

Pour calculer a, b, ¢, on peut réduire au méme dénominateur le membre de gauche de I’équation ci-dessus
et identifier les coefficients. Voici une méthode plus courte : on multiplie I’équation ci-dessus par X + 2.

On obtient X3 )
+ a
= X+2)+ —(X+2 i
(X +1)2 M+DJ +)+X+ﬂ T2+

En remplagant X par —2, on trouve
c=1.

On multiplie 'équation (2.3.1)) par (X + 1)2. On obtient

X +3 (X +1)?
— = (X +1)+ ——F
X2 Ot HDF
En remplagant X par —1, on trouve
2=a.
On multiplie I'équation (2.3.1]) par X + 1. On obtient
X+3 2 X+1
= +b+ ( ) .
(X+1D)(X+2) (X+1) X +2

En faisant tendre X vers +oo, on trouve

0=0+b+1.
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Donc b= —1 et
X+3 2 -1 1

(X +1)2(X +2) (X+1)2+X+1+X+2'

On déduit i3 5 . )
./@ﬁi?@:aﬂx:/}x+n2+I+1+z+2“
= x_—|—21 —Injz 41| +In|z+2|+C.
Exemple 2
P(X) 1

QX) (X —1)*(X?+4)
La partie entiere est nulle. Le décomposition en éléments simples prend la forme

1 a b cX +d

X-12(X2+4) (X-1P X-1'Xx244

(2.3.2)

Pour calculer a,b, c,d, on peut réduire au méme dénominateur le membre de gauche de 1’équation ci-
dessus et identifier les coefficients. Voici une méthode plus courte : on multiplie (2.3.2) par (X — 1)? :

(X +d)(X — 1)

mza—i—b(X—l)-i— X211
On remplace X par —1 :
ol
On factorise X2 + 4 dans C : X% +4 = (X — 20)(X + 2i), et
1 a b cX +d

XX —2)(X+2i) (X-12 X-1 (X-2)Xx12)

On multiplie par (X — 2i) :
1 a(X —2i) b(X—2) cX+d

X—12(X+2) (x-12 " x-1 Tixs2)

On remplace X par 2i :
1  2ic+d

(2 — 1)2(41) 4

soit

d+ 2ic = S S
(20 -1)2 -3 —4i (=3 —4d) (=3 + 49)
~34+4i -3 4
= = — 4 —1,
25 25 ' 25
d’ou 3 5
=5 =5

Reste a calculer b : on multiplie (2.3.2) par X — 1 :
1 J—
(X -1)(X2+4) (X

On fait tendre X vers l'infini :

(X —1)(cX +d)
1)+b+ X2 +4

| at=

0=0+b+ec

33



Doub=—-c= —%, et

—2 2 —3
B +%X+ﬁ

1
- X-1 X2+4

(X —D2(X2+4) (X

| |enl=

1)
On déduit

1 e — 5y = e
2@ 0" o™t it T

—1
e 1 % _3 1
S S NP T U (. L AT R S
o1l |+25/x2+4x+25/m2+4$

-1

-2 1 31 T
=24 7] — 1+ —In(2*+4)+ —= -+ C.
o171 3 n|z | %5 n(x ) 55 2 arctan 5 C

Exemple 3

P(X) X341

QRQIX) X(X-1)(X2+1)2

La partie entiere est nulle. Le décomposition en éléments simples prend la forme

X341 a b cX +d eX+f

=¥ 2.3.
X(X —-1)(X2+1)2 X+X—1+X2+1 (XZ+1)? (2.3.3)

Pour calculer a, on multiplie (2.3.3) par X

X?+1 _ bX cX +d eX+f
X _Dxereg “F X

X -1 X2 +1 (X2 +1)2

On remplace X par 0 :

a=—1.
Pour calculer b, on multiplie (2.3.3]) par X — 1
X341 a(X —1) cX +d eX+f
= bt o (X — 1) e (X — 1
X(X2+41)2 x +X2+1( )+(X2+1)2( )
On remplace X par 1 :
y_ 1
2

Pour calculer e et f, on multiplie (2.3.3)) par (X2 + 1)2

X L(x241)2 4 L(X2+1)2 (X +d)(X?2+1) +eX+f
X(X—-1) X X -1 ’
et on remplace X par ¢
3
ol =ei+f
i(i —1) ’
d’ou
e=1, f=0.

Pour calculer ¢, on multiplie (2.3.3) par X et on fait tendre X vers +o0o. On obtient :
0=a+b+c,

d’olt .
c=—a—b=—
2
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Pour calculer d, on remplace X par —1 dans (2.3.3)) :

0=—a+—
aty Tty i
soit
-1 —3+d -1
=14+ — 2 -
0 + 1 + 5 + 1
soit 1
d=—.
2
On obtient donc
X341 -1 X-1 X

X(X-)(xX2>+12 X ' X
On déduit

3 +1 -1 1 ir— T
/w(x—l)(x2+1)2dx / xdx+/m—1dx+/x2+1 m+/(x2+1)2 *

1 1 1 1
=—In|z| + 51n|x— 1]+ Zln(ac2 +1)— garctanx—&— 5111(((E2 +1)H +C.

(SIS
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