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INTRODUCTION

Qu’est-ce que
la Combinatoire?

On parle beaucoup de nos jours de la Combinatoire (ou la « Combinato-
rique ») ; et pourtant ni les encyclopédies ni les ouvrages d’initiation ne sem-
blent donner une définition satisfaisante de cette science aux ramifications
multiples.

En fait, le mathématicien® sent d’instinct que certains problémes sont de
« nature combinatoire », et que les méthodes pour les résoudre méritent
d’étre étudiées systématiquement. C’est en tout cas ce que dit POLYA en
préfagant le premier volume du nouveau Journal of Combinatorial
Theory (1).

La définition de la Combinatoire que nous voulons proposer ici, repose
sur la notion bien précise de « configuration ».

On cherche une configuration chaque fois que ’on veut placer des objets
de fagon a respecter certaines contraintes fixées 4 ’avance. Le rangement de
paquets de tailles diverses dans un tiroir trop petit est une configura-
tion.

Prenons un exemple de bi-carrés latins orthogonaux d’ordre 10, soit :

(*) Academic Press, New York et Londres. Ce journal a débuté en 1966.
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Aa| Gh | Fi | Ej | b | 1d | Hf | Bc | Ce | Dg
Hg| Bb | Ah | Gi | Fj | Jc | Ie | Cd | Df | Ea
If | Ha | Cc | Bh | Ai | Gj | Jd | De | Bg | Fb
Je | Ig | Hb | Dd| Ch | Bi | Aj | Bf | Fd | Ge
Bj | Jf | Ia | Ac| Ee | Dh | Ci | Fg | Gb | Ad

Di | G | Jg | Ib | Hd | Ff | Bh | Ga | Ac | Be
Fh | Ei | Dj | Ja | Ic | He | Gg | Ab | Bd | Cf
Cb| Dc | Ed | Fe | Gf | Ag | Ba | Hh | Ii | Jj

Ec | Fd | Ge | Af | Bg | Ca | Db | Ij | Jh | Hi
Gd| Ae | Bf | Cg | Da | Bb | Fe | Ji | Hj | Ih

Ici, les objets sont les éléments du produit cartésien
{4,B,C,D,E,F,G,H,I,J} x {a,b,c,d,e,f,8 h,i,j}

que ’on applique dans les 100 cases du carré de 10 x 10. Les contraintes sont :

1) Papplication est bijective : un couple dans chaque case et tout couple
figure une fois et une fois seulement dans le tableau ;

2) il n’y a pas deux fois la méme lettre majuscule (ni minuscule) dans
la méme ligne, ni dans la méme colonne.

C’est 12 une des configurations les plus remarquables de I’histoire de la
Combinatoire depuis EULER, qui conjecturait qu’elle ne pouvait exister. La
conjecture d’EULER fut démentie seulement en 1960 par BoSE, PARKER et SHRI-
KHANDE, qui ont montré en outre I’existence d’un tel tableau pour tout ordre
différent de 6. '

On pourrait mathématiser le concept de configuration en le définissant
comme une application d’un ensemble d’objets dans un ensemble abstrait fini
muni d’une structure connue ; par exemple une permutation de n objets est une
« application bijective de I’ensemble des objets dans I’ensemble ordonné
1, 2, ..., n». Néanmoins, on ne s’intéresse qu’aux applications qui satisfont a
certaines contraintes, et la nature de ces contraintes est trop variée pour requérir
a un tel degré de généralité.

De méme que I’Arithmétique étudie les nombres entiers (avec les opérations
classiques), que I’Algebre étudie les opérations en général, que 1’ Analyse étudie
les fonctions, que la Géométrie étudie les formes rigides et la Topologie celles
qui ne le sont pas, la Combinatoire étudie, elle, les configurations. Elle veut
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démontrer I’existence de configurations d’un type voulu, ou les dénombrer,
ou les recenser; elle cherche leurs propriétés intrinséques ; elle étudie les
transformations d’une configuration en une autre, aussi bien que les « sous-
configurations » qu’on peut extraire d’une configuration donnée.

Ces préoccupations sont exactement les mémes que celles des autres bran-
ches des mathématiques modernes. Néanmoins, il est surprenant de constater
que la Combinatoire s’est développée en marge ou a I'ombre des grands
courants. Les théorémes élémentaires ont été oubliés et redécouverts plusieurs
fois. Le mathématicien polycéphale Nicolas BOURBAKI ne mentionne guére
le théoréme de PoLYA ; dans ses quelque vingt volumes déja parus, on ne reléve
d’ailleurs aucun théoréme combinatoire général, quoique certaines formules
indispensables soient distillées dans le texte au fur et & mesure des besoins.
Il est urgent d’éviter un tel malentendu.

Premier aspect: l’étude d’une configuration connue

La premiére phase dans le développement des mathématiques combinatoires
a consisté 3 étudier les propriétés intrinséques d’une configuration connue,
ou dont la construction ne présente guére de difficultés. Dés le début de notre
ére, le systéme divinatoire connu sous le nom de Géomancie (!) s’est occupé
d’analyser des configurations aléatoires. Dans une lettre adressée par ARCHI-
MEDE & ERATHOSTENE, il est proposé de calculer le nombre de bétes & corne
du Dieu Soleil : « Lorsque la foule des taureaux blancs se mélait & celle des
taureaux noirs, ils formaient un carré dont la surface était celle de la Sicile ;
et les taureaux roux réunis aux taureaux tachetés formaient une figure trian-
gulaire ayant un animal au sommet et chaque rang croissait successivement
d’une unité jusqu’au dernier rang, sans qu’il manquit ou restit I'une de ces
bétes » (?).

Ce probléme, une des rares allusions de l'antiquité aux mathématiques
combinatoires, reléve en fait principalement de I’arithmétique, ainsi d’ailleurs
que les nombres polygonaux de PYTHAGORE, NICOMACHE, DIOPHANTE. 1l a
fallu attendre EULER pour retrouver chez les mathématiciens de la Combi-
natoire véritable.

() Cf. R. JAULIN, La Géomancie, Cahiers de I’ Homme, Mouton éd., Paris-La Haye 1966.

(3) Cité par CALLANDREAU, « Célebres problémes mathématiques », et par LESSING en 1773.
11 est remarquable de noter que ce probléme aboutit 4 I’équation de FERMAT :

y>—410.286.423.278.424 x2= 1.
La plus petite solution pour I'effectif du troupeau serait de I'ordre de 7.766 10206.541,



4 PRINCIPES DE COMBINATOIRE

Deuxiéme aspect : la recherche d’une configuration
inconnue

Un autre aspect de la Combinatoire consiste 3 démontrer ’existence ou la
non-existence d’une configuration ayant certaines propriétés remarquables.
C’est le cas du probléme célébre des 9 ponts de la ville de KSnigsberg (aujour-
d’hui Kaliningrad) ; ou celui des 36 officiers d’EULER ; ou d’une fagon plus
abstraite de la construction de géométries finies. Il est assez troublant de cons-
tater que ce type de recherche existe dans le Yi-King (), le livre divinatoire
utilisé en Chine par les moines taoistes, et aussi I'un des plus vieux textes

d O0O0O0OOO OOOO i
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FiG. 1. — Le Grand Plan.

humains existant actuellement (environ 2200 avant J.-C.). Cet ouvrage sacré
décrit en effet deux configurations, le « Grand Plan » (Lo-chou) et le « Tableau
du Fleuve » (Ho-t'ou). Le « Grand Plan », qui d’aprés la légende, émergea
de la riviére Lo porté par une tortue, est donné sur la figure 1 ; si on le transcrit
en chiffres européens, il donne un carré magique célébre dit de « Saturne » :

4 9 2
3 5 1
8 1 6

(1) Cf. « Le Yi-King, ou livre des changements de la dynastie des Tscheou », traduit pour
la premiére fois en frangais par L. F. PHILASTRE, Annales du Musée Guimet, Paris, Leroux
1885-1893, vol. 2, p. 511.

Cf. aussi : « The Yi-King », traduit en anglais par J. LEGGE (Oxford Clarendon Press,
1882). La liste des travaux européens sur le Yi-King est donnée par H. WUTTKE, Die Entstehung
der Schrift, Leipzig 1875 ; et par M. GRANET, La Pensée Chinoise, Paris.
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Configuration de nombres extrémement remarquable, la somme des élé-
ments d’une rangée, ou d’une colonne, ou d’une diagonale, étant toujours
égale a 15.

o
° o o o
d o o o0 o

[ ] | [ 3
o | lo]

° I © ° : °
: o | o

° l ° o = )
° I | e ©
° & o o o o
° o o
o

® O o o 0 o
F1G. 2. — Le Tableau du Fleuve.

Le « Tableau du Fleuve », qui fut également d’aprés la légende porté par
une tortue sacrée, est reproduit par la figure 2; transcrit en chiffres arabes.
il donne la configuration suivante :

10 10

10 10
1
6

On peut voir que la somme de deux chiffres adjacents de ce tableau se
retrouve en additionnant les chiffres qui occupent les positions homométiques
par rapport au centre : 5+ 3 =8, 5+ 1=6,etc.ct 3+10+2=8+7;
3+10+1=28+ 6, etc.

Si I'on connait la difficulté qu’il y a & construire de telles configurations,
on ne peut manquer de constater que la Combinatoire existait dans I’antiquité
chinoise.
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Troisiéme aspect : le dénombrement exact des confi-
gurations

Pour certaines configurations spécifiques que ’on obtient sans peine, comme
les combinaisons de n objets pris p 4 p, il est naturel de se demander combien
il y en a ; une nouvelle étape dans I’évolution de la Combinatoire consistera
donc A exprimer par une formule le nombre de configurations ayant des
propriétés données.

Bien entendu, c’est sous la poussée magistrale du Calcul des Probabilités
et de la Statistique que la Combinatoire s’est développée dans cette direction
(de par la définition méme de la « probabilité ») ; et pendant longtemps, la
majorité des mathématiciens ont identifié « analyse combinatoire » et « dénom-
brement ». Pour J. RiorRDAN (%), le but de la Combinatoire est de « trouver
le nombre de fagons d’opérer pour effectuer certaines opérations bien définies ».

SiI’on se borne & cet aspect, on constate un peu partout des débuts avortés de
Combinatoire, la plupart des formules ayant été redécouvertes plusieurs fois
a des occasions diverses. Par exemple, et en premier lieu, les coefficients bino-
miaux apparaissent au xme siécle chez I’arithméticien indien BHASKARA ;
ils resteront néanmoins ignorés des occidentaux, jusqu’a PASCAL et FERMAT,
qui les redécouvrent A I’occasion des jeux de hasard. Récemment, on s’apergut
que la méthode de récurrence pour obtenir ces coefficients binomiaux et le
« triangle de Pascal » étaient enseignés en 1265 par un philosophe persan,
NasIR-AD-DIN (?). On sait aussi que vers 1560, CARDAN indique que le nombre
de parties d’un ensemble A n éléments est 2"

En 1666, LEmNIZ, 4 1'dge de 20 ans & peine, publiait le premier traité de
Combinatoire : « Dissertatio de Arte Combinatoria ». Il expliquait dans sa
préface comment il entrevoyait une discipline nouvelle, ayant des ramifications
en logique, histoire, et méme en morale, en métaphysique et « 3 I'univers des
Sciences » !

Au fur et & mesure que les configurations & dénombrer devenaient plus
complexes, et principalement avec Euler, I’Analyse Combinatoire s’est intéres-
sée aux outils ; la plupart des probabilistes, statisticiens, ingénieurs qui se sont
intéressés & compter, ont aussi indiqué leurs recettes. Les deux découvertes
les plus célébres de cet ordre d’idées sont les fonctions génératrices découvertes
par LAPLACE mais déja utilisées auparavant implicitement par EULER ; et le
théoréme attribué & G. PoLYA, mais qui semble avoir été auparavant connu de

(1) J. RIORDAN, An Introduction the Combinatorial Analysis, Wiley, New York 1958.

(?) NASIR-AD-DIN AT-TuUsl, Petit Livre d’arithmétique par tableaux et tables. Traduction
russe par S. A. AHMEDOV et B. A. ROSENFELD, Istor. Mat. Issled, 15, 1963, 431-344 (Math.
Rev., 31, 1966, p. 1040).
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ReDFIELD (!). C’est du moins ce que clame BLANCHE DESCARTES, dans un
poéme que nous nous devons de citer :

« ENUMERATIONAL. »

Polya had a theorem

(Which Redfield proved of old).
What secrets sought by graphmen
Whereby that theorem told !

So Polya counted finite trees
(As Redfield did before).

« Their number is exactly such,
And not a seedling more. »

Harary counted finite graphs
(Like Redfield, long ago),

And pointed out how very much
To Polya’s work we owe.

And Read piled graph on graph on graph
(Which is what Redfield did).

So numbering the graphic world

That nothing could be hid.

Then hail, Harary, Polya, Read,

Who taught us graphic lore,

And spare a thought for Redfield too,
Who went too long before.

(Blanche Descartes).

Quatriéme aspect : le Dénombrement approximatif
des Configurations

Lorsqu’il s’agissait seulement de « compter », la Combinatoire était une
collection de recettes éparses, et cet aspect essentiellement artisanal a produit
de nombreuses formules arithmétiques, fort belles et souvent surprenantes.
Pour cette raison, la Combinatoire a été pendant deux siécles annexée i la
Théorie des Nombres.

Au xxe siécle, de nouvelles applications sont apparues : En chimie (il ne
faut pas oublier que c’est pour dénombrer des polyméres que Polyd énonga

(1) J. H. ReorieLp, The Theory of Group-reduced Distributions, Am. J. Math., 49, 1927,
Pp. 433-455.
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son fameux théoréme) ; en physique (le probléme des diméres) ; en Economie
et en Recherche Opérationnelle (le probléme du voyageur de commerce) ;
en Statistique (les plans d’expérience) ; en Théorie de I'Information (probléme
de la capacité d’un ensemble de signaux), etc.

Lorsque les configurations a étudier devenaient trop capricieuses, il s’avérait
inutile de tenter de les rattacher a des structures algébriques connues, et a les
dénombrer par de « belles formules » : & défaut d’égalités, on a dfi recourir &
des inégalités, 3 des comportements asymptotiques, & des congruences modulo
D, etc.

Au lieu de chercher le nombre des configurations avec une propriété donnée,
on cherche certaines informations sur ce nombre sans donner de formules
exactes ni méme récurrentes. Un cas particuliérement curieux dans cet ordre
d’idées est celui des nombres de RAMSEY, si proches des coefficients binomiaux,
mais si insaisissables qu’on ne sait méme pas les calculer lorsque les paramétres
ont des valeurs supérieures a 7.

Cinquiéme aspect : I’énumération des Configurations

Si I’on s’intéresse aux nombres de configurations vérifiant certaines proprié-
tés données, c’est un probléme de dénombrement ; si I'on veut la liste de ces
configurations, c’est un probléme d’énumération (ou : recensement). (1l
faut d’ailleurs noter que dans la langue anglaise le mot « enumeration » a
le sens de « dénombrement ».)

Enumérer des configurations est une tiche souvent ingrate, parfois impossi-
ble 4 réaliser pour un étre humain, et méme pour un ordinateur A grande vitesse ;
néanmoins, c’est encore le seul instrument de démonstration dans certains
problémes combinatoires particuliérement difficiles (raisonnements exhaustifs).

Des résultats importants de la Topologie ont été découverts a partir des
listes de polyédres convexes.

Le probléme de I’énumération est inséparable du probléme du classement :
si 'on divise ’ensemble des configurations a étudier en classes, il suffit parfois
de démontrer le résultat espéré sur un seul représentant de chaque classe.

Pour les cas trés simples (par exemple : les combinaisons de » objets pris p 4 p),
c’est en déterminant une méthode d’énumération que I’on obtient une formule
de dénombrement ; mais I'inverse peut également se produire : les opérations
arithmétiques (sur des nombres) peuvent se généraliser 3 des opérations algé-
briques (sur des ensembles de configuration), et une méthode de dénombrement
devient un procédé pour engendrer des configurations. C’est ce qui s’est produit
quand on a voulu recenser les chemins de longueur donnée dans un graphe (%) ;

(1) Cf. A. KAUFMANN et Y. MALGRANGE, Recherche des Chemins et Circuits hamiltoniens
d’un graphe, Revue Frangaise de R. O., 26, 1963. Voir aussi : A. KAUFMANN, Initiation @ la
Combinatorique, Dunod, Paris 1968.
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il est vraisemblable que I’analyse combinatoire classique pourrait €tre ré-
écrite dans cette optique.

Sixiéme aspect : D’optimisation

Depuis longtemps en Recherche Opérationnelle, on rencontre des problémes
du type suivant :

Ayant associé A toute configuration x avec des propriétés données une valeur
numérique f(x) (la fonction économique), choisir une configuration x, qui
minimise f(x); ou qui la rende ¢-minimale, c’est-a-dire telle que

F(x) 2 f(x0) — ¢
pour toute configuration x avec les propriétés données.

C’est le cas du célébre « probléme du voyageur de commerce » : trouver
Pitinéraire le plus court que doit choisir un voyageur de commerce s’il veut
visiter une fois et une fois seulement toutes les capitales des 50 états des U. S. A.
et revenir 3 son point de départ. Ce probléme, d’apparence anodine, n’a guére
jusqu’a ce jour trouvé de solution satisfaisante, les algorithmes proposés pour
trouver l'itinéraire optimal comportant un nombre d’étapes trop élevé (pour
un « bon » algorithme avec n points, ’ordre de grandeur du nombre d’étapes
doit étre un polyndme en n; au-deld, on arrive trés vite & ne plus pouvoir
opérer, méme avec un ordinateur).

Dans des cas particuliérement délicats, on a recours a des procédures appro-
chées, du type « SEP» (}) ou du type « Branch and Bound » (méthode de
LiTTLE, MURTY, SWEENEY et KAREL (?) pour le probléme du voyageur de
commerce ; méthode de LAND et DoiG (%) pour la résolution des programmes
linéaires mixtes, etc.).

Ces procédures consistent, grosso modo, & considérer de proche en proche
des sous-ensembles de solutions acceptables, de plus en plus petits, jusqu’a
pouvoir mettre en évidence une solution e-optimale dans ’'un d’eux (pour un
¢ que 'on estime suffisamment petit).

A co6té de ce type de problémes d’optimisation (que 1’on pourrait appeler
la « maximisation »), il en existe d’autres, qui consistent & choisir un ensemble
de configurations acceptables selon des critéres bien définis ; c’est le cas des
problémes de choix en présence de points de vue multiples (par exemple :
la méthode ELECTRE (*)), de la recherche d’une « solution » d’un jeu non co-

(1) Voir principalement : P BERTIER et B. Roy. Une procédure de résolution pour une
classe de problémes pouvant avoir un caractére combinatoire, ICC-Bulletin, 4, 1965.

(®» J. D. C. Lir1LE, K. G. MURTY, D. W. SWEENEY et C. KAREL, An Algorithm for the
Travelling Salesman Problem, Operations Research, 11, 1963.

() A. G. Do et A. H. LAND, An Automatic Method for Solving Discrete Programming
Problems, Econometrica, 28, 1960.

(4) P. BUFFET, J. P. GREMY, M. MARC, B. SUsSMANN, Peut-on choisir en tenant compte de
critéres multiples, METRA, VI, 1967.
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opératif a n joueurs (au sens de VON NEUMANN-MORGENSTERN), du « noyau »
d’un graphe. En général, dans les cas mentionnés, il ne s’agit pas de choisir
une configuration optimale, mais un ensemble de configurations qui méritent
d’étre retenues pour un choix ultérieur.

* * *

Si I’on regarde tous les aspects de la Combinatoire que nous avons essayé
d’énumérer ici, on est frappé par la prolifération récente des problémes qui
peuvent se poser 4 propos de configurations, et de la diversité des outils pour
les résoudre.

Un grand nombre de problémes combinatoires peuvent étre étudiés dans le
cadre d’une théorie mathématique cohérente et bien constituée (Théorie des
Graphes, Corps de Galois, Algébres booléennes) ; mais il en existe d’autres,
et la tiche la plus pressante sera de relier les méthodes existantes entre elles,
de les formaliser, de les généraliser.

Le présent ouvrage s’occupe seulement des problémes de dénombrement,
c’est-a-dire une des préoccupations les plus anciennes de la Combinatoire ;
c’est le texte d’un cours professé a la Faculté des Sciences de Paris en 1967-
1968 dans le cadre de la Maitrise de Mathématiques et Applications fonda-
mentales.

Nous avons cru devoir rédiger ce cours dans 'optique de la Théorie des
Ensembles, et ne pas utiliser ’ancienne terminologie (genre : « Combinaisons
avec répétitions », etc.) devenue ambigué.

En outre, aux applications classiques tirées de la théorie des fonctions
spéciales ou de la théorie des nombres, nous avons préféré systématiquement
des applications d’intérét plus général ou provenant de domaines nouveaux
comme la théorie de I'information.

Enfin, nous avons évité systématiquement I’emploi des calculs symboliques,
qui sont parfois des outils commodes pour manipuler des formules trop compli-
quées, mais qui sont en général utilisés sans justification suffisante. On
admet qu’une propriété qui se traduit par une égalité | A | = | B | est mieux
explicitée lorsque I'on construit une bijection entre deux ensembles A et B,
plutét qu'en calculant les coefficients d’'un polynéme dont les variables n’ont
pas de significations particuliéres ().

(1) La méthode des fonctions génératrices, qui a exercé ses ravages pendant un siécle,
est tombée en désuétude pour cette raison ; en tout cas, il ne saurait 8tre question de I’exposer
en dehors du cadre des anneaux de séries formelles (exposé par exemple dans : P. DUBREIL
et M. L. DUBREIL-JACOTIN, Legons d’algébre moderne, Dunod éditeur, pp. 122-135).




Les fonctions
élémentaires
de dénombrement

§ 1. Applications d’ensembles finis

Un ensemble fini A est défini par une collection d’objets distincts a;, a,, ..., @y.
Les notations classiques sont :

acA, a est un élément de I’ensemble A4,

|4], cardinalité de 4 (nombre d’éléments de’ensemble A),

Ac B, A est un sous-ensemble de B (tout élément de A4
est élément de B),

AU B, réunion des ensembles 4 et B (ensemble des élé-
ments qui appartiennent 3 4 ou 4 B),

AN B, intersection des ensembles 4 et B (ensemble des

éléments qui appartiennent a la fois 3 4 et & B),

A=X—- 4, complémentaire de A (ensemble des éléments
qui appartiennent & X et non a A4),

&, ensemble vide (sans éléments),

P(A), famille des sous-ensembles de 4,

A x B, produit cartésien des ensembles A et B, (ensemble

des couples (a, b) tels que a€ A4, be B,

A" = A x A x -~ x A, ensemble des n-uples a,a,,...,a, pris dans A.

Considérons deux ensembles A et X ; les éléments de A sont désignés par
ay, ay, ..., G, ; ceux de X par 1, 2, ..., n. Une application de X dans A est une loi,

notée

(p_(l 2 n)
ai, G, --- G ’

n’
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qui fait correspondre 2 I’objet 1 de 'ensemble X I'objet a;, = ¢(1) de I’ensem-
ble 4, a I'objet 2 I'objet a;, = ¢(2), etc.

PREMIERE INTERPRETATION : rangement de n objets.

Parfois, on assimile
X a un ensemble d’objets a ranger,

A 3 un ensemble de cases ol I’on range.

Une application de X dans A est alors une fagon de ranger dans les cases.

Exemple. 1’application. Objets Cases

_(12345) 1
“\cabba

représente le rangement :

des objets 2 et 5 dans la case a,
des objets 3, 4 dans la case b,
de I'objet 1 dans la case c. 5

DEUXIEME INTERPRETATION : n-uple de symboles, ou «mot» de longueur ».

X est un ensemble de places numérotées 1, 2, ..., n,

A est un ensemble de symboles pour remplir les cases numérotées.

Une application de X dans A est alors un n-uple de symboles, certains sym-
boles pouvant se répéter plusieurs fois.

_ (1 234 5)
?=\cabba
représente le mot cabba, et ’on écrit parfois
¢ = cabba .

Exemple. L’application

Il y a ainsi une dualité entre les rangements de n objets et les mots de n
lettres, qui sera souvent utilisée par la suite.

On dit qu’une application ¢ est surjective (ou une surjection) si pour tout
élément a € A, il existe au moins un i € X tel que a = ¢(i).

(Le rangement est alors avec au moins un objet dans chaque case ; le mot
contient alors tous les symboles).
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On dit qu’une application est injective (ou une injection) si
i # j entraine ¢(i) # ¢(j)

(le rangement est alors avec pas plus d’un objet dans chaque case ; le mot
est alors formé de symboles tous différents).

On dit qu’'une application est bijective (ou une bijection) si elle est a la fois
injective et surjective. (Le rangement contient alors un objet et un seul dans
chaque case ; le mot contient tous les symboles une fois et une fois seulement :
C’est une « permutation » des n symboles).

Exemple. X ={1,2,..,7},A={a,b,c,d,e}.
L’application :

1234567
(aceaebd)— aceaebd

est surjective, ce qui implique | X' | > | 4 |
SiX={1,23},4={a, b, c, d, e}, 'application

123
"’=(dbe)=‘"’e

est injective, ce qui implique | X | < |4 ].
Notons que les applications de X dans A avec un domaine de valeurs aussi
étendu que possible sont nécessairement :

injectives si | X| <4},
bijectives si | X|=]4],
surjectives si | X]|>]4].

Pour montrer que deux ensembles ont le méme nombre d’éléments, une
fagon simple sera de définir une bijection entre ces ensembles.

§ 2. La cardinalité du produit cartésien A x X

A partir de maintenant, nous considérons un ensemble 4 de m éléments
notés a,, a,, ..., a,, et un ensemble X de n éléments notés 1, 2, ..., n.
m x n est donc le nombre d’éléments de A x X, ce que ’on peut énoncer :

PrROPOSITION 1. Ona:|Ax X|=|A4]| x| X]|.

APPLICATION (Erdos, Szekeres [1]). Montrer que dans une séquence de
mn + 1 entiers distincts uy, Uy, ..., U, + 1, il €xiste ou bien une séquence partielle
décroissante de longueur > m ou bien une séquence partielle croissante longueur
> n.
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Posons : l; = longueur de la plus longue suite partielle décroissante
commengant par le terme u; ;

I = longueur de la plus longue suite partielle croissante
commengant par le terme ;.

Supposons que la proposition soit fausse.

u; = (I, ;") définit une application de { uy, ..., U+, } dans le produit cartésien
{1, 2,...,m} x {1, 2,..,n}; cette application est injective, car, si i < j,
ona

w>u;=Il; >0 =07, 10 #d7, 1)),
w<w=Ilf > =071 #0,1).
On aurait donc, d’aprés la proposition précédente,

mn+ 1< mn.

D’ou la contradiction.
Il est & noter que cette propriété a été souvent redécouverte ; elle a été

généralisée par C. FRASNAY sous la forme suivante [5] :
Dans une séquence (uy, uz,..) de nyn,..nm, + 1 éléments distincts,

12
donnons-nous des relations d’ordre total <, <, ..., 2 , telles que les ensembles
k
Ry = {(u, u)) [ u; < u;} recouvrent I'ensemble { (u;,u;)/u, # u;}; alors
K

il existe une relation < et une suite partielle (4;,, ,,,...) de longueur n, + 1
telle que

k k
uil < ui; < ..

Ceci se démontre de la méme fagon, en utilisant la relation

IAIXAZX'"XAP|=|A1|XIAZIX"'X|A‘,|.

§ 3. Le nombre de parties d’un ensemble A a m éleé-
ments

Nous nous proposons de dénombrer les sous-ensembles de I’ensemble
A = {ay,a, ..a,}, cCest-a-dire de chercher | 2(4) |.

Exemple. A ={a,b,c, d}.

Les sous-ensembles de 4 sont donnés par le tableau suivant :
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{a,b,c.d}
M\\K\
{a, b} {a,c} {a.d} {b,c} {b,d} {c.d}
NP
S
<A<
{b} {c}
| ///

Dans cette figure, on a tracé un arc allant de ’ensemble S a ’ensemble T si
1°S>T
20 S5 R> TentraineR=SouR=T.

Comme toutes les fléches sont descendantes, on omet en général de les dessiner.
On sait que la relation > est une relation d’ordre, c’est-a-dire
1o §> 8,
20 ST, T> Sentraine S = T,
30 S5 T, T> Uentraine S > U.
En outre, pour deux éléments S et 7, il existe toujours un plus petit majorant

SuUT et un plus grand minorant S N 7. En d’autres termes, #(4) est un
treillis.

On remarquera que

| P(4)]| = 16 = 24,

Remarque. Les parties d’'un ensemble 3 m-€éléments seront parfois repré-
sentées par les sommets d’un hypercube dans I’espace & m dimensions.
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Par exemple, avec 4 = { a, b, ¢ }, on obtient :

X3

001 ={c} O11={b,c}

101 ={a,c}

111 ={a.b.c}

|

i

]

i

i

;_________ lo1o={b}

000 = X2

100={a} 110={a, b}

X1
Dans cette représentation, les arétes du cube sont les mémes que les arétes
dans la représentation précédente. On a ici :
| 2(4)| =8 =2%.
PROPOSITION. Le nombre des parties d’un ensemble A @ m éléments est :

| 24| = 2"
(évident).

§ 4. Les nombres m" ou les applications de X dans A

Considérons un ensemble 4 de m éléments, et le produit cartésien
AXAx xA=A4",

c’est 'ensemble de tous les n-uples a,, a,, ..., a,, avec ay, a,, ..., a, € A.

Exemple. Quels sont les 4-uples que 1'on peut former avec les lettres a
et b ? Ce sont :

aaaa abaa baaa bbaa
aaab abab baab bbab
aaba abba baba bbba
aabb abbb babb bbbb

Il yenal6 =24
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PROPOSITION. m" est le nombre de n-uples formés avec m symboles.

En effet, un n-uple contient » symboles ; on a m possibilités pour le premier
symbole ; m possibilités pour le deuxiéme symbole ; etc. Le nombre de n-uples
est donc m x m x - x m=m".

PROPOSITION EQUIVALENTE. m" est le nombre d’applications d’un ensemble
X de n éléments dans un ensemble A de m éléments.

Evident, avec la correspondance :

(1 2 ...n ) o . a
had iy Qiy -+ G, -
a;, a;, a; "

n

§ 5. Les nombres [m), ou les injections de X dans A

Si x est un nombre réel, on posera a partir de maintenant :

XL=x(x—-1DKx-2)...(x—n+1).

Soient m et n deux entiers, avec m = n; nous allons dénombrer les n-uples
pris dans un ensemble A de cardinalité m, et ne présentant pas de répétitions
de symboles.

Exemple. A= {a, b, c,d}.
Avec m = 4, n = 2 on trouve douze paires :

ab ba ca da
ac bc chb db} (T) .
ad bd cd dc

PROPOSITION. [m], est le nombre de n-uples sans répétitions formés avec
m symboles.

Supposons formé le tableau T,_, de tousles (n — 1)-uples sans répétitions ;
on va former un tableau 7, en prenant chaque mot de 7,_, et en lui ajoutant
au bout, successivement, chacun des (m — n + 1) symboles qui n’y figurent
pas.

On obtient ainsi le tableau de tous les n-uples sans répétitions car :

1o Ce sont des n-uples sans répétitions,
20 Il n’y a pas d’omission ; le n-uple a, «, ... a, figure dans T, puisque
oy Ay ... &, figure nécessairement dans T,_, ;

30 Il n’y a pas de répétitions, car deux n-uples de T, ou bien différent par les
(n — 1) premiers symboles, s’ils proviennent de (n — 1)-uples différents, ou
par le n-iéme symbole §’ils proviennent du méme (n — 1)-uple.
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D’autre part, on a

ITol = (m — n + 1) |T,—4],
m—-—n+Dm-n+2)..(m-1)|T,,
m—-—n+1)m-n+2)..(m—-1)m=[m],.

PROPOSITION. [m], est le nombre d’injections d’un ensemble X de n éléments
dans un ensemble A de m éléments.

En effet, un n-uple sans répétitions, tel que adcb, correspond 2 une application

injective telle que
_ (1234)
?=\adcb)

m ! ou « factorielle m »

1l est d’usage de poser :

1xX2%x:xm si m entier > 0

| =
m: :l sim=0

m ! est donc le nombre de permutations de m objets ay, a,, ..., a,, c’est-a-dire
le nombre de fagons de ranger m objets distincts dans m places données.
On peut ainsi écrire
[m] _mm-1)..m-n+1)(m-mn)..1  m!
" (m-n)..1 T (m-n)"’

Nombres de Stirling de premiére espéce
Le polyndme [x],, étant un polyndme de degré a, peut s’écrire sous la forme :

[x]n = s0 + shx + s2x% + = + i x"

Les coefficients sk sont par définition les nombres de Stirling de premiére espéce.

Relations de récurrence

Pour calculer les nombres de Stirling de premiére espéce, on ales formules
suivantes :

k k—1
Spe1 = 8 T — ns:9
Sy =V,

Sy =




[cHAP. 1] LES FONCTIONS ELEMENTAIRES DE DENOMBREMENT 19

En effet, on a
[x]n+l =+ s:-l-l xk + = [x]n (X - n)
=(-+ s s+ ) (x - )

Identifions les coefficients de x* dans le terme de gauche et celui de
droite : on obtient la premiére des formules annoncées. Les autres sont

immédiates.

On trouvera ainsi, de proche en proche, les valeurs suivantes :

s k=0 1 2 3 4 ...
n=1| 0 1 0 0 0.
2| o -1 1 0 0.
3] o 2 -3 1 0.
4] o -6 11 -6 1.

§ 6. Les nombres [m]"

Si x est un nombre réel, on désignera dorénavant par [x]” le polyndme
IP=x(x+1D(x+2)..(x+n-1).

Supposons que X soit un ensemble de n objets 1, 2, ..., n que I’on veut ranger
dans des boites données ; chaque boite peut con-
tenir autant d’objets qu’on veut, mais s’il y a plu-
sieurs objets dans la méme boite ils se trouvent
placés dans un certain ordre (« boites ordon-

1 ]
nées »). 2
On se propose de chercher le nombre de range- 3 jl

X A
—— ~—~r—
a4

ments de n objets en m boites ordonnées.

Exemple. Considérons les rangements dans deux
boites ordonnées ; par exemple, celui ol les objets
ijk sont dans la premiére boite dans cet ordre et
Pobjet I dans la seconde boite se notera : ijk / I; on trouve les rangements
suivants avec X = {1,2}

{Q/lz 1/2 12/
gl 2/t 21|g

az
Jan
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PROPOSITION. Le nombre de fagons de ranger n objets dans m boites ordonnées
est [m]".
Supposons formé le tableau 7T,.; de tous les rangements des objets
1, 2,...,n — 1 dans les m boites données. Chaque rangement
By dgeee [ dpgqees [ oo [ ooy

peut se noter par une suite de (n — 1) + (m — 1) symboles (lettres ou barres) ;
on peut lui ajouter le symbole n de (n — 1) + (m — 1) + 1 fagons différentes.
Donc

I Tyl=m+n—-D|T,y|=m+rn-1)m+n-2)...(m+1)]|T|
= [m]’

[m]"

§ 7. Les nombres a1 o4 les applications croissantes
de X dans A

Soit 4 un ensemble de symboles a,, a,, ..., a,,, que I’on suppose ordonné dans
cet ordre :

a, <a;<az; < <a,.
Un mot x, x, ... x, de longueur n sera croissant si
X KX S X3 <KX,

Exemple. A est I'ensemble { abcd} ordonné dans cet ordre. Les mots
croissants de longueur 3 formés avec 4 sont :

aaa abb acc add
aab abc acd

aac abd

aad

bbb bec bdd
bbc bed

bbd

ccc cdd

ced

ddd

Ilyen a 20.
(Dans I'ancienne terminologie, les éléments ci-dessus sont appelés « combinai-
sons avec répétition de m objets pris n & n ».)
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PROPOSITION. Le nombre de mots croissants de longueur n formés avec
[m]’
m symboles est T

En effet, considérons un rangement de n objets 1, 2, ..., n dans m boites
ordonnées a,, a,, ..., a,, comme au paragraphe précédent, et faisons-lui
correspondre un mot croissant de la fagon suivante :

| 3 | l 251 | ! | | 647 | — Q10,0,0,0,0,44,
a; as as A,

On écrit le symbole a; autant de fois qu’il y a d’objets dans la liste a,, puis
le symbole a, autant de fois qu’il y a d’objets dans la liste a,, etc.

A chaque rangement de n objets correspond un mot croissant et un seul ;
un mot croissant peut provenir de n! rangements distincts. D’aprés la
formule du paragraphe précédent, le nombre de mot croissants est donc
m n
Ly
[m]®

PROPOSITION EQUIVALENTE. wr

X dans A.

Application (De Moivre). Cherchons le nombre d’additions réalisant le
total m = u, + u, + - + u, avec n entiers positifs ou nuls, deux additions
différant par la nature des entiers employés ou par leur ordre.

Posons s, = u; + u, + - + u,. Chaque addition est définie par un mot
Sy 83 .o Sy— 1, AVEC

est le nombre d’applications croissantes de

OSSI <Sz<"'<sn..1<m.

La réponse est donc

[m+11"' (m+n-1!
mn-1D!  (m-1D'm!"

8. Les nombres binomiaux

Cherchons le nombre de parties 4 n éléments d’un ensemble 4 de cardinalité
m.

Exemple. A = {a,b,c,d, e}, n=3.On trouve :
abc acd ade

abd ace
abe
bed bde
bce

cde
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On obtient 10 sous-ensembles de 4 3 3 éléments. On peut aussi considérer
ce tableau comme la liste des mots strictement croissants.

PROPOSITION. Le nombre de sous-ensembles de A @ n éléments est :

[ml, _mm—-1)(m—-2)..(m—-—n+1) m!
n! 1.2.....n T nlm - n)’

Supposons formé le tableau T des n-uples strictement croissants pris dans
un ensemble 4 de m objets ; on permute les lettres dans chacun de ces n-uples
de toutes les fagons possibles, et on porte les résultats dans un tableau 7.

On obtient ainsi le tableau des n-uples sans répétitions pris dans 4. Il n’y
a pas d’omission : tout n-uple d’objets distincts figure dans T".

Il n’y a pas de répétition, car deux n-uples de T’ proviennent soit d’'un méme
n-uple de T — et alors ils différent par I’ordre des lettres — soit de deux n-
uples différents de T — et alors ils différent par la nature des lettres. ]

m n

D’aprés le § 6, le tableau 7’ a [m], éléments, donc le tableau T a 1
éléments. C. Q. F. D.

Il est d’'usage de poser :

L'ﬁ']—" sin#0,m>=n
m\_ ) n!
(n)_ 1 sin=0,mz>=n.
0 sim<n

m . . ’ .
Ce nombre n) s’appelle le nombre binomial en m et n. Dans ’ancienne

terminologie, il était appelé le « nombre de combinaisons de m objets pris n
3 n»; on le notera aussi parfois Cp. (A noter que I'indice supérieur dans un
des symboles est I'indice inférieur dans I’autre.)

Formule 1. On a pour m 2 n >0 :

(W)= 1+ 2))
= +

n n n—1

m m

(0)—(m)_l

En effet, formons le tableau T des n-uples strictement croissants pris dans
A={ay,..,a,}; on peut le diviser en deux tableaux, I'un T’ des n-uples,
contenant a,, I’autre 7" des n-uples ne contenant pas a,. T’ est sans omission
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ni répétition, le tableau des (n — 1)-uples pris dans { a,, a, ..., a, }, et T”
celui des n-uples pris dans { a,, as, ..., a,, } ; d’ol la premiére de ces égalités.
Les deux autres sont immédiates.

Remarque. — On déduit de la formule 1 une loi de récurrence permettant

de déterminer tous les (':) de proche en proche, ce qui donne :

(':) n=20 n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5
m=1 1 1 0 0 0 0
m=2 1 2 1 0 0 0
m=3 1 3 3 1 0 0
m=4 1 4 6 4 1 0
m=35 1 5 10 10 5 1

Le tableau ainsi formé s’appelle le triangle de Pascal. On remarque :
10 Les coefficients équidistants des extrémes sont égaux, c’est-a-dire

()= )

En effet, les deux membres sont égaux a

m!
n!(m —n)!’

'm .
20 Pour m fixe, les nombres ( n) vont en croissant tant que

n < m ; 1 .
En effet,
(7)< ()
n-—1 n
est équivalent 2
m! m!

—Dim=—n+D! ~nim—n!
ou:

_ 1 1
m-n+1 n
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ou :

m+1
5

n<

Formule 2. (Généralisation de la formule 1). On a, pour m, n,p > 1,

"57)= 5062

Pour p = 1, n > 1, on trouve
R WE
m m-—1 n
C’est la formule 1.

Pour p = 2, n > 2, on obtient

("5 2)=(m )+ 2, ™)+ ()

Plus généralement, si n > p, on obtient :

o ("= ) ) (R

m p m\ (P
+(n—p+2)(p—2)+ +(n)(0)'
Si n < p, on obtient :

@ ("= @)+ () 62 )+ 0 )

Formons le tableau T des sous-ensembles de { a4, ay, ..., a,, by, b, ..., by }
avec n éléments ; en supposant n > p :

. . m
— ceux qui contiennent tous les b; sont en nombre ( p) "
n —

X qui contiennent p — 1 des b; sont en nombre ( I ) ( )
ceu u D — 1 n—p + 1
— etc.

D’ou la formule (1).
Sin < p, on trouve la formule (2).
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Formule du bindme dans un anneau commutatif
Considérons un ensemble 4 muni d’une opération notée + et appelée
I’addition, avec les axiomes suivants :
l.a+b+c)=(@+b)+c=a+ b+ c (associativité) ;
2.a+b =b+a (commutativité) ;
3. Existence d’un élément neutre O :
O+a=a
4. Existence d’un élément inverse — a :
a+(—a=0
A est alors un groupe abélien ; supposons que A soit également muni d’une
opération, notée ., et appelé la multiplication, avec les axiomes :
5. a.(b.c) = (a.b).c=a.b.c (associativité) ;
6. a.b =b.a (commutativité) ;
7. a.(b + ¢) = a.b + a.c (distributivité par rapport & 1’addition).

On dit alors que A4 est un anneau commutatif.

Exemples. L’ensemble Z des entiers positifs, négatifs ou nuls ; I’ensemble
R des nombres nuls, I’ensemble I' des nombres rationnels, I’ensemble Q des
nombres complexes ; ’ensemble des polyndmes ayant leurs coefficients dans
Z ; ou dans R; ou dans I' ; ou dans Q ; I’ensemble des fonctions définies et
bornées sur l'intervalle [0, 1]; etc.

Considérons dans A deux n-uples (a!, a?, ..., a") et (b, b?, ..., b"), et propo-
sons-nous de développer le produit :
(@ + b (a® + b)) ...(@a" + b") = [](@ + bY.

i=1

SiKecN={1,2,..,n},onposerasi | K| =k #0:

a*= [l a, b*=T]V.

iek iek
Si k = 0, on posera arbitrairement a? b" = b¥, a" b2 = a";o0na:
IT @ + b)) = (a* + b") (@® + b?) ...(a" + b")= Y a¥ bV 7K.
ieN

K<N

Faisons @' = a> = - = a" = a, b! = b> = - = b* = b, on obtient :

(a+by= Z (Z) at bt

k=0
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Application. Considérons dans ’espace vectoriel @ des fonctions 3 variables
réelles un opérateur linaire P, c’est-d-dire une loi qui fait correspondre a
toute fonction ¢ € & une fonction Py € &, avec :

Plo(x) + y(x)] = Po(x) + PY(x),
P[A¢(x)] = APp(x), A = constante .
Si P et Q sont deux opérateurs, on pose
(P + Q) ¢(x) = Po(x) + Qo(x),
(PQ) ¢(x) = P[Qop(x)].

Considérons maintenant deux opérateurs P et Q commutatifs (c’est-a-dire :
PQ = QP); ’ensemble des opérateurs, déduits de P et Q par une succession
d’additions et de multiplications, forme un anneau commutatif ; on a donc :

@+ 0o = 3, (7)o oo,

k=0
Considérons en particulier les opérateurs :

Eo(x) = o(x + 1),
Ip(x) = o(x),
4p(x) = ¢(x + 1) — @(x) = (E — 1) p(x) .

On peut écrire
Lox)=E-Dox)=Y (- (:) E* 0(x).
k=0

D’ou finalement la formule bien souvent utilisée :

09 = 3 = 07 (7) o + B

Nombres de Fibonacci

1o Proposons-nous de chercher le nombre f(n, k) des sous-ensembles de
X={1,2,.., n}, qui ont k éléments, et ne contiennent pas deux entiers
consécutifs.

A un tel sous-ensemble S, on peut faire correspondre un mot oy a, ... o,
avec

“ {0 si i¢S
Pl si ieS.
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Ce mot, formé de 0 et de 1, n’aura pas deux 1 adjacents. L’application
entre de tels sous-ensembles S et de tels mots a; aj, ... a, est bijective; on se
contentera donc de dénombrer les mots.

Considérons n — k chiffres 0, numérotés de 1 & n — k, et ajoutons k chiffres
1 de fagon qu’il n’y en ait pas deux adjacents ; chaque 1 peut étre caractérisé
par le numéro d’ordre du 0 qui le précéde : il faut donc choisir k entiers dans
'ensemble {0, 1, 2,...,n — k }, ce qui représente un nombre de possibilités
égal 2

f(n,k)=(n—:+l).

Le nombre de sous-ensembles de X qui ne contiennent pas deux entiers consé-

cutifs est donc
Fo= ¥ (n—k+1).
T k

Ces nombres F, s’appellent les nombres de Fibonacci.

20 Proposons-nous de chercher le nombre f*(n, k) des sous-ensembles de
X, A k éléments, et ne contenant ni deux entiers consécutifs, ni les chiffres 1
et n simultanément.

Les sous-ensembles qui contiennent le chiffre » ne peuvent contenir ni
n — 1, ni 1, et sont donc en nombre f(n — 3, k — 1) ; ceux qui ne contiennent
pas le chiffre » sont en nombre f(n — 1, k). D’ol

ffmk)=fn -3,k —1)+ f(n — 1,k)
(250
- ("% ]

_n (n—k)
“n—-k\ k /)

Le nombre de sous-ensembles de X qui ne contiennent pas deux chiffres consé-
cutifs modulo (n — 1) est donc

L

k

Ces nombres F, sont parfois appelés les nombres de Fibonacci corrigés.
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§ 9. Les nombres multinomiaux ( )
ny, Ny, =y M,

PROPOSITION.  Soit X un ensemble de n objets et ny, n,, ..., n, des entiers
positifs ou nuls avec ny + n, + = + n, = n; le nombre de rangements des

objets dans des boites X, X,, ..., X,, contenant respectivement ny,n,, ..., n,
objets est :

={ny!ny!..n
ng, ny, ... L4

n! .
( n ) —————— si my+n++n=n
n .
TR 0 sinon .

Supposons n, + n, + - + n, = n.

L’ensemble X; peut étre choisi de (n
1

I’ensemble X, fixé, X, peut étre choisi ensuite de (" ; n‘) fagons différentes,
2

etc.
Le nombre cherché est donc

)

P

n) fagons différentes ; en supposant

n! (n — ny)! (n— n;, — ny)! n,!
nyl(m—n)! ny!t(n—ny —ny))! ny!(n—ny —ny —nz)!  n,!

_ n!
nlnylng!l.on,!’

Formule du multindme dans un anneau commutatif

Si A est un anneau commutatif (cf. § 8), et si ay, a,, ...,a,e Aona:

n
@ +a+-+ay= Y ( )a’{‘ oY .
ny, B2, .., 8520 Ry, Ny eeey np

myt+mt..tnp=n

En effet, considérons des éléments aj- € A et formons le produit :
(@i +ay+ - +a)(@l+as++ad)..(@a} +a3+ " +ay.

Des nombres n,, n,, ..., n, positifs ou nuls étant donnés (avec n, + n, + -
+ n, = n), considérons chaque mondme de la forme :

(@ a®%...a%) (af af? ... ad) ... (a:‘,l ay ... asv)
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il lui correspond bi-univoquement un rangement de ’ensemble N = { 1,2, ...,n}
dans des boites Ny, N,, ..., N,, avec | Ny | = ny,| Ny | = ny, oo, | Ny | =, 5
leur nombre est donc :

n n!
(nl, | P, n,,) T ng! .. n,!’
En faisant, pour tout i,
al = a?
on obtient la formule annoncée.

CONSEQUENCE 1. On a:

(rp ) = oo )
ny, Ny, ..., N, im0 \Ngy Moy ey Mgy My — 1, M40y, 1y '

En effet, on a

@ +a,++a)y=@@ +a++a)a +a+-+a)'.

Le terme général est

n
(n n n )aT az ..ay =
1> N2y <oy Ny,
n—-1 n -
1 n 1 n
y ai( 1 ) ay ..al .apn.
i/m#0 Ry, ..oy — 1, ..., np

CONSEQUENCE 2. On a :

( m+q _
ny, Ny ..., 0

(k1,k2,...) < (B1,m2,...) kl’ kz, eeey kp ny — kl’ n, — k2a eeey np - kp
ky+k2

NN
En effet, on a

(@ +a++a" 1 =(a +a,+ - +a) (@ +a+ - +a).
Le terme général est

m+q n  ma n m
( )a1 02 .en ap" = Z k k k X
Ry, By ey By (k1,k2y...) S (B1,82,..) K15 K25 ceey Kp
ky+kz+--+kp=m

ki k2 kp q
X ai' ay’ ...a ( )
L4 nl - kl’ n2 - kz, voey np - kp

- -k ~k
ay MaRh alrhe.
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(Ces formules sont analogues aux formules 1 et 2 des paragraphes précédents,
et, comme elles, pourraient aussi se démontrer directement.)

CONSEQUENCE 3. On a:
1—-(=1)

n - n2 +ng+ne+ e =
Z(nl, Ny, .oy n)( 1) 2

+1=a,=a;=as=
—1=a,=a,=as ="

Faisons

Si p est pair, comme si p est impair, on peut donc écrire :

e (— p
(a1+az+"'+ap)"=—l(Tl).

D’ou la formule.

Beaucoup d’autres formules analogues peuvent étre obtenues par le méme
procédé.

Application au treillis des p-uples.

Considérons I’ensemble N” des p-uples a = (ay, a,, ..., a,) ol ay, ay,...,a,
sont des entiers > 0. Posons

b<a

sib;<a;pouri=1,2,..,p.
La relation a < b est une relation d’ordre, c’est-3-dire vérifie :

1o a £

20 a < b, b < aentrainea = b,
a<b,b< centrainea < c

On pose

avb= (max{ay,b,}, max{a,b,}, .. max{a,b,}),
aAb=(min {a;, b, }, min {a,b,},..min {a,b,}).

On remarque alors que I’ensemble ordonné N? est un treillis, c’est-a-dire
que pour deux p-uples a et b, il existe dans NP un majorant @ v b plus petit
que les autres, et un minorant a A b plus grand que les autres.

Représentons ce treillis par un graphe, dont les sommets sont les p-uples,
et I’on joint deux sommets a et b par une fléche allant de a vers b si, pour un i,
on a

_ lbk si k#i
“=Ab+1 si k=i.
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as

002 012 022 032 042

| |
T 142
A= 1 -A44 -
1170
H

d
0 , // , as

a

Si a > b, proposons-nous de chercher le nombre de chemins (suivant ’orien-
tation des fléches) allant de a vers b. Par exemple, si p = 3, on trouve 10 che-
mins pour aller de 032 4 000 :

032 022,012, 002,001 000
022, 012, 011, 001
022, 012, 011, 010
022, 021, 011, 001
022, 021, 011, 010
022, 021, 020, 010
031, 021, 011, 001
031, 021, 011, 010
031, 021, 020, 010
031, 030, 020, 210

PROPOSITION. Si a > b, le nombre de chemins allant de a @ b est

( Y (@ — by )
a; — bl’ a, — bz’ cory Gy — bn )

Posons a; — b, = n;, Y (a; — b)) = n, et appelons a; 'opération :
@@ = (@1, a3 s @y — 1,441, -, @) .

A tout chemin allant de a vers b faisons correspondre la suite des opérations
a; qui sont effectuées lorsque I’on suit le chemin. On définit ainsi une bijection
entre les chemins allant de a 3 b, et les n-uples contenant n, fois le symbole a,,

n, fois le symbole a,, etc. Un tel n-uple x, x, ... x, définit un rangement de
1, 2, ..., n dans des boites :

Ay ={i/x;=0}.
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Par exemple, a; a; a5 a, a3 a3 donne le rangement de 1, 2, ..., 6 dans trois
boites :

A1={1,2}, A2={4}’ A3={3’5a6};

la correspondance est bi-univoque.
Donc le nombre de chemins cherché est

ny, Ny, .y Ny,

§ 10. Les nombres de Stirling S7, ou les partitions de
n objets en m classes

Considérons un ensemble X'; des sous-ensembles 4,, A4,, ..., 4, forment
une partition en classes de I’ensemble X si I'on a :

Ai # Q ’
i#jentraineA;,nA; =,
AIUAz'"UAp=X.

Les ensembles A; sont les classes de la partition. On reconnaitra le plus
souvent que les ensembles 4; forment une partition d’un ensemble X en véri-
fiant que la relation « a et b sont contenus dans un méme sous-ensemble »,
ou a ~ b, satisfait aux axiomes :

a~a (réflexivité),

a~b = b~a (symétrie),

a~bb~c = a~ c (transitivité).
On dit que ~ est une relation d’équivalence, et que les A; sont les classes de
cette équivalence.

Considérons une partition & = (4;, 4, ..., 4,), qui comporte

A, classes de cardinalité 1,
A, classes de cardinalité 2,
A3 classes de cardinalité 3,

A, classes de cardinalité k.
On dit alors que la partition est du type
1+1+-+1+4+2+4+2++k+k+-+k.
—— N\ T, — N— —m N .,

21 A2 Ax
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Pour avoir une expression plus condensée on note parfois ce type en rem-
placant les additions par des multiplications, soit :

1424 | g,

Les deux notations seront utilisées par la suite.
Considérons par exemple une collection d’objets hétéroclites dont
5 sont rouges
5 sont verts
2 sont bleus
2 sont jaunes
2 sont noirs
1 est orange.

La couleur définit alors une partition du type 1 +2+2+2+5+ 5
(premiére notation) ou du type 1.23.52 (deuxiéme notation).

Remarque. Parfois, on considére un partage de I’ensemble X en sous-
ensembles 4, 4,, ..., 4,, avec seulement les axiomes

i#j = AinAj=ga

k
UAi=X'
i=1

Si les A; peuvent €tre vides, on ne parlera pas de « partition en classes »,
mais de « division en parties » de I’ensemble X. Une « classe » est nécessaire-
ment non vide.

Considérons deux partitions & = (4, 4,, ..., 4,) et & = (By, B,, ..., B).
On pose A <B si

A,NB;#F = A,cB.
La relation < est une relation d’ordre, c’est-a-dire avec les axiomes :
A< oA
A <B, B<EC > A<E.
La vérification est immédiate.
L’ensemble des partitions avec la relation < est un treillis, c’est-a-dire

que pour deux partitions & et 4, il existe un majorant plus petit que les autres,
et il existe un minorant plus grand que les autres.
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Exemple. X ={a, b, c, d}.

On obtient le treillis suivant :

blacd c/labd dlabc ab/cd ac/bd ad/bc
et
R S
a/b/cd a/c/bd a/d/bc bc/a d b/d/a c c/d/a b
[ a/ble/d_

Les types correspondants aux différentes partitions de ce tableau sont :

143 242

O+1+1+1]

I1 y a donc une relation d’ordre naturelle sur les types de partitions, mais I’on
n’a pas un treillis : par exemple, les deux partages 1 + 1 + 3 et 1 + 2 42
admettent deux majorants 1 + 4 et 2 + 3, aucun des deux n’étant plus petit
que lautre.

PROPOSITION 1. Si X est un ensemble de n objets, le nombre de partitions
du type 1%1 2%  k’* est égal a :

n!
ANMRY L kDD (A1) (D

(Immédiat, d’aprés la proposition du § 9.)

Exemple. X = {a, b, ¢, d}. On voit sur la figure que les partitions du
type 12.2 sont au nombre de

6= 4!
anenyey’
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Si n > m, on appelle nombre de Stirling (de deuxiéme espéce) le nombre Sy’
de partitions d’un ensemble de 7 objets en m classes. C’est par exemple le nom-
bre de fagons distinctes de ranger un ensemble de n objets distincts dans une
collection de m boites identiques, sans laisser des boites vides (si I'on avait le
droit de laisser des boites vides, la réponse serait S} + S2 + - + S™).

Exemple. On a 4 objets a, b, c, d. Les partitions en 2 classes sont au nombre
de 7, ainsi qu’on peut le voir sur la figure ci-dessus.
Donc S3 = 7.

PROPOSITION 2. m ! S}, est le nombre de surjections de X dans A.

En effet, A toute surjectionde X = {1, 2,..,n} dans 4 = { a,, ay, ..., a, }
correspond une partition de X en m classes distinctes a,, a,, ..., a,, ; inverse-
ment 3 toute partition de X correspond m ! surjections de X dans A4.

Relations de récurrence

Sk, =S8"+kS¢ pour 1<k<n,

St =81=1.

En effet, considérons le tableau des partitions de » + 1 objets en k classes.

1o Pour certaines partitions, le (» + 1)-iéme objet occupe une classe a lui
tout seul ; le nombre de ces partitions est S¥*.

20 Pour les autres partitions, le (# + 1)-iéme objet n’est pas seul dans une
classe. Il y en a donc kS: d’od

Sk, =81 4 kS,
Ces formules permettent de calculer de proche en proche les nombres S,'f;
on obtient le tableau suivant :

s m=1 2 3 4 5 6

n=1 1 0 0 0 0 o0
n=2 1 1 0 0 0 o
n=3 1 3 1 0 0o o
n=4 1 7 6 1 0 o0
n=>5 1 15 25 10 1 0
n==6 1 31 9 65 15 1

Cest le « triangle de Stirling ».
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Du triangle de Pascal (§ 8) et du triangle de Stirling, on déduit le tableau
des nombres d’applications de X dans 4 avec un ensemble-image aussi large
que possible :

5 6 n<m: Le nom-
30  bre d’injections est

()

30 150
62 540

A O b W N =

n > m : Le nombre de surjections est m ! Sy

Formule 1. Soit x un nombre réel quelconque, entier ou non; on a

=Y Sxl
k=1

Soient A et X, avec | A| = m < | X | = n; le nombre d’applications de X
dans A est

n - (m k m 1 m 2 m m
= ! = ! ] .o [}
m él(k)(k.s,, (l)l.S,, +(2)2.S,.+ +(n)m.S,,.

L’identité proposée de degré n, étant vraie pour n valeurs de la variable
x =1, 2, ..., n, est vraie pour tout x.

Formule 2

:'+1 = Z (:)S:Pl

Considérons le tableau des partitions de n + 1 objets en m classes.

Supprimons la classe qui contient I'objet n + 1; on obtient les partitions
d’un ensemble d’objets K en m — 1 classes (pour tout K = {1,2,..,n}).
D’ou la formule.
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Exercice. Quel est le nombre de fagons de placer n objets distincts dans
m boites différentes, de fagon que k de ces boites soient occupées et m — k
soient vides ? Clest :

et $(7) = siom,.

§ 11. Le nombre exponentiel de Bell B,,
ou le nombre de partitions en classes
de n objets
On désigne par B, le nombre total de partitions en classes d’'un ensemble X
de n objets ; ces nombres sont appelés parfois nombres exponentiels, ou nom-
bres de Bell.
Exemple. X ={a, b, c, d}.

On a 15 partitions, comme on le voit sur la figure de la page 15.
D’ou B, = 15.

Formule 1

Byiy = i (:)B,‘

k=0

On a évidemment, d’aprés la définition de nombres de Stirling (§ 10),
B,= Sy + S+ + SI.
Si m > n, on posera S, = 0; on peut donc écrire, avec la formule 2 (§ 10) :

B, = mz:l Spr1 = Z Z ( )Sm‘ kio (Z)(i S:“l) '

m=1 k=0 m=1

D’ou la formule.

Formule 2 (E. T. BELL)

By n
on!

=Y

IOMB

Un procédé élégant de démonstration, dit 3 G. C. RotaA [7], est le suivant.
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Considérons ’espace vectoriel des fonctions ¢(x) telles que

00 = ¥ alde, % lal<+ o

n=0
-]
La fonctionnelle L(¢) = ) a, est continue et linéaire, car

n=0

@

Lip+X¢)=Y Qo+ Xo)=4 Y t+ 4 ¥ «
n=0 n=0

D’autre part, la formule 1 (§ 10) donne

L(x") = L(é s:[x].;) =¥ Si=B,
D’ou

Posons €' = (1 + u), il vient :

5 500 - 1(3, 5

" =0 n'
Y iL(x1) .i :_”'=e b

Formule 3 (G. DOBINSKI).

n n n
B,y = 1(l"+2—+§"+ 4 +)

On a

« 1 _ ¢ [k].. k]..
; k1 ; (k — n)' Z Z g
La fonctionnelle L, définie pour la formule 2 précédente, vérifie
L([x]n) =l=- z [k]” .
Si g(x) = Y. a[x],, on a
k 1
Lew) =Twl ; (P =7 2 5 Tald, =

En faisant @(x) = x"*!, on obtient la formule annoncée.

Q|-
|-

(k)
X



Problémes
de partages

§ 1. P ou le nombre de partages de D’entier n en
m parts

Dans le chapitre 1, nous avons dénombré les partitions en classes d’un
ensemble X ; nous nous proposons ici de dénombrer les différents types des
partitions d’un ensemble de n objets. A chaque type correspond une suite
(g, xp, A3, ..., Opy) aVEC

n=oy + o+ o3+ -+ a,,
oy =0y a3 =2, =1,

Cette suite décroissante est plus communément appelée partage de I’entier n.
On désignera par P, le nombre de partages de I’entier n» en exactement m
parts.

Exemple
Les partages de sont D’od
2 2t 1+1 P=P;=1
3 3et2+1etl+1+1 Pi=Pi=P}=1
4 4 et 3+1cet2+2 P:=2
et 2+1+1et 1+1+1+1 Pi=Pi=Pi=1
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Relations de récurrence

On a

Py + Pp+ 4+ Py= Py,
Pi=P=1

Seule la premiére formule est 28 démontrer ; soit E I’ensemble des partages
de n ayant un nombre de parts < k ; chaque partage de E peut étre considéré
comme un k-uple (dont les derniers coefficients, éventuellement, seraient nuls).

Définissons sur E I’application

(ay, a3y 000y ,,,0,0,..,0) > (¢ + 1,0, + 1, ..y, + 1,1,1,..,1).

Elle applique E dans ’ensemble E’ des partages de n + k en exactement k
parts. Cette application est bijective, car
1° Deux k-uples différents de E donnent deux k-uples différents de E’.
20 Tout k-uple de E’ est I'image d’un k-uple de E. Donc
|E| =Py + " + Py=|E'| = Pyyy.

On obtient aussi des formules de récurrence pour calculer les P,, ce qui
donne :

PROPOSITION 1. Le nombre de partages de n ayant k pour plus grande part
est égal au nombre PY de partages de n en k parts.

Par exemple, pour » = 6, on trouve trois partages ayant 3 pour plus grande
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part:3+ 1+ 14 1,3+ 2+ 1,3 + 3; ontrouve trois partages en 3 parts :
44+1+1,3+2+1,2+2+2

Pour démontrer cette propriété, considérons un partage, par exemple
5+ 4+ 1+ 1, associons-lui un diagramme (appelé parfois diagramme de
Ferrers) en représentant chaque part par une rangée de carrés en nombre
égal a la part considérée, et disposés de la fagon suivante :

5+4+1+1 o

On appelle partage conmjugué du partage a = (x;, a,...,%) le partage
a* = (af, a3, ...), od ;" est le nombre de parts de & qui sont > i. Il lui corres-
pond un diagramme de Ferrers symétrique du précédent par rapport a la
diagonale.

Le partage conjugué de 5+ 4+ 1+ 1est 4+2+2+ 2+ 1, comme
on le voit immédiatement sur le diagramme de Ferrers ci-dessus : on compte le
nombre de carrés dans la premiére colonne, puis le nombre de carrés dans la
deuxiéme colonne, etc.

L’application qui fait correspondre 3 chaque partage de » son conjugué
est bijective ; on établit ainsi une correspondance bi-univoque entre les par-
tages de n ayant k pour plus grande part et les partages de » en k parts.

PROPOSITION 2. Les partages de n qui sont identiques a leurs conjugués
sont aussi nombreux que les partages de n en parts toutes inégales et impaires.

En effet, 2 tout partage en parts inégales et impaires, on peut faire corres-
pondre un diagramme de Ferrers en écrivant chacune des parts en équerre,
comme ci-dessous :

MR AKX

9+3+1 - - 5S+3+3+1
X X
XXX

Ce diagramme de Ferrers définit un partage conjugué a lui-méme (ici le
partage 5 + 3 + 3 + 1 + 1); la correspondance est bi-univoque.
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PROPOSITION 3. Les partages de n avec des parts toutes inégales sont aussi
nombreux que les partages de n avec des parts toutes impaires.

Considérons un partage avec des parts toutes impaires, soit par exemple
5+5+5+54+3+3+3+1+1+1+1+ 1 :chaque exposant peut
~——— N — ———— ——————— S —

4 3 5
se décomposer d’une fagon unique en somme de puissances de 2 (décomposi-

tion binaire), soit ici :

4=2°
3=2°42
5=2°+2

On peut donc grouper 2* parts identiques du diagramme de Ferrers comme
sur la figure suivante :

x| x| x| x| x
5+5+5+5 x| X xpxgx
——TN . — po——

22 X | x| x| x| x
x| x| x| x|x
3
s+3 Vol

—— T P e,

rlelsd

Groupons les carrés inclus dans la méme accolade.

On définit ainsi un nouveau partage, a savoir 20 + 6 + 4 + 3 + 1 dont
toqtes les parts sont inégales, puisque chaque nombre s’écrit d’une fagon
unique comme le produit d’un nombre impair et d’une puissance de 2.

Comme la correspondance est bi-univoque, on a bien démontré la proposi-
tion.
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PROPOSITION 4. Soit Q, le nombre de partages de n avec un nombre pair de
parts, et des parts toutes inégales ; soit Q, le nombre de partages de n avec un
nombre impair de parts, et des parts toutes inégales. On a

0 i nEEGE:1)
Q=
g+ (-1 s =’§‘(3kil)

En effet, considérons un partage de n avec un nombre impair de parts, et des
parts toutes inégales ; soit S 1’ensemble des carrés de la ligne horizontale a
I’extréme Sud de son diagramme de Ferrers ; soit £ ’ensemble des carrés de
la ligne & 45° & I’extréme Est (les deux lignes pouvant d’ailleurs se borner a
un carré unique).

Par exemple,

T7+6+5+3+2 - x|

Si | S| < | E|, je transporte la ligne S A ’extréme Est du diagramme de
Ferrers, soit ici :

Jobtiens ainsi le nouveau partage 8 + 7 + 5 + 3, avec un nombre pair
de parts, et toutes inégales (et avec | S| > | E|). Si 'on avait eu initialement
| S| > | E|, je porterais la ligne E & 1’extréme Sud, pour obtenir un nouveau
partage avec un nombre pair de parts et toutes inégales (et avec | S| < | E|).

Cette transformation est toujours possible, excepté si les lignes S et E se
rencontrent, avec en outre :

|S|=1El], ou [S|=|E|+]1.
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Cas | S| = | E| ; on ne peut pas transporter S a I’Est.

X
X X X E

X
7)( X X %

Sil’onpose | E| = k, & = 0 ou 1, on a dans les cas d’exception :

n=(k+8)+(k+8+1)+(k+8+2)+'"+(2k+8—1)=§(3k+28—1)
k
—§(3ki 1).

Dans tous les autres cas, la correspondance est bijective ; d’out la formule

annoncée.
C.Q.F.D.

Une autre fagon d’étudier les nombres P, est de recourir a la méthode des
Jfonctions génératrices, due 4 Laplace et Euler.

Soit ¢(n) une fonction définie pour les entiers n > 0 ; on peut lui associer
la fonction

F(x) = 20 o(n) x*

(en supposant que la série converge au voisinage de I’origine, ce qui sera tou-
jours le cas ici). On dit alors que F(x) est la fonction génératrice de ¢(n), ce
que ’on écrira

o(n)=F(x).

On dit aussi que ¢(n) est I'image de la fonction F(x), et ’'on a :

(n)—; dx]
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1o La fonction génératrice du nombre P, des partages de l’entier n est :
Fx)=>01-x"10-x)"10-x>"1..

(en posant arbitrairement P, = 1).
En effet, il s’agit de montrer qu’au voisinage de ’origine, on a

1 ©
A-x0d-x)1—-x%... ,,;,P"" :

En effet, on a, pour | x| < 1,

1
A—-a;x)(1 —a,x)...(1 —a,xH...

=(1+a;x+alx*+a}x>+ )

A+ayx>+a3x* + ).+ apx* + a2 x¥* + ).
=1+ax+ "+ @'ap..a*+ -)x"+ -

Dans le coefficient de x”, chaque terme a}' a3... af* définit un partage de n,

A savoir :

U4lt4D+Qt24 4D+t (etkt o+ =n.

A1 A2 Ak

On a ainsi tous les partages de n sans omissions ni répétitions. Donc, en
faisant 1 = a; = a, = -, on obtient la formule annoncée.

20 La fonction génératrice de P, est
Fx)=x"1-x(1—-x%)..01-x.
30 La fonction génératrice du nombre de partages de » en parts impaires est

FEX)=0+x+x>+ .00 +x>+ x5+ )0 +x° + x4 ) ..
=0 -x"10-x"10-x)""..

40 La fonction génératrice du nombre de partages de n en parts toutes
inégales est

FX)=0+x0+ x50+ x3)..

50 La fonction génératrice du nombre de partages de #» en un nombre impair
de parts est

Fo) = [T (1 — x¥*1)71
i=1
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6° La fonction génératrice du nombre de partages de n en parts toutes
distinctes est

Fg(x) = f[l a+xb.

70 La fonction génératrice du nombre de partages de n A parts impaires
distinctes est

Fi(x) = ﬁ (1 + x¥*Y).
i=1

Application d’identités remarquables aux dénombrements de partages

Reprenons par exemple la proposition 3 : les partages de n avec des parts
toutes inégales sont aussi nombreux que les partages de n en parts toutes
impaires.

Il s’agit de montrer que

1
A=-x1-x)1-x%..

Fy(x) =

et
F ) =Q+x)A+xHA + xY...
sont identiques.
On a en effet
_a- A -xH(A - x%) .. _
A-x0-xH1-xY..

=0 +xa-=x)U+xH.
B 1-x01-xY..

F3(x)

> = F,(x).

Cette démonstration, due a Euler, est trés générale et ne nécessite pas une
intuition exceptionnelle ; par contre, elle n’indique pas explicitement, une
correspondance bi-univoque entre deux classes de partages.

Application des dénombrements de partages a des identités remarquables

Prenons I'identité d’Euler

A-0)A=-x)A=x)..=1+Yom)x"=1—-x— x>+ x> + -
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L’image de cette fonction génératrice est

2
0 si n#ik_zi_k

o(n) = )
(- D si n=§—l£—2-i——k.

Soit @, le nombre de partages de n en parts toutes inégales, avec un nombre
pair de parts ; soit Q, le nombre de partages de n en parts toutes inégales,
avec un nombre impair de parts.

Le coefficient de x* dans le produit considéré est égal 3 Q, — Q. ; ce nombre
est égal A o(n), d’aprés la proposition 4.

C. Q F. D.

Il existe d’autres identités de ce genre, dont les plus célébres sont celles de
Jacosl et de ROGERS-RAMANUIJAN ; le fait le plus remarquable est qu’elles
s’expriment toutes en termes de partages. En outre, elles permettent d’étudier
le comportement asymptotique des nombres P,, Py

C’est ainsi que HARDY et RAMANUJAN donnent :

LogP, ~ n /33—"— Log (4 n./3).

(Cf. WriGHT, [12)).

§$ 2. P,,, ou le nombre de partages de D’entier n
dont la plus petite part est h

Nous désignons ici par :

P, le nombre de partages de n,

P} le nombre de partages de n en m parts,

P,,, le nombre de partages de » dont la plus petite part est h,

Pny le nombre de partages de n en m parts dont la plus petite part est 4.

On a les formules évidentes :
P,=P)+P}+ - +P],
Py =Ppy + P+ + Pp,,
P,,=P), + Pl + -+ Pp,.
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Exemple. Considérons les partages de 6 en m parts, avec une plus petite
part égale 4 h. Ces partages peuvent se représenter par un arbre de la fagon
suivante :

Niveaux :

m=1

m=2

m=3

m=4 1+1+1+43

3
I

5 |1+1+1+1+2|

m=6 [1+1+1+1+1+1]

Cette représentation est commode quand on veut retrouver rapidement

un nombre PJ,. On voit immédiatement, en descendant I'arbre : Pg,; = 2,
etc. (P. BERTIER [2]).

Formule 1

Pon = Pi_pmh-1 si h>1
P::'.=P:'"__11 Si h= 1

Supposons & > 1; & tout partage n = a; + a, + - a,,, avec
G == =a,=h,
on peut associer le partage :
n—m=@ —-D+@-D++@-—D+G-1.

Formule 2

Pow=Py pp+ Poppsr +

En effet, on peut écrire
n=h+@n—-h.
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Donc
Pn,h = z P, —hk
k>h

Relations de récurrence

Pn.h =P, —-1,h—1 Pnoh,}.-—l si h>1
Pn,h=Pll—1 Si h=1

Supposons A > 1; d’aprés la formule 2, on a :

Pn-l.h—l= Z Pn—h,k'

k>h—1
D’ol, en comparant avec la formule 2,
Pn,h =P -1,h—1 — Pn_h,hol .

Cette derniére formule permet de construire le tableau suivant, colonne
par colonne :

Poyw | h=1 h=2 h=3 h=4 h=5 P,
n= 1 1 0 0 0 O0.. 1
n= 2 1 1 0 0 o0.. 2
n= 3 2 0 1 0 O0.. 3
n= 4 3 1 0 1 0. 5
n= 5 5 1 0 0 1. 7
n= 6 7 2 1 0 01 11
n= 17| 1 2 1 0 0..1 15
n= 8| 15 4 1 1 0. 1 22
n=9| 2 4 2 1 0. 1 30
n=10| 30 7 2 1 1. 1...| %2

§ 3. Dénombrement des tableaux standards associés a
un partage de n
Etant donné un partage o, + o, + - + a,, = n(avec oy = oy = - = ),

on appelle tableau associé @ ce partage une matrice ((k;)) d’entiers telle que la
i-i¢me ligne de la matrice (k}, kb, ..., k&) contient exactement «; entiers.
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Le tableau est dit normal si :
(1) les K} sont tous distincts,
Qi>j=>ki>k,
B)i>j=>k>k;.

Par exemple, la matrice

((K)) =

est un tableau normal associé au partage 3 + 2 + 2 : en effet, les entiers vont
en croissant quand on lit une ligne de gauche A droite, ou quand on lit une
colonne de haut en bas.

Un tableau normal associé 4 un partage de n et rempli avec les entiers
1,2, ..., n, est appelé un tableau standard. Le but que nous nous proposons
ici est de dénombrer les tableaux standards associés & un partage donné;
ce probléme a en effet de nombreuses applications en analyse (*).

Exemples. Le nombre de tableaux standards associés au partage 3 + 2 + 2
est 21 ; la liste est la suivante :

123 124 134 125 135
.. |45 35 25 34 24
67 |67 67 67 67 67

... |123 124 134 125 135 145
.6 |46 36 26 36 26 26
.71 (57 57 57 47 47 37

.6 (126 136 126 136 146
.. |34 24 35 25 25
.71 |57 57 47 47 37

.o 7127 137 127 137 147
.. |34 24 35 25 25
.6 |56 56 46 46 36

On remarque que 'entier le plus élevé du tableau (ici 7) doit apparaitre
nécessairement 3 I'extrémité droite d’une rangée et en bas d’une colonne

(1) Cf. a ce sujet : D. E. RUTHERFORD [9].
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(soit, ici, deux places possibles). On les essaiera toutes successivement en
partant de la derniére rangée.

Si on élimine la case du chiffre 7, on place le chiffre 6 successivement dans
toutes les cases (i, j) qui se trouvent a I’extrémité droite d’une rangée et en bas
d’une colonne dans le nouveau diagramme (soit ici trois places possibles) ;
etc...

Etant donné un partage
A+ o+t a,=n A A= a,>1,
on appelle tableau des équerres la matrice des nombres :
By=1+ (4 =)+ @]f= i).

On obtient ce tableau en représentant le partage par un diagramme de
Ferrers

A la case (i, j), intersection de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne, on
dénombre : la case (i, j), puis les cases & sa droite (en nombre a; — j), puis
les cases en dessous d’elle (en nombre a}' — i). Ainsi le tableau d’équerre
correspondant au partage 3 + 2 + 2 est

() =

LEMME. Pour une case (i, j) donnée, la suite
(Hy By gy oy B Bl — BSFL B — BE¥2 L — )

constitue une permutation des entiers 1, 2, ..., h;.
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Considérons I’équerre ayant pour angle la case (i, j), soit :

i,j Lj+1|4,j+2 iLj+p

i+1,j

i+2,j

i+4q,j

Cet équerre contient ) cases.
Mettons dans la case
@i, j) le nombre h;

(i,j +1) lenombre  hi,,

.............................

(i+1,j) lenombre K, — k"', etc.

Montrons qu’on n’a pas inscrit deux fois le méme nombre ; la suite inscrite
dans la premiére rangée de I’équerre est évidemment strictement décroissante ;
la suite inscrite sous (i, j) est strictement croissante, avec le dernier terme :

. * i
h; — h¥ < hj.
11 suffit donc de montrer que pour ¢ > 1, s > 1, on ne peut pas avoir

i i pits
Koy = By — B
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Pour cela, considérons les trois équerres ayant respectivement pour angles
les cases (i, j), (i, j + t) et (i + s, j); désignons par :

i,j o |, j+t

o le nombre de cases entre (i, j) et (i, j + ¢t),

B le nombre de cases entre (i, j) et (i + s, j), B Y .
y le nombre de cases en dessous de (i, j + t), |————|—
J le nombre de cases a droite de (i + s, j).

i+s,j|0

L’égalité précédente s’écrit :
h;-’.' + h;+s = h;,

ou:
y+o=a+p+1.

Sil'on ad < a y <P, cette égalité devient y + 6 > y + 6 + 1: absurde.
Si 'on a 6 > a, cela implique que les équerres d’angles (i + s, j) et (i, j + )
intersectent, donc y > B, et I’égalité devient

y+0=a+pf+1<@-1)+(@-1)+1=y+ 66— 1:absurde.
C. Q F. D.

THEOREME DE FRAME-ROBINSON-THRALL. FEtant donné un partage
oy +ay+ - t+a,=n
de Ientier n, soit ((h;)) le tableau d’équerre qui lui correspond. Le nombre de

tableaux standards associés au partage donné est :
!

%

i,Jj

f@y, .o ay) =

~ -
.

En vertu du lemme, on a
TP |
h; = hy = ————.
=11 Ik TT (% — k)

=1
i1
j>i

Posons :
xi=hi1=a,-+(m—i).
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La fonction f définie par I’énoncé peut alors s’écrire :

H (x; — xj)

i>1
Sy, agy ooy ay) = 01

T

1
On a aussi :
f(al) a2, eooy ak—l’ O — 1, ak'l-l, eoey a,,.)

IT (xi'—xj)n(xk_ 1 —xj)l_[(xi—xk"'l)
iLj#k ik i<k

=mn-1

[T 6! 0o = D!

i+k

x;kf(al’ 0y eeey am) l_l Sx"___i:_xj_). .

jEr (a— xj)

Remarquons que si o.,; = «, on a x,,; = x, — 1, et cette expression est
nulle.

Raisonnons par induction : la formule de I'’énoncé est vraie pour des par-
tages de n = 1, 2; supposons la vraie pour les partages d’entiers inférieurs
a n, et démontrons-la pour le partage a; + a, + =+ + a,, = n.

Dans un tableau standard T, d’ordre n, associé au partage a;, oy, ..., &y,
le chiffre n se trouve A I'extrémité d’une ligne k pour laquelle o;,; < ;. La
suppression du chiffre n fait correspondre & T, un tableau standard 7,_,,
associé au partage a;, 0y, ..o, O—yg, 0 — 1, & 4q, -y Ay, €t ON établit ainsi une
bijection entre I’ensemble de tous les tableaux standards 7, et un ensemble
de tableaux standards d’ordre n — 1. Le nombre de tableaux standards d’ordre n
est donc

Z Sy ces O g5 0 — 1, Gy gy oeny Xpy)
kilag +1#ax

m
= Y f(oyy ey Opmgy O = 1, gy oy Op)
k=1

1 P | R )
= n f(al, eeey am) kgl Xy jl;[k (xk - xj) '

Posons

g0 =TT (x = x).
J=1
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11 s’agit donc de montrer que si les m racines d’un polyndme g(x) vérifient

Xy < Xy << X

in=2ai+2(m—i)=n+'n(m——l)’
i=1 i=1 i=1 2
elles vérifient également :
n=2xkn(xk_x"—l)= (= x) gl — 1)
k=1 j#Ek (X — X;) k=1 g'(xy)

(Cette vérification, qui sera laissée au lecteur, est une routine habituelle dans
la théorie des fonctions symétriques des racines d’un polyndme.)

G. de B. RoBINSON ([8]) a découvert (*) une construction remarquable qui
associe de fagon injective & une suite ¢ formée d’entiers différents, une paire
P(p), O(¢) de tableaux standards de mémes formes. Nous allons donner main-
tenant cette construction, qui a été présentée indépendamment par C. SCHENS-
TED [10] dont nous conservons la terminologie et les notations.

Soit T un tableau normal, formé d’entiers distincts &, k,, ..., k,. Si

x # kyy kg, oo Ky,

on peut former un nouveau tableau au moyen des régles suivantes :

1° On place x dans la premiére rangée, soit en remplagant par x le plus
petit k; qui est > x, soit si un tel k; n’existe pas en ajoutant x a la fin de cette
premiére rangée ;

20 si x a remplacé le symbole k; de la premiére rangée, on place k; dans la
deuxiéme rangée suivant la méme loi, etc.

Un tel tableau sera désigné par (T « Xx).

Exemple. Si
() =247
38
59

on a:
(T—6)=246
37
58
9

On remarque immédiatement que (T « x) est aussi un tableau normal.

(1) Nous devons cette référence 4 ’obligeance de M. P. SCHUTZENBERGER.



56 PRINCIPES DE COMBINATOIRE

Pour une suite ¢ d’entiers distincts k,, k,, ..., k,, on désigne par P(¢) le
tableau standard :

[((ky) « k3) « k3] « k4 ...

On désigne par Q(¢p) le tableau de méme diagramme en plagant I’entier i
dans la case ajoutée au diagramme au moment ol ’on a incorporé I'entier k;.

Exemple. Prenons la suite 3, 5, 4, 9, 8. On forme successivement :

@=|3|35[354|3549|35498
P)=|3|35|34 |349 |348

5 5 59
O)=|1]|12]12 |124 |124
3 3 35
348 124

Inversement, si ’on se donne P(¢p) = 59 et Qo) = 35 > On peut aisé-

ment retrouver la suite ¢ initiale en procédant de fagon inverse : le dernier
entier déplacé dans le tableau P est le 9, qui ne peut provenir de la premiére ligne
que lorsqu’on a incorporé le 8 : donc le dernier entier de la suite est 8 ; etc.

On remarque que Q(¢) est un tableau standard ; en effet, P(¢p) est un tableau
normal d’aprés la remarque précédente, et Q(¢) a le méme diagramme ;
comme chaque entier ajouté au tableau Q(¢) est plus grand que ceux qui sont
au-dessus ou 2 sa gauche (qui ont été placés avant), Q(¢p) est aussi un tableau
normal ; c’est donc un tableau standard. On peut d’ailleurs remarquer (M. P.
SCHUTZENBERGER [11]) que pour une permutation ¢, on a Q(¢) = P(e™ ).

LeMME (ROBINSON). Le nombre de colonnes de P(¢p) est égal a la lon-
gueur de la plus grande suite partielle croissante de la suite ¢ ; le nombre de ran-
gées de P(¢) est égal a la longueur de la plus longue suite partielle décroissante
de la suite ¢.

1° On appelle j-iéme suite fondamentale d’une suite ¢ celle fournie par les
différents entiers placés a la j-iéme place de la premiére rangée des tableaux P ;
chaque suite fondamentale est une suite partielle décroissante de la suite
initiale (immédiat).

Dans I’exemple précédent, les suites fondamentales sont : 3; 5,4; 9, 8.

2¢ Etant donné un entier k de la j-iéme suite fondamentale, on peut trouver
un entier de la (j — 1)-iéme suite fondamentale qui est plus petit et qui apparait
a gauche dans la séquence donnée ¢.

L’entier qui occupe la (j — 1)-iéme place de la premiére rangée lorsque I’é1é-
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ment k est incorporé au tableau P 3 la j-iéme place, répond aux conditions
proposées.

30 Le nombre de colonnes de P(¢p) est le méme que celui des suites fonda-
mentales ; d’aprés (1), il ne peut exister plus d’un élément de chaque suite
fondamentale dans une suite partielle croissante de ¢ ; d’aprés (2), on peut
construire une suite partielle croissante de ¢ avec un élément pris dans chaque
suite fondamentale. Donc : le nombre de colonnes de P(¢p) est la longueur de
la plus longue suite partielle croissante de ¢.

40 La seconde partie de I'énoncé découle du fait qu’en écrivant une suite a
I’envers, on change les suites croissantes en suites décroissantes.

Remarquons que ce raisonnement permet facilement d’obtenir des suites
partielles croissantes de longueur maximale, & savoir, pour ’exemple ci-dessous :

3’4)8 et 3,4,9.

THEOREME DE SCHENSTED. Le nombre de permutations de 1, 2, ..., n dont
la plus longue suite partielle croissante est de longueur p et la plus longue suite
partielle décroissante est de longueur q, est obtenu en comptant les tableaux
standards associés aux différents partages de n avec q parts et de plus grande
part égale a p, et en sommant les carrés des nombres obtenus.

En effet, & chaque permutation ¢ satisfaisant aux conditions proposées cor-
respondent un P(¢p) et un Q(¢p), qui sont deux tableaux standards de
mémes formes avec p colonnes et g rangées ; inversement, & tout couple de
tableaux standards de mémes formes, avec p colonnes et g rangées, il corres-
pond une permutation satisfaisant aux conditions proposées (et une seule).
D’ou le résultat annoncé.

Exemple. Pour n = 10, p = 6, ¢ = 3, on considére les tableaux d’équerre :

8

4

1

8|7 4|3|2|1
3|2

21

D’aprés le théoréme de SCHENSTED, le nombre de permutations cherchées est :

( 10! )2 +( 10! )2 = (315)2 + (225)% = 149.850
2.3.5.6.8.4.2 2.3.4.7.8.2.3.2) -
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§ 4. Une application du treillis de Young

Considérons deux suites a« = (@, ®,, ..., @p, 0, 0,...) et
ﬂ = (ﬂl! ﬂ2’ seey ﬂq’ 0, 0, '") ’
avec

oy =0y =03 =t = Ay,

By=B,=Bs=28,.
Elles correspondent a des partages de deux entiers ) a; et Y. f; non néces-
sairement égaux. Posons i !
avp= (m?x{“l,ﬂl b m?x{“z,ﬂz oo )s
a A B = (min {ay,p;}, mn {a,p,},...).

Ce sont encore des suites décroissantes se terminant par des 0. Ces opérations

définissent un treillis, appelé treillis de YOUNG, qui commence ainsi :
niveaux :

Le nombre de sommets du niveau n est P, ; si un partage contient k entiers
distincts, il admet k prédécesseurs et kK + 1 successeurs.
La propriété fondamentale des treillis de Young est la suivante :

THEOREME DE KREWERAS ([5]). Soient a = (a;, o3, ..., 0%, 0, 0,..) et
B=(@, B2 .os By 0, 0, ...) deux suites de Young avec B < a, C’est-d-dire
B: < a,, et appelons r-chaine entre B et a une séquence f, y', 2, ..., ¥, a, avec :

B<y<yP< <9y <a.

Le nombre w,(B, o) de r-chaines entre B et o est égal au déterminant d’ordre
max { m, n }, dont I’élément général (ligne i et colonne j) est :

(a‘—ﬁj'"r)
i—j+r/’
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Pour deux entiers p et n pas nécessairement > 0, on pose ici :

nn—1Dn-2)...(p+1)

si n>
(,,)_ (= p)! ?
p 1 si. n=p
0 si n<p

Pour la démonstration qui se fait par induction sur max { m, n }, nous ren-
voyons le lecteur 3 KREWERAS [5].

Ce théoréme permet en particulier de donner sous forme de déterminant :
1o Le nombre de partages y avec f < y < a (cas r = 1).
20 Le nombre de chemins dans le treillis de Young entre f et « (cas r

=Za;—ZB,—1).
i J

CoROLLAIRE (KREWERAS [5]). Le nombre de tableaux standards d’ordre n
ayant pour diagramme le diagramme de Ferrers associé a un partage a = (a,, 5, ...)
de n, et dans lesquels les entiers 1, 2, ..., p (avec p < n) remplissent le diagramme
de Ferrers associé @ un partage p = (B, B>, ...) de p, est égal au nombre de che-
mins entre B et a dans le treillis de Young (qui est déterminé par le théoréme
précédent).

On se propose de calculer le nombre de tableaux standards T d’ordre n
ayant un diagramme donné et dans lesquels les entiers 1, 2, ..., p (p < n)
ont des places fixées A I’avance, qui constituent un tableau standard S d’ordre
p- On obtiendra le tableau standard T a partir de .S en ajoutant successivement
les entiers p + 1, p + 2, ..., n, ce qui détermine une suite de partages ; soit
par exemple :

12 124 124 124
S=3 23 35 »>T=35
6

Ceci détermine dans le treillis de Young le chemin :
p=@21,00.)<@3,1,.)<B,2,.)<a=(3,21,..).

Il y a ainsi une correspondance bi-univoque entre les tableaux standards T
répondant aux conditions proposées et les chemins entre les partages a et f.

C.Q.F.D.







Formules
d’inversion
et applications

§ 1. Opérateur de dérivation associé a une famille
de polynomes

Considérons une famille de polynémes d’une variable réelle x :
PO(x) ’ Pl(x) ’ P2(x) PRI

Nous supposerons que Py(x) = 1, et que pour n > 1, P,(x) est un poly-
ndme de degré n en x qui s’annule pour x = 0. On dira alors qu’on a une famille
normale de polyndmes.

Un opérateur de dérivation associé aux polynémes P,(x) est une loi D qui fait
correspondre 3 tout polyndme ¢(x) un polyndme que I’on note Do(x), avec
en outre les propriétés suivantes :

a0 DR =(g @ ShE e

(2°) D[Ap(x)] = A De(x), A = constante.
(3°) D[o(x) + ¢'(x)] = Do(x) + Dg’(x).

PROPRIETE 1. Pour toute famille normale de polynémes P,, il existe un
opérateur de dérivation D et un seul.

En effet, tout polynéme ¢,(x) de degré n peut s’écrire
Pn(X) = 0y Py(X) + gy Pp_y(X) + = + g Po(x),

ou a,, a,_, ..., d sont des constantes, et cela d’une fagon unique. En effet,
il suffit de prendre pour «, le coefficient de x" dans ¢,(x), divisé par le coeffi-
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cient de x” dans P,(x); @,—1(x) = @,(x) — ao P,(x) est alors de degré n — 1
(au plus) et I’'on prendra pour «,_, le coefficient de x*~! dans ¢,_(x) divisé
par le coefficient de x"~! dans P,_,(x). On considére alors

(P,,..z(x) = (pn—l(x) — Oy Pn—l(x) >
ce qui détermine a,_,, etc.
En vertu de (1), (2), (3),on a:
D(pn(x) = na, Pn-l(x) + (n - 1) Op—1 Pn—2(x) + -+ 0.

Ceci prouve l'unicité de I’opérateur de dérivation associé aux polyndmes
P(x).
En outre, I'opérateur D défini par cette égalité vérifie bien (1), (2), (3).

THEOREME DE TAYLOR RELATIF A UNE FAMILLE NORMALE DE POLYNOMES P,(x).
Si @ est un polynéme de degré n en x, on a :

Dg(0) D?p(0)

9(x) = 9(0) + —37= P1(x) + —7— Pa(x) + - + D@

n!

P(x).

En outre, ce développement en série est unique.
On a

@(x) = og Po(x) + ay Py(x) + - + o, Py(x) .

Si I’on fait x = 0, il vient
¢(0) = ap .
Dérivons :

Do(x) = 0 + a; Po(x) + 2a, Py(x) + -+ + na, P,_,(x).
Si ’on fait x = 0 dans le premier membre, on obtient
D¢p(0) = a; .
Dérivons encore :
D2p(x) = 20y Po(x) + 2-3 a3 Py(x) + = + n(n — 1) a, P,_,(x).

Dol
D2p(0) = 2, .

Plus généralement, si I’on pose
1x2x3xxk=k!,

on trouve
D*¢(0) = k ! «, .

D’ou la formule annoncée.
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Remarquons que le polyndme P,(x) = x" a pour opérateur de dérivation
associé la dérivation ordinaire x> on retrouve ainsi la formule classique de
Taylor-MacLaurin.

Formule da bindme
Soit y une constante, et considérons le polynéme :
px) =(x+y)".

Nous allons le développer en série de Taylor par rapport aux polyndmes
P (x) = x" (qui s’annulent bien pour x = 0, n # 0).

L’opérateur de dérivation associé aux polyndmes P, est la dérivation ordi-
naire

d
Do(x) = % .

On a
Do(x) = n(x + y)"~*,
Dp(x) = n(n — 1) (x + )2,
Do(x) =n(n — 1) ...(n — k + 1) (x + y)" *.

La formule de Taylor devient :

x+yy=y +('11)xy -t +(;)x2 YR+ (n)x,,.

n

On retrouve la « formule du bindme », que I’on écrit aussi :

(x+ y) = i (Z) Xk yn-k

k=0

Formule du bindme en A
Nous allons faire un développement en série par rapport aux polyndmes :
P)=[xh=xx—-1Dx-2)..(x—n+1);

ils s’annulent bien pour x = 0, n # 0.
Considérons I'opérateur A défini par

Ap(x) = o(x + 1) — o(x).
A est I’'opérateur de dérivation associé aux polynémes P,, car

Alxl, =[x + 1}y = [xls = (x + D [x}yy = (x = 2+ D [x],-; = nx],—, .
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Suivant la formule de Taylor pour les polynémes [x],, développons le polyndme
o(x) =[x + yl,.

On a
Ap(x) =n(n —1)...(n — k + 1) [x + ylo—s -

D’ou finalement :

[x +yl, = i (:) [x]x [¥1s-x | (Formule de Vandermonde) .

k=0

Formule du bindme en V
Nous allons développer en série relativement aux polyndmes :

P)=xI=xx+1D)x+2)..x+n-1)

ils s’annulent bien pour x = 0, n # 0.
Considérons I’opérateur V défini par

Vo(x) = o(x) — o(x — 1).
C’est I'opérateur de dérivation associé¢ aux polyndmes P,, car

VP =B~ x =1 =(x+n—-DEP™ = (= DI = nlx"71

Développons le polyndme
o(x) =[x +)I",

ona
Vie(x) =n(n — 1) ...(n — k + 1) [x + y]"*.

D’ou

b7 = 3 () oo

(Formule de Norlund).

PREMIER THEOREME D’INVERSION. Soient ¢,(x) et Y,(x) des polynémes de
degré n avec les développements :
n
(Pn(x) = z a: Wk(x) (n = oa 1’ 2a eeey ”o)

k=0

Vo) = 20 B (%) (= 0,1,2, .y no)
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quels que soient les nombres a,, a,, a,, ..., Gy, by, by, by, ..., b, les relations

n
a, =y o b, n=0,1,2,..ny)
k=0
impliquent :
b= ¥ Ao (n=0,1,2..,np).

En effet, on peut écrire

n n n n
00=5 23 Bow= 5 (T dar)o.w.
k=0  m=0 m=0 \k=0

On pose pour simplifier oy =0 si m>n; By =0 si m>n; 5, =0 si
m # n, =1 si m = n; en identifiant les coefficients de ¢,(x) dans les deux
membres, on obtient :

Ceci exprime que les matrices ((})) et ((8})) sont inverses I'une de Iautre ;
donc la relation vectorielle

a=(@)b
est équivalente a
b=((B)a.

Remarque. Soient des polyndomes P,(x) et Q,(x) qui s’annulent pour
x =0, n#0, et soient A et D les opérateurs de dérivation associés. Ce que
nous venons de dire montre que sont inverses I'une de ’autre les matrices
suivantes :

[[0,00) O 0o ... Py O 0
0,(0) AQII!—((’) o || . [lro D’;I!(O) 0

2 2
0,(0) AQIZ!(O) A ‘232!(0) P,(0) DIIZ!(O) D 1;2!(0)

Formules binomiales inverses

Sil’onpose x = y + 1, on a, d’aprés la formule du binome :

"= +)=Y (Z)(x-— Dk,
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De la méme fagon, on a :
x—1)= Z (- l)n—k (n) x*.
=0 k

D’aprés le premier théoréme de l’inversion, on voit que si des nombres
ag, Ay, Az, ...y bo, bl’ bz, .o vérl:ﬁent

ap = kg:o (:) b,

alors on a :

En particulier, on a vu (formule 1, § 10, Chap. 1) :
=y (Z)(k! )

k=0

(en posant arbitrairement S = 0).
On obtient donc
sy =Y (- 1)”‘*(Z)k"
k=0

ou

ST = 1 (-t (m)k" (Formule de STIRLING) .

Formules inverses de Stirling
On a vu (Chap. 1, § 5) que les nombres de Stirling de premiére espéce s;

sont définis par

[xl, = X six*.
. k=1
On a également vu (Chap. 1, § 10) la formule :
S:[x]k .

Ma

x" =
k=1

Le premier théoréme de l'inversion montre alors que si des nombres
a,, a,, ..., by, b,, ... vérifient

an= Z sl’:bk’

k=1
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alors on a :

S:ako

Ma

b, =
k

1

Formules inverses de Lah
[— x], étant un polyndme de degré n, on peut le développer en série
[— xn] = Lln[x]l + o+ E:l[x]n .

Les nombres Lf s’appellent les nombres de Lah ; en changeant x en — x,
on obtient :

[x], = Li[— x]; + - + L[— x],.

En vertu du premier théoréme de I’inversion, on obtient :

a, =
k

™M=

Lib,<>b,= Y L a,.
k=1

1

§ 2. Fonction de Mobius

Nous allons ici généraliser le théoréme d’inversion précédent. La présenta-
tion suivante de la fonction de Mdbius est due essentiellement 4 G. C. Rora [15],
qui a proposé d’en faire la base de la Combinatoire, avec un point de vue
unifié.

Considérons un ensemble quelconque X, muni d’une relation d’ordre notée
< ; on a donc par définition :

X< X
X< p,ysx = x=y
xL<y,y<z = x<z.

On peut supposer que I’ensemble X posséde un minorant universel, noté 0 ;
C'est-a-dire
0<x (xeX)

(si cet élément n’existait pas, on peut toujours I’ajouter).
Supposons enfin que, pour tout x, y € X, 'intervalle

x,]={u/ueX,u>x,u<y}

soit un ensemble fini. Par la suite, un ensemble X muni d’une relation d’ordre
vérifiant les conditions énoncées ci-dessus sera appelé un ensemble ordonné
localement fini.
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On peut prendre pour X, par exemple, ’ensemble des entiers > 0, avec
la relation
X<y < xpluspetitouégalay.

On peut prendre pour X I’ensemble des entiers > 1, avec la relation
x<y < xestundivissurdey.

Nous rencontrerons bien d’autres exemples ultérieurement.

On posera comme d’habitude : x < y si x < y et x # y; on pose x = y
si y<x.

Soit X un ensemble ordonné localement fini.

Soit 4 I'ensemble des fonctions f(x, y) définies pour x, y € X a valeurs
réelles (ou, plus généralement, & valeurs sur un corps quelconque), telles que

fx,y)#0 pour x=y
fx,»=0 si x<Ly.

Définissons sur 4 un produit, noté #*, par :

frgx, )= Y f(x,u)g,y).

xSu<sy

La somme est prise pour tout point # de I’intervalle fini [x, y].
L’ensemble A, avec le produit *, est appelé le groupe des fonctions arithmé-
tiques. Montrons en effet que c’est un « groupe ».

PROPOSITION 1. Le produit * est associatif, c’est-a-dire :

(fe@)*xh=fx(g*h).

En effet, on a

[(f * g) * h_] (x’ Z) = Z h(y’ Z) Z f(xa u) g(u9 y)

x<y<z x<u<y
= Y fOxu)gw y) h(,2).
xSuus'};-sz

On trouverait la méme expression si ’on formait

[f# (g*h)] (x,2).

PROPOSITION 2. Le produit * admet un élément unité, qui est la fonction de
Kronecker :
si x=y,

1
5(x,y)={0 si xX#y.

En effet, on a

[f*01(x, )= Y f(x,u)du,y) =/f(x,y).

x<u<sy
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PROPOSITION 3. Si f€ A, il existe un inverse @ gauche f ! € A, (c’est-2-dire
tel que £~ f = 8); pour un point x donné, f ~'(x, y) est défini par induction
sur y par

(1) Siy=x: f“(x,y)=]—,ﬁ;

Y ST w) ().

@QSiy>x: flx,y= f(y y) Py

En effet, on a d’aprés (1) :
FiefOx)=f"106x)f () =1.
Si x <y, on a d’aprés (2) :

fTlaf =Y f'xu)fluy) +f'x0f0,y =0,

x<u<y

on a donc bien f~lxf=34.

Les propositions 1, 2, 3 montrent que 4 est un groupe ; en effet, on sait
que si tout élément « d’un monoide posséde un inverse A gauche a1, cet él¢é-
ment est aussi un inverse a droite ; car on a :

=f==f"ff=fTlawtaa T =f"tada" =fTIf=06.

On pourrait aussi constater que 4 est un anneau, qui posséde de nombreuses
propriétés remarquables (Cf. SmitH [18], CARLITZ [1]).
En ce qui nous concerne, la propriété importante est

f=gra = g=fral,
c’est-a-dire : A toute fonction a(x, y), telle que a(x, x) # 0 et a(x, y) = O si
x < y, on peut faire correspondre une fonction f(x, y) avec les mémes proprié-
tés et telle que

fO,x)= 3 alu,x)g0,u)

O<u<sx
entraine

g(0, x) = Z B(u, x) f(0, u) .
X étant un ensemble localement fini, on appelle fonction de Riemann la
fonction

si x<y,
sinon .

fe =
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On appelle fonction de Mobius 1a fonction p définie par induction (pour tout
y = X) par :

ux, x) =1,

px,y) = — Y ux1).

x<t<y

Les fonctions £ et p étant inverses, au sens du théoréme précédent, on a :

THEOREME D’INVERSION DE MOBIUS. Soit X un ensemble localement fini,
S (x) et g(x) des fonctions définies sur X, avec :

f= ¥ g (xeX).

Osusx

Alors on a :

gx) = Y pu,x)fw) (xeX).

O<susx

Exemple 1. Prenons pour X ’ensemble des entiers positifs, avec la relation
< définie par : k < nsi « k est plus petit ou égal & n ».

Cherchons 3 inverser :

fm =3 8.
k=1

k k+1 k+2

P o
@ oo

L ———l) [ e e ]
(+1) (-1 0)  (0) 0
Fig. 1.

La fonction de Mobius est définie pour tout n > k par :

1 si n=k
uk,n) =4 — 1 si n=k+1
0 i n=k+2,k+3,..

On trouve alors :
gn) =f(m)—f(n—-1).

Exemple 2. Prenons pour X l'ensemble des entiers positifs, avec la rela-
tion < définie par :

y<x si  ydivisex (ou:yfx).
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On se propose d’inverser :

fn) = ; gd).
Cherchons la fonction de Mobius u(d, n) sur le graphe de la figure 2.

ad ad a3d
7 (0) 0
d a3hd
(+1) 0)
bd abd a2bd
=1 (+1) 0)
Fa. 2.

On trouve immédiatement :

+1 si n=d,
(-1 si  n=p p,..pd, lesp,étantpremiers

u(d, n) = # 1 et tous différents.

0 sinon .

Alors
gn) = d‘/L:,' u(d, n) f(d).

C’est la fonction u(d, n) — plus souvent écrire u ('d;) — qui a été trouvée
par Mobius en 1832 pour étudier la répartition des nombres premiers.

Exemple 3. A étant un ensemble fini, inversons la formule :
fA@= 3 &S
Sc4d
X est ici le treillis des parties de 4 avec la relation d’ordre < (inclusion).

{a}uS {ab}usS

S A={abc}uS
(+1) (-1

-1 (+1)
Fic. 3.
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On trouve alors :
WS, A) = (- DH4I-Ist,
D’ou la formule

g) = ¥ (= DHIIslges).

S<A
Exemple 4. Considérons un ensemble A et une partition
d = (Al’ Az, ceey Ak)

de A4 ; on a donc par définition :

A# D
U4, =4
On pose # < o (& est une « sous-partition » de ) si
BinA;#J
BJEQ = Bl' c Ai
A;e A
ab/cd

abed = A
(—6)

cd/a/b bed/a
(=1 (+2)

FiG. 4.

Si o/ est une partition de 4, défini par p classes 4;, 4,, ..., 4,, et si B est
une sous-partition de &, chaque A4; contient n; classes de #. On trouve alors

WB, L) = (— 1)PTmImE 0y — DI (ny, — D! (n, — 1)!
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Cette formule, trouvée par M. P. SCHUTZENBERGER [16], a été reformulée par
R. FrucHT et G. C. Rora [15] en vue de différentes applications.

Application: Le probléme des mots circulaires (C. MOREAU, [11]). Un alpha-
bet est un ensemble de m symboles distincts a;, a,, ..., a,,, appelés lettres; un mot
de longueur n est une application o de X = { 1, 2, ..., n } dans

A={ay,a,..a,}.

Si deux mots ¢ et ¢’ vérifient

oD =9(+p (=12,.,n

(les sommes étant modulo n), on dira qu’ils sont équivalents ou qu’ils constituent
le méme « mot circulaire ». On se propose ici de dénombrer les mots circulaires
de n lettres.

Si un mot ¢ est tel que (i + p) = ¢(i) pour tout i, on dit que p est une
période de ¢ ; la plus petite période p (1 < p < n) est appelée la période
primitive de ¢. Par exemple, le mot abcabcabc est de période primitive p = 3.

I1 est évident qu’une période p est nécessairement un diviseur de n. Soit
M(p) le nombre de mots circulaires de période primitive p ; il lui correspond
PM(p) mots différents, donc le nombre total de mots est

m" =Y pM(p).

p/n

Inversons cette formule en considérant la fonction de Mébius u(d, n) du
treillis des diviseurs (Exemple 2) :

(- )* sin=p,, ps, .., Px, d 01 les p; sont des nombres pre-
u(d, n) = miers # 1 et différents entre eux,

0 sinon .

On obtient donc
pM(p) = ) u(q, p) m*.
a/p

Le nombre total de mots circulaires est donc (!)

YM@) = Y LT ua p)mt.

pin pin P qip

(1) Signalons que la méme formule peut étre étendue pour prouver les théorémes de
PoLyA démontrés par des méthodes directes au chapitre 5 ; voir G.C. RoTA, Enumération
under Group Action, & paraitre dans le Journal of Combinatorial Theory, 1969.



74 PRINCIPES DE COMBINATOIRE

Une généralisation de ce probléme célébre en théorie de I'information est le
probléme des dictionnaires « comma-free ». Un dictionnaire comma-free est un
ensemble de mots de n lettres vérifiant la propriété suivante : si I’on prend deux
mots quelconques du dictionnaire, il n’y a pas d’entier k (1 < k < n) tel que
les n — k derniéres lettres du premier mot, suivi des k premiéres lettres du
second mot constituant un mot du dictionnaire. Le probléme que 1’on se pose
est de déterminer un dictionnaire avec un nombre maximum de mots.

Pour calculer plus aisément la fonction de M&bius, on peut s’aider de diffé-
rents théorémes, comme le suivant :

THEOREME DE PH. HALL. Supposons que I’ensemble ordonné (X, <) soit un
demi-treillis — c’est-a-dire pour tout a, b € X, il existe un plus petit majorant ¢
(appelé la conjonction de a et b et noté ¢ = a v b) tel que :

,

ab
ab = x=>c.

\V \V

Si x > y, et si x n'est pas la conjonction de prédécesseurs de y, alors on a

B, x) =

Supposons que x ne soit pas la conjonction de prédécesseurs de y, c’est-a-dire
d’éléments de '’ensemble :

{z/zeX,z > y,iln'existe pasde tavecz >t > y}.

Soient ay, a,, ..., a, les prédécesseurs de y qui sont < x, et considérons leur
conjonction b=a; va, Vv - Va:

onay<b<x (car a, a < x entraine a v @’ < x),
on a b # x (car sinon x serait une conjonction de prédécesseurs de y),
ona b # y (car le graphe est sans circuits).

Si I'on suppose le théoréme vrai pour u(y, z) avec z < x, il est encore vrai
pour u(y, x), car

—u(,x)= Y uy,z2)= Y wy,z)+ puy,b)+0=0

ze[y,x[ y<z<b

C.Q.F.D.

(on peut vérifier ce résultat sur les exemples précédents).
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§ 3. Formules du crible

Nous allons considérer ici, sur un ensemble X fini, une fonction m(x) > 0,
définie pour tout x € X, et appelée la mesure (ou le poids) de I’élément x. Si
A = X, on pose

md) = Y m(x) si A#J;

xed
m() =0 si A=;
m(A) est appelé la mesure de I’ensemble A.

Par exemple : si m(x) = 1 pour tout x € X, on a m(4) = | 4 |, cardinalité de
I’ensemble 4 ; si m(x) est une distribution de probabilités sur des événements
et A ’ensemble des événements ayant une certaine propriété, m(4) désigne la
probabilité d’obtenir cette propriété.

Formule 1
Si A, B < X, et si 'on désigne par 4 le complémentaire X — 4, ona:

m(4) = m(X) — m(4)
m(A U B) = m(An B)
m(A N B) = m(A U B)

(évident).
Formule 2
Soient A;(i€ {1,2,...,q } = Q) des sous-ensembles de X, et posons :
'ﬁ(K)=m(UA,) si K#g, =0 si K=¢g
ieK
m(K)=m(nA,) sii. K#¢g, =0 si K=¢.
ieK
On a

mE) = ¥ (=D mE).
k<o

Par exemple, pour ¢ = 2, on a évidemment :

m(d; U 4,) = m(A4,) + m(4,) — m(4; n 4,).
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Démontrons la formule 2 par induction sur ¢ = | Q | ; supposons la vraie
pour des sous-ensembles 4,, 4,, ..., 4,_; et montrons qu’elle est vraie pour les
sous-ensembles 4, 4,, ..., 4;_;, 4, Ona:

mA; VA, U UA,_VA) =
=m(A; U U Ay) + md) — m((4,0- VA, ) NAY)
=m(4,; U U A,_y) + m4,) — m(U AN Aq)
i<q

YmA)— Y mAnA)+ Y mAnANA)-— ..

i<q i<j<gq i<j<k<gq

+md) - YmA4;,nA)+ Y mAnA;nAd)— ..
i<q i<j<q
= Z m(A,) - Z m(A, n Aj) + Z m(Ai N Aj h;Ak) - e
i<q i<j<q i<j<k<gq

Formule 3
Soient A(i€{1,2,..,q} = Q) des sous-ensembles de X. On a :

mQ) = Y (- DE"mK).

K<Q

La fonction de Mobius est ici
W J) = (= DML

On inverse la formule 2 par le théoréme d’inversion de Mébius :
(-n'erim@) = Y (- n*i-leimk).
K<Q
D’ou
m@ =Y (-D¥MmEK) = Y mA) - Y mA4,04)+ -

K<Q i<q i<j<gq

Cette formule 3 peut aussi s’obtenir A partir de la formule 2 par passage au
complémentaire.

FORMULE DE SYLVESTER. Soient Ay, A3, ..., Ay = X et posons m(K) = m(K)
si K # &, et m(F) = X ; l'ensemble des éléments de X qui n’appartiennent @
aucun des ensembles A; a pour mesure :

0= kz;';o(- Y mK).
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Ceci se déduit immédiatement de la formule 2 car :

T, = m(n Zi) = m(_U—Z}) = m(X) - m( U Ai)=

teQ ieQ ieQ

=m@) - ¥ (= DE* mK).
me) - X m

K+ O

FORMULE DU CRIBLE. Soient Ay, A,, ..., Ay = X ; Pensemble des éléments
de X qui appartiennent d exactement p des ensembles A; a pour mesure :

IK|=k

En considérant un ensemble P = Q de p éléments, et en remplagant X par
N A, et A; par A;n () A;, la formule de Sylvester donne :
ieP ieP

m(iop 40 ieQ—-P Zj) - m(iQP Ai) B xzs:P m(iox Ai) +
|K|=p+1

= ¥ (- DI m)

K>P

On peut donc écrire :
=X mN 4n 0 JA)= X 3 (= )T m)
I1P|=p =

ieP |P|=p K>P

IK15p |Pl= P 1k 2k

D’ou la formule annoncée.
Remarquons que cette formule contient la formule de Sylvester (cas ou

p=0).

Les formules du Crible correspondent 3 une méthode d’énumération trés
générale (appelée la méthode du Crible, en raison du « Crible d’Eratosthéne »,
permettant de construire de proche en proche le tableau des nombres premiers).
Quand on veut énumérer les éléments qui n’appartiennent 4 aucun des ensembles
A, A, ..., Ay, on part du tableau de tous les éléments, on élimine tous ceux de
A, puis tous ceux de 4,, et ..., de fagon a obtenir finalement A1 NA, N A

APPLICATION 1. (Montmort). Le probléme des rencontres. On considére

une permutation
_ (1 2 ..n )
a,a,..a,)’



78 PRINCIPES DE COMBINATOIRE

en tant qu’application bijective de { 1, 2, ..., n } dans lui-méme, et ’on dira
que ¢ admet une coincidence (ou une rencontre) en i si (i) = i.

Par exemple, la permutation

_(1234567)
~\2137564

présente 3 coincidences, en 3, 5 et 6.

On se propose de chercher le nombre de permutations d’ordre » qui com-
portent exactement p coincidences.

Cherchons d’abord le nombre P(n) de permutations sans coincidences, et
désignons par A; ’ensemble des (n — 1)! permutations qui comportent une
coincidence en i.

La formule de Sylvester donne :

P = A ndyn=ndl=m@)~ F mK+ ¥ mK) -

|K|=1= 1K|=2=
si |K|=k,ona:
m(K) =

nA4=m—mL

ieK

D’ou
Hm=n!—cyn—n!+m+(—n%9@_kﬂ+"q4_nfﬁ

ou encore

— 1)k
P(n)=n![1—1l!+2i!+---+( k!I) + -+ (= 1)"%]

Le nombre de permutations avec exactement p coincidences est
n
PP(n) = (p)P(n - p.

I1 suffit donc de calculer P(n), ce qui est obtenu facilement par les formules
suivantes :
P1)=0

P(n) = nP(n - 1) + (- 1)".
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D’ot le tableau :

Pm) | p=0 | p=1 | p=2 | p=3
n=1 0 1

n=2 1 0 1

n=3 2 3 0 1
n=4 9 8 6 0
n=>5 44 45 20 10

APPLICATION 2. (Touchard) : Probléme des Ménages.

Le probléme des ménages consiste 3 compter le nombre de fagons 7T'(n) de
placer n maris (numérotés 1, 2, ..., n) et leurs épouses respectives (numérotées
1, 2, ..., n) autour d’une table circulaire, de fagon que chaque homme ait deux
femmes pour voisines, aucune des deux n’étant sa propre femme. Une bijection
¢ définit une disposition de la fagon suivante : la place de ’homme 1 ; A sa
droite la femme ¢(1) ; A sa droite, 'homme 2 ; 4 sa droite, la femme ¢(2) ; etc.
Pour i =1, 2, ..., n, désignons par A4,;_, ’ensemble des bijections ¢ avec
o@) = i.

Si i # 1, désignons par A4,; I’ensemble des bijections ¢ avec (i) = i + 1
(pour i = n, A,, désigne I’ensemble des bijections ¢, avec ¢(n) = 1). La réponse
au probléme des ménages est d’aprés la formule de Sylvester :

T(n) = | N Z,\= Y (- D'* mK)
ieQ K<Q -

on 9={1,2, .., 2n}
Pour | K| =k, on a

m(K) =

N A,l = (n — k)! si K ne comporte pas deux entiers consécutifs
tek delasuite (1,2,...,2n,1);

=0 sinon .
Or on a vu au chapitre 1 (§ 8, nombres de FiBoNAccI) que le nombre d’en-

sembles K de cardinalité k, ne comportant pas deux entiers consécutifs de la
suite (1, 2, ..., 2 n, 1), est

f*en, k) = 2-%(“,: k).
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D’ou la formule :

T(n) = n! — %(2"1" 1)(n — !+
+ 2%-2-(2 " 2)(n S 4 (= 1)"?;"-(:)'01

On voit de méme que le nombre de fagons de ranger les » maris et leurs
épouses de fagon qu’il y ait exactement p maris assis & coté de leurs femmes est

T"(m) = ,;Z:,,(_ 1)"-"(,;)2;12i k(2 " k)(” - k!

APPLICATION 3. (Euler) : Dénombrement des nombres premiers.

Si n > 0, proposons-nous de chercher le nombre ¢(n) d’entiers < n qui sont
premiers avec n.

On peut é&crire
ay az

n = pi' py ... 03>

avec py, p», ..., Py premiers # 1 et différents entre eux.

Soit 4, ’ensemble des entiers < n qui sont des multiples de p; ; on a

n
|A|=_9
Y Tp

i
| A;n A =—n—,etc.
D py

Prenons X = ensemble des entiers < n, m(4) = cardinalité de 4 ; la formule
de Sylvester donne alors :

o) = |X| =Y | 4|+ Y A4nA| =Y 40404+

n n n
n—-) —+ -
zi:I’i i<j Pi Pj i<jz<k Di Pj P«

D’ou finalement :

o(n) = n(l - 1%) (1 - ;’1:) (1 - plq) (fonction d’Euler) .
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§ 4. Problémes de rangements

Soit X un ensemble de n objets, dont certains sont indistinguables entre eux ;
si deux objets x et y sont indistinguables, on dira qu’ils sont de la méme espéce ;
si les espéces déterminent sur X une partition du type 1! 2*2 . n*» on dira que
X est une collection d’objets du type 1** 2*2 ... n’n,

On se propose ici de ranger les objets dans des boites a,, aj, ..., a,, dont
certaines sont indistinguables entre elles, et forment une collection de boites du
type 1%t 2#2 . m#m,

Un rangement est donc une application ¢ de X dans 4 ; on dira que deux
rangements sont équivalents s’ils sont indistinguables, c’est-a-dire si I'un se
déduit de l'autre par permutation d’objets de méme espéce ou de boites de
méme espéce ; on appelle schémas les classes de cette équivalence.

On se propose ici de calculer le nombre de schémas de rangements d’une
collection d’objets de type 1%t 242 ... n*» dans une collection de boites de type
1#1 262 mbm soit

R(1% 2% phn; 11 282 mbm) .
On désignera également par
R(1* 2% pin; (#1282 pbm)

le nombre de schémas de rangements qui ne laissent aucune boite vide.
Remarquons que si I’on écrit m,; m,... m, un partage de I’entier m en parts
my, my, ..., m, ona:
R@AM2% o smymy..m)= Y R(A“2%..n*; kik,... k).
zk; <mg
D’autre part, si I'on désigne par u(k; k,... k,, my m,... m,) la fonction de
Mobius (chap. 3, § 2) pour le treillis des p-uples (Chap. 1,§9),on a:

R(* 2% . n*; mym,..m)) =

Z ”(kl kz vee kp, m; m, ... m‘,) X R,(ll‘ 23-2 ves n"" s kl kz . kp) .

ki <my

Une méthode générale pour calculer R et R’ sera donnée au chapitre 5 ;
néanmoins, on peut obtenir directement ces nombres par une formule simple
dans un grand nombre de cas.

PRrROPOSITION 1. On a
R(1"; m) = S (nombre de Stirling)
R(";m) =S, + S+ + Sy.
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En effet, R(1” ; m) est le nombre de partitions d’un ensemble de n objets tous
distincts en m classes.

PRrOPOSITION 2. On a
RA™;1™) =m! Sy
R(1"; 1™ = n".

Car R est le nombre d’applications surjectives de X dans 4, et R’ le nombre
total d’applications.

PROPOSITION 3. On a
R(n ; m) = P; (nombre de partages de n en m parts)
R(n;m)= P} + P} + - + P}
(évident).
PROPOSITION 4. On a

R(n; 1™ =(n::)

m
R@ﬂﬂ=“+r—g.

R’ est le nombre d’additions u; + u, + -+ + u, réalisant le total n avec m
entiers = 0, qui est (Cf. Chapitre 1, § 7) :

vm 1Y 4+ m—1
R(n’1)=__—(m—l)! =( n )

R est le nombre d’additions u; + u, + - + u, réalisant le total n avec m
entiers > 0, deux additions étant comme précédemment considérées comme
distinctes si elles différent par la nature des u; ou par leur ordre ; si I'on pose
S = Uy + Uy + - + u, chaque addition est complétement déterminée par
des nombres sy, 53, ..., $,—1, aVeEC :

I1<s;<s, < <S§p_y<n—1.
D’ou la premiére formule.

THEOREME. On a
R(1**2*2 .. n™; 1™ kgo( 1) (k)(l ’ n

A1 A2 A
1141 A2 An . _ m m + l) (”1 + n — 1) n
R'(1* 2% ... n*; 1™ -—(1) ( 2 n -



[cHAP. 3] FORMULES D’INVERSION ET APPLICATIONS 83

Si ’on admet la possibilité de laisser des boites vides, on peut d’abord ranger
les n; objets de la premiére espéce, puis les n, objets de la deuxiéme espéce,
etc... ce qui représente un nombre de possibilités :

R(nyny...;1™)=R'(ny; 1™ R'(ny; 1M ...
_(n1+m—1)(n2+m-—l)
— nl nz .o
D’ou la seconde formule.

Pour démontrer la premiére, remarquons que 'on a, en notant R, ou R(K)
le nombre de rangements dans un sous-ensemble K = 4 de boites (avec
|K|=k):

D’aprés la formule binomiale inverse (Chap. 3, § 1), on a donc :

R,=Y (- 1)’”"‘(',’(’)1{; )

k

e

D’ou la premiére formule.

APPLICATION. Nombre de partages parfaits d’un entier s.

Considérons une boite de poids contenant

t, poids d’un kilogramme
t, poids de deux kilogrammes, etc. ,

avec t; +2t, + - =3s.

On dira que le partage 1'* 2'2 ... s* est parfait si la boite de poids permet
d’effectuer tout pesage depuis 1 kilo jusqu’a s kilos, et cela d’une fagon unique.

On se propose de chercher combien il y a de partages parfaits de s compre-
nant m espéces de poids.

On a le résultat :

Considérons la décomposition en nombres premiers :
AL . Az 2 2/ A 3 3
s+ 1= Hp:(l'[ pz) (1'[ ps) .
i=0  \i=o i=0

oit ps = 1 pour tout k, et oit pour i # 0, les p," sont des nombres premiers tous
différents entre eux et différents de 1.

Le nombre de partages parfaits de s qui comprennent m espéces de poids est
égal @ R(1*1 2% nn; 1™),
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Posons
s+ 1=p;ips..p

ol les p; sont des nombres premiers différents de 1.

Au moins une des parts du partage cherché doit étre égale A 1 ; si le nombre
de 1 dans ce partage est a; — 1, la part suivante du partage doit étre égale a
a, ; sile nombre de parts égales 4 a, est a, — 1, la part suivante doit étre
égale A (a, a,) et il y en aura (a; — 1) ; etc. On peut alors écrire :

s=a — 1+ (- 1Da, +(@a;—Daya, + (@, — Naja,a; + -
°e + (a,,, - 1) al az... am_l
ou :
s+1=a,a,..a, =pyDs..Dy.

Une séquence (a,, a,, ..., a,) détermine complétement le partage parfait de s ;
comme les p’ sont premiers # 1, le nombre de séquences possibles est bien

R(* 2% p*ni ™).
D’ou le résultat.

§ 5 . Dénombrement des arbres

Rappelons les définitions usuelles de la Théorie des Graphes : un graphe est
défini par un ensemble X de sommets et un ensemble d’arcs, ou couples (x, y)
de sommets ; une aréte est un ensemble { x, y } de deux sommets reliés par un
arc. Leur ensemble sera dénoté par U.

Un chemin est une séquence d’arcs telle que 'extrémité terminale de chaque
arc est ’extrémité initiale du suivant ; un chemin qui part d’'un sommet pour y
aboutir est un circuit. Deux sommets a et b appartiennent a la méme composante
Jortement connexe s’il existe un chemin allant de a 3 b, et un chemin allant de b
A a. Une chaine est une séquence d’arétes distinctes, chacune étant jointe 2 la
précédente par une extrémité et a la suivante par I'autre extrémité.

Une chaine qui part d’un sommet x pour y aboutir est un cycle. Deux som-
mets a et b appartiennent 4 la méme composante connexe s’il existe une chaine
allant de a a b.

Un graphe partiel de (X, U) est un graphe (X, V) avec ¥ < U ; un sous-
graphe de (X, U) est un graphe ayant pour ensemble de sommets S < X, et
pour arétes toutes les arétes de U qui relient deux points de S. Si G est un graphe
avec n sommets, m arcs, p composantes connexes, rappelons que le nombre de
cycles indépendants est

kkG)=m—-—n+p.

Pour une démonstration, cf. [22].
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Un arbre est un graphe connexe sans cycles ; plus exactement, on a :

THEOREME 1. Soit H = (X, U) un graphe d’ordre | X| = n = 2 ; les pro-
priétés suivantes sont équivalentes pour caractériser un arbre :

(1) H est connexe et sans cycles ;

(2) H est sans cycles et admet n — 1 arétes ;

(3) H est connexe et admet n — 1 arétes

(4) H est sans cycles et en ajoutant une aréte, on crée un cycle (et un seul) ;

(5) H est connexe, et si on supprime une aréte quelconque, il n’est plus connexe ;

"(6) tout couple de sommets est relié par une chaine et une seule.

(1) = (2), car en désignant par p le nombre de composantes connexes, m le
nombre d’arétes, on a

p=1 kKH)y=m-n+p=0.

donc m=n-p=n-1.
(2)=(3), car k(H) =0, m = n — 1, donc
p=k(H —m+n

]
—_
.

et H est connexe.
3 =@,carp=1,m=n~1, donc
k(Hy=m—-n+p=0,
H est sans cycles ; en outre, si 'on ajoute une aréte, k(H) devient égal a 1,
donc il y a un cycle et un seul.

(@) = (5), car si H n’était pas connexe, deux sommets a et b n’étant pas
connectés, on ne peut en ajoutant I'aréte { a, b } créer un cycle ; donc p = 1.
k(H) = 0,d’ou m = n — 1. D’autre part, en supprimant une aréte, on a

m=n -2, k(H) =0,
d’ou

pP=kH)-m+n =2,
et H' n’est donc plus connexe.

(5) = (6), car pour deux sommets a et b, il existe une chaine allant de I'un a
l’autre (car H est connexe), et il n’en peut exister deux (car la suppressiond’une
aréte n’appartenant qu’a la seconde chaine ne disconnecterait pas le graphe).

(6) = (1), car si H admettait un cycle, au moins un couple de sommets serait
relié par deux chaines distinctes.

COROLLAIRE. Un graphe G = (X, U) admet un graphe partiel qui soit un
arbre si et seulement si il est connexe.

Si G n’est pas connexe, aucun de ses graphes partiels n’est connexe, donc G
n’admet pas d’arbres partiels.
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Si G est connexe, cherchons s’il existe un arc dont la suppression ne dis-
connexe pas le graphe. Si un tel arc n’existe pas, G est un arbre, en vertu de la
propriété (5); et si un tel arc existe, on le supprimera, et on cherchera un
nouvel arc A éliminer, etc.

Dés qu’on ne pourra plus supprimer d’arcs, on aura un arbre dont I’ensemble
des sommets est précisément X.

Ce résultat donne un algorithme simple pour construire un arbre H dans un
graphe connexe G.

Etant donné un graphe (X, U) le degré d’un sommet a € X est par définition
le nombre d(a) d’arétes qui ont une extrémité au point . Un sommet x de
I’arbre tel que d(x) = 1 est appelé un sommet pendant.

THEOREME 2 (J. Moon [9]). Désignons par T(n; dy, d,, ..., d,) le nombre
d’arbres dont les sommets sont des points donnés x,, X, ..., X, et dont les degrés
sont des nombres donnés d(x,) = d,, d(x,) = d,, ...,d(x,) = d,;ona:

n—2
T(n;dlv dz, eeey dn)= (dl -1 dz“ 1.... d — 1) .

1° Remarquons au préalable que la somme des degrés est deux fois le nom-
bre des arétes, soit 2(n — 1) pour un arbre (d’aprés le théoréme 1). Donc
T # 0 seulement si

i(d:—1)=2(n—l)—n=n—2.
i=1

On peut supposer, sans rien changer a I'énoncé, que d; > d, > - > d,;
comme I’égalité ci-dessus implique que d, = 1, le sommet x, est un sommet
« pendant » de Parbre.

2° Montrons que

T(n N dl’ dz, ceey dn) = Z T(n - 1 o dl’ dz, ceey di - 1, coey dll—l ).

i/di22

Formons la liste ¢; de tous les arbres ayant des sommets x;, X,, ..., X,
et des degrés d(x,) = d,, et tel que le sommet pendant x, soit reli¢ a x;. Si
d;>2 0n a

I gl I = T(n -1 5 dl’ dz, ceey di - l, ceey d,'..l) .

Comme la liste de tous les arbres est la réunion des listes €; (pour d; > 2),
on a bien I'égalité du (2°).
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30 La formule de I’énoncé est triviale pour n = 3 ; supposons donc n > 3.
Supposons-la démontrée pour n — 1; on a donc

T(n M dl’ dz, ceey d,.) = Z T(n -1 5 dl’ dz, ceey di - 1, ceey d,‘)
i/di22
-y ( n-3 )
ijdi=2 dl - l, dz - l, coey dl - 2, cooy d,,..l - 1

_( n-—2 )
T \d, -1,d,-1,..,d,_, — 1

o -ra )
T \d, -1,d,-1,..,d, -1/
(D’aprés la conséquence 1, § 9, Chap. 1).

CorOLLAIRE 1 (Menon [7]). Des nombres dy, d,, ..., d, > 1 sont les
degrés d’un arbre si et seulement si

n
Yd=2mn-1).
i=1
En effet, cette condition équivaut 3 T(n ; d,, d,, ..., d,) # 0.

CoroOLLAIRE 2 (Formule de Cayley). Le nombre d’arbres de sommets x;,
X3y eeey Xy €St H'72,

En effet, c’est

n-—2 ) — _2
=414+ 1 =n""2,
4 Zd,.>1 (dl -1,d,-1,..,d, -1 ( )

.....

CoroLLAIRE 3 (Clarke [3]). Le nombre d’arbres de sommets x,, X, ..., X,
et pour lesquels d(x,) = k est :

(',: " f) (n— 11,

En effet, le nombre cherché est

n—2
dz,dgg.:.,dn (k - 1, d2 - 1, d3 - 1, ceey dll - 1) -

_ (- 2)! 5 ( n—k—1 )
—(k - l)! (n -k - 1)! dyd3,eydn>1 d2 - 1, d3 - l, wooy dn -1

= (Z : f) (n — 1)r*?

(en faisant toutes les variables égales 4 1 dans la formule de multindme).
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CoROLLAIRE 4 (Lemme de Moon [9]). Soient
Hl = (Xl’ Ul)’ HZ = (XZ, UZ), oo Hp = (Xpa Up) ’

des arbres disjoints d’ordres | X;| = n; ; le nombre d’arbres d’ordre n ayant
pour ensemble de sommets la réunion des X, et qui admettent les H; comme sous-
graphes, est

T(Hy, Hy, ..., H)) = ny ny...nyn?~2 .

En effet, supposons provisoirement que chaque ensemble X; soit « contracté »,

Cest-3-dire assimilé 3 un sommet unique X;; le nombre d’arbres H avec
d(x;) = d; est donc
PR
d-1d,-1,..,d,-1/"°
A chacun de ces arbres H correspondent (n,)* (n,)* ... (n,)% arbres Hdu
graphe initial. Donc
T(Hl, Hz, ceey Hp) =

p—2 ) dy d, dp
n n ..\n
d.,dz,g,dp>l (dl - 1’ d2 - 1’ ooy dp -1 ( l) ( 2) ( p)

=nyny...nny +ny + o+ n)PE

D’ou la formule.

CoRrOLLAIRE 5 (Cayley). Le nombre de graphes, de sommets Xi, X3, ..., Xp,
formés de p arbres disjoints, et pour lesquels x,, x,, ..., x, appartiennent @ p
arbres différents, est

T'(n;p)=pn Pt

Formons la liste € des arbres de sommets x,, X;, X,, ..., X, avec d(x,) = p;
d’aprés le corollaire 3, on a

= n—1) .,
I‘fl—(p_l)n .

SiPc{l,2,..,n},et| P| = p, désignons par &, la liste des arbres de ¥
pour lesquels, pour tout i € P, le sommet x; est relié & x,. On a

l‘€l=;l‘€pl =;T'(n;p)-

n—-1) ,_,
(p—l)n

D’ou :

(Z) T'(n; p).
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D’ou :

- (n - D! ‘n =) ap
T(nap)=(p_';)!(n_p)!'p nn!p n

p—1

= pnn_

C.Q.F.D.

Soit X = { x4, X, ..., X, } un ensemble de n points, U = { uy, u,, ..., 4, }
un ensemble de g arétes qui joignent des paires de points dans X. On se propose
maintenant de chercher le nombre 7(X, U) d’arbres que I’on peut former
avec les sommets x;, x,, ..., x, et les arétes qui joignent des paires de points
dans X mais qui n’appartiennent pas a U. Il existe une formule générale utilisant
la théorie des déterminants (Cf. BERGE [22], Ch. 16), mais pour les cas parti-
culiers que nous considérons ici, elle s’avére sans beaucoup d’utilité. Soit
(X, V) un graphe de n sommets, g arétes, et p composantes connexes ayant
respectivement n,, n,, ..., n, sommets.

Posons :

0 si le graphe (X, V) posséde un cycle
v¥) =
nyny..n, sinon.

THEOREME 3 (Temperley [19]). Le nombre d’arbres dont les sommets sont les
points de X et dont les arétes n’appartiennent pas a U est :

R __1 Vi
T(X,U) = n V;UV(V)( n) .

En effet, si ve U, désignons par A, I’ensemble des arbres qui utilisent I’aréte v.
Si (X, V) est acyclique et a p composantes connexes, le lemme de Moon indique
que le nombre d’arbres qui utilisent toutes les arétes de V est :

nAD

veV

= wV) nP~2 = wV) nprlVi-2

Si (X, V) posséde un cycle, cette formule est encore vraie, car les deux mem-
bres de I’égalité sont nuls.
La formule de Sylvester donne donc :

_ L - 1\!7!
TX, D) =n"2+ Y (= D)Vyp)n 2" Wl =p-2 ¥ v(V)(———)
veu n

veu

V+ Q@

CorOLLAIRE 1 (Weinberg [21]). Si U est un ensemble de q arétes deux a
deux disjointes, on a

T(X,U) = n"2 (1 - '%),,
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En effet, dans ce cas, on a pour ¥V < U,

wy) =21,

T(X, U) = n"~2 éo 2 (i) (_71)* = "2 (1 - %)k

CoROLLAIRE 2 (O’Neil [12]). Si U consiste en q arétes ayant toutes une
extrémité commune x,, on a

T(X,U) = "2 (1 - %)q_l (1 -1 : l).

En effet, on a

S0 () ()

SHEY T EIE)EY

k=0

R R ]

COROLLAIRE 3 (Austin). Si U est ensemble des arétes qui joignent de
toutes les fagons possibles les points de S = X (avec | S| = s), c’est-g-dire
si (S, U) est un « graphe complet », on a

)"

VveUu

T(X, U) = n"~2 (1 - ;IS-)H .

Si ¥, désigne la famille des V' < U tels que (S, V) est acyclique avec p
composantes connexes, on peut écrire :

5 ()" 5 g

veu p=1 Vevp

Si Pc S, |P|=p, Ve¥, considérons I’ensemble des triplets (S, V, P)
qui sont des graphes acycliques avec un sommet de P distingué dans chaque
composante connexe.

D’aprés le corollaire 5 du théoréme 2, on sait que

[{(S, V,P)|Ve¥,}|=ps P L.
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Donc
Y v =Y |[{(SV,P/PcS5,|P|=p}|
€¥p Ve¥p
=|{(S.V,P)|PcS,|P|=p;Ve?,}|
= s—p-1 _ S) s—p—1
st P (p ps
|P|=p
Donc

2w (54"

EET ()
FETCID-0-9T

CoROLLAIRE 4 (Scoin, Glicksman [4]). Si le graphe (X, U) est la réunion

de deux graphes complets disjoints (S, V) et (T, W), avec | S| =s,|T| =1,
on a

TX,U) = s"1¢s71,
En effet, d’aprés le théoréme 3, on voit que :

TX,VUW) — TX, V) TX, W)

nn—2 nn—2 nn—Z

Donc, d’aprés le corollaire 3 :

T(X,U) = nn—z(l 3 ;s)s—l(l B 1)'_1

n

s+t —=s\""fs+t—-1t\"! P
- P 2(5 ) ( ) =gl
(s +1) s+t s+t s

COROLLAIRE 5 (Moon). Si U consiste en m — 1 arétes formant une chaine
ouverte avec un ensemble de m sommets Y < X, on a

e e [

En effet, si ¥ < U détermine un graphe (Y, V) avec p composantes connexes,
on a

[ VIi=I|Y|—-p=m-—p.

Si my, m,, ..., m, sont les nombres de sommets pour ces différentes compo-
santes connexes, on a m; + m, + - + m, = m.
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Donc, pour | ¥ | = m — p, il y a autant de graphes (Y, V) qu’il y a de fagons
de réaliser le total m en additionnant des entiers m;, m,, ..., m, > 0, d’ol :

(3" =5 (57 3 -

veUu p=1 |VV[=m—p
cvU

= p§1 (-—Tl) " Y mymy..m,.

my, mz, .. >0
myt+mytecctmp=m

Cette derniére somme est égale au coefficient de x™ dans le développement
(x+2x2+3x34+ )P =xP(1 — x)~2P,
D’aprés la formule du bindme, ce coefficient est égal a :

—2p(—-2p—1)(—2p—-2)...(—2p—(m—p—-l))_
(m — p)! -

GV

=(m+p—-l)(m+p—2)...(2p+1)2p
(m — p)!

__(m+p—1)
=-(".2,)

D’ot la formule.




Groupes
de permutations

§ 1. Généralités

Une permutation de degré n est une application bijective

_ (l 2 ...n )
P=\ky Ky ... K,
de 'ensemble X = { 1, 2, ..., n } dans lui-méme.
Comme toute application, elle est sujette & deux interprétations. Si X est
une suite d’objets 1, 2, ..., n rangés dans des places données, effectuer la per-
mutation ¢ sur ces objets, c’est remplacer 1'objet en i par I'objet k; = ¢(i).

Le n-uple k, k, ... k,, qui est le résultat de cette permutation, est parfois appelé
le réarrangement de la suite 1 2 ... n dans la permutation ¢.

THEOREME 1. Les permutations de degré n forment un groupe S,, appelé
le groupe symétrique a n variables.

Considérons deux permutations f et g de Iensemble X = {1, 2,..,n},

par exemple :
f_(12345) _(12345)
= \ky ky ks kg ks £= 21534/

Par définition, le produit f.g est 'opération qui consiste a effectuer la per-
mutation g, puis la permutation f'; autrement dit, on a :

f-8i) = f(g®).
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On peut écrire

P _(1 234 5)(12345)_(2 153 4)(12345)
BT Nk kykakoks) \21534) = \kyky ks ks ko) \21534
_(1 234 5)
“\ky kg ks ks kg

f-8)) =f(g) =f(2) = ks,
f8)=fE2=f(1) =k, etc.

On a changé 'ordre des colonnes dans le premier facteur f de fagon a repro-
duire en haut le réarrangement g, et on a gardé la deuxiéme ligne du premier
facteur avec la premiére ligne du deuxiéme facteur.

Il est A noter qu’en général, on a :

(f.8) # &.f);

(123)(123)_(123)
213/ \312/ ~ \321

(123)(123)_(123)
312/ \213) \132/)°

Dire que I’ensemble S, des permutations de degré n, avec le produit ainsi
défini, forme un groupe, c’est dire que I’on a les axiomes suivants :

En effet,

par exemple,

(I) Associativité : On a toujours :
f(g.h) = (f.8).h,
et la permutation obtenue se notera plus simplement f.g.h.

(II) Existence d’un élément unité : 1l existe dans S, un élément, noté e,
tel que

fe=ef=f.

(III) Existence des éléments inverses. Pour tout f € S,, il existe un élément de
S,, noté £ "1, tel que

fft=f"1S=e.
L’axiome (I) est évident car :

[f-G-m] () = f{glh@N } = [(f-8)-k] ().
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L’axiome (II) se vérifie en prenant pour e la permutation identique, qui ne
déplace aucun objet, c’est-a-dire :

e_(lZ...n)
“\12..n/"

fee) =f@)  ef@)=efO] =10).

L’inverse de la permutation
(ki ks k,,)
f (Pl P2 .- Dy
-1 _ (P1 P2 Pn
fo= (k1 k, .. k,.)

obtenue en plagant en haut la premiére ligne de f, et en bas la seconde ligne de f.
En effet, on a :

On a bien

est la permutation

(fS Do =fki=p;,
(' Nki=f""pi=k;.
Donc, on a bien :
ff l'=f"tf=e.

Remarque 1. Si n est un entier > 0, I’application /" défini par

f°@) = ff .. fi)

est une permutation ; cette permutation s’appelle la puissance n-iéme de f.
On posera

fP=e.

De méme, I’application f ~" définie par

£ = )

est une permutation de X appelée la puissance moins n-iéme de f.

Un sous-ensemble G de S, est dit un groupe de permutations (ou un sous-
groupe de S,) si les éléments de G, avec la multiplication définie plus haut,
vérifient encore les axiomes (I), (II), (III).

Rappelons ici :



96 PRINCIPES DE COMBINATOIRE

THEOREME 2. Un sous-ensemble H d’un groupe fini G est un sous-groupe de
G si et seulement si on a la condition

hheH=h.heH.

(Dans ce cas, on notera H< G.)

Ceci est une propriété bien connue des complexes finis. En effet, si g € H,
considérons I’application ¢ de H dans lui-méme définie par

oh) =g.h (he H).
Elle est injective, car
gh=gh = h=g Y g.h)=g ' (gh)="F.
Comme H est fini, elle est bijective, donc :
oH)={g.h/heH} =H.
Dong, il existe dans H un élément A, tel que g = g.hy, d’olt
ho =g 'g=e, élément unitéde G .

De méme, il existe dans H un élément A, tel que e = g.h,, d’ou

hy = g~', élément inverse de g dans G .

H, qui contient ’élément unité e et I'inverse A~ de tout h € H est bien un
sous-groupe de G.

Exemple. Considérons le groupe S; des permutations sur {1, 2, 3}

_(123) a_(123) b_(123)
¢=\123) =213/ °“\321)>
123 123 123
“(132)’ d=(231)’ f=(312)'
Formons la table de Pythagore pour la multiplication de ces permutations ;

on a

f_(123)(123)_(123)_a

“I=\132)\312/)7\213)7

123\(123\ (123
Jee =(312)(132)‘(321)‘ b, ete.
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On trouve alors la table :

y =
xy|lela|b|lc|d|f
x=e—e_—a_b—c_df
alale|f|d|c|b
B b|ld|e|lf|lalc
cc—f_d—e_b—a_
—d—_b—_c—Tfe
flflclalbo|e|a

On voit sur cette table que :

e engendre { e}

a engendre {e,a}

b engendre { e, b}

¢ engendre {e, c}

d engendre { e, d, [}
f engendre {e,d, [}

Les sous-groupes de S; sont donc obtenus, sous forme de treillis, par le
tableau suivant :

: 2 /c}/{e' oo
{e}
Fic. 1.

Un autre concept important en théorie des groupes est celui de «sous-
groupe normal ». Si G est un groupe de permutations, un sous-groupe H < G
est un sous-groupe normal de G si

H.g=g.H pour tout g€ G.
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Le symbole H.g signifie : 'ensemble des éléments de la forme x = h.g,
ol h € H. On peut aussi définir un sous-groupe normal par :

H=gHg ! pourtoutgeG .

Une propriété importante des sous-groupes normaux est:si 4 < G, H < G,
et si H est normal dans G, on a :

AH= Ja.H= UH.a=H.A.

aecA aeA

Autrement dit, les sous-groupes normaux commutent avec tous les sous-
groupes de G.

Exemple. Considérons encore les sous-groupes de G = S; (Fig. 1). 1l
est évident que S est un sous-groupe normal de S;, car

a.S3= {a.x/x€S3}=S3=S3.a.

De méme, { e} est un sous-groupe normal de S;, car ag.e = e.a; ni
{e,a}, ni{e, b} nesont normaux dans S,, car

{e,a}.{e,c}={ecad}; {ec}.{e,a} ={eacf}.

On a donc
A.H# H.A.

On vérifie de méme que { e, b} n’est pas normal dans S;. Cherchons si
{ e, d,f} est normal.

waxt = (a)G6E)- G

Bya
e v [ 44 B 44
=(:5;)=d ou f.

Donc il est normal, et S; contient seulement trois sous-groupes normaux :
Sy, {e}et{e d [}

THEOREME 3. 1° Si H < G est un sous-groupe d’un groupe G, les différents
ensembles de la forme :

H.a= {h.a/heH},
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constituent une partition de I’ensemble G, et I’ensemble des classes s’appelle
Pensemble quotient G/H ; I'on a

G
|G/H|=:—Il.

20 Si de plus H est normal dans G, I’ensemble quotient forme un groupe
avec la multiplication :

K.K'={x.x[xeK xeK'}.
L’application ¢(a) = H.a de X dans G|H est une homomorphie, c’est-d-dire :
¢(a.b) = ¢(a).o(b) .

10 Les ensembles H.a forment une partition de G, car la relation xe H.g
est une relation d’équivalence :

xe Hx car x = e.x,
xeHy =>x=hy =y =hl.x=>yeH.x.
er.y}=>x=h.y

yeH.z y_h,z}=>x=h.h’.z=>er.z.

La classe Ha a exactement | H | éléments, car
ha=h.a = h=Hh.a.al="h.

Donc le nombre de classes est

G|
G/H|=+—.
|GIH | = 1

20 Si H est normal dans G, G/H est un groupe, car
(Ha).(Hb) = H*.a.b = H.a.b,
(Ha).(He) = H*.a = H.a,
(Ha).(Ha™ ') = H.a.a™'.H = H> = H = (H.e).

De plus on voit sur ces formules que ’application ¢(@) = H.a de G sur G/H
est une homomorphie.

CoroLLAIRE (Théoréme de Lagrange). Si H < G, alors | H| divise | G |.

Eneffet | G/H| = :_IC_;_: est un nombre entier.
Par exemple, pour S; qui est d’ordre | S3 | = 3 ! = 6, les seuls sous-groupes

possibles sont d’ordre 1, 2, 3, 6 ; c’est ce que 1’on a vérifié plus haut. Il est &
remarquer que la réciproque de ce théoréme n’est pas vraie :
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Dans S,, un groupe G est formé par les permutations :

__(1234) b_(1234) _(1234) d_(1234)
& 4=\2143) T \3421)° “Tl4321) “T\2314)
f_(1234) _(1234) h_(1234) . (1234)
“\3124)° 8T \1342)° "T\1423)° ' T\3241)
._(1234) k—(1234) l—(1234)
I=213) *T\2431) " T\a213)
Il est d’ordre 12, et cependant ne contient aucun sous-groupe d’ordre 6.
Par contre, on peut démontrer « Si G est un groupe d’ordre p™ q, p premier

avec g, pour tout i < m il existe un sous-groupe H d’ordre p' g ». Cest le
théoréme de Sylow (que nous n’aurons pas a utiliser ici).

§ 2. Cycles d’une permutation

A chaque permutation f, on peut associer un graphe, en représentant par
des points 1, 2, ..., n les éléments de X, et en joignant les points i et f (i) par
un « arc », c’est-a-dire une ligne continue avec une fiéche allant de i vers f(¥).

Comme f est bijective, de chaque sommet i du graphe part une fleche et
une seule, et vers chaque sommet arrive une fléche et une seule. Si I’on considére
la suite k, f(k), f2(k), f3(k), ..., on retombera sur un élément déja écrit (car

X est fini) ; le premier élément
que l’on retrouve sera k, car si

1 2
9 c’était i # k, le point i serait le
point d’arrivée de deux fléches
6 distinctes.
4 3 7
10 Exemple.
5

f_(1234567891011 12)

: > 437569281121110,
1
Chaque composante connexe
FiG. 2.

12 de ce graphe est un cycle, et les
différents cycles partitionnent X.
On note plus souvent la permutation f de la fagon suivante :

f=114569][237][1012] [8] [11].

Cette notation permet en effet de retrouver I'application f d’une fagon
évidente.

On appelle permutation circulaire une permutation f qui ne comporte qu’un
cycle de plusieurs éléments.
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= (1 2345 6)

“\312456

est une permutation circulaire des éléments 1, 2, 3 que 1’on note plus simple-
ment :

Par exemple

Sf=1[132][4][5][6] ouméme f=[132].

Remarque. La notation indiquée permet aussi d’écrire directement le
produit de plusieurs permutations.
Considérons par exemple les permutations :

f=1134][26]
g =1[152][364]
h=1[1456]

L’on se propose d’effectuer le produit :
fg.h=[134]1[26][152][364][1456].

On commence 3 considérer le chiffre 1, et ’on suit sa transformation dans
les différents facteurs en allant de la droite vers la gauche :

1-4-53-53-3->4.

On écrit alors [1 4...] et I'on suit de méme les transformations du 4 :
4 55-55-52-56-6.

On écrit [1 46...], et ’on suit la transformation du 6 :
6>1->1->5-5-5.

Puis :
5562454541,

le premier cycle est donc bouclé : [1 46 5]; on commence alors le deuxiéme
cycle en partant du plus petit chiffre non encore écrit, c’est-a-dire 2 :

252-52-1-51-3
393962622,
D’ou
feh=1[1456][23].
Soit G un sous-groupe de S,. Deux permutations s et ¢ sont dites conjuguées

dans G s’il existe un élément g € G tel que s = gtg~'. Le fait d’étre conjugués
dans G est une relation d’équivalence, car :
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1o réflexive: s=-ese”!; eeG;
20 symétrique: s=gtg ' >t =g lsg=hsh™'; h=g"1€eG;
3o transitive : s = gtg™!

¢ = bkt } =>s=ghuh™'g~' = (gh)u(gh)™!; gheG.

Nous allons nous intéresser aux classes de cette équivalence.

THEOREME 1. Deux permutations s et t sont conjuguées dans S, si et seule-
ment si leurs cycles sont en méme nombre k et de mémes longueurs n; (pour i = 1,
2, ..., k).

1o Soit
t = [ay ay; ... ay] [a21 @23 ... Q3] ... [Gny Qs oo ]

une permutation écrite par cycles avec la convention définie plus haut.
Si g est une permutation de S,, et si 'on pose b,, = g(a,,), la permutation
s = gtg~! vérifie

s(byy) = gtg " (byy) = g.1(ayy) = g(ay2) = by, ;
on a donc
s = [bll b12 eee bll] [b21 bzz .. sz] cee [n,,,l me cee bmk] .

Donc deux permutations conjuguées se décomposent en cycles de mémes
longueurs.

20 Inversement, dans ce cas, s et ¢ sont conjuguées, en prenant la permutation
g définie par g(a,,) = b,,.

Exemple. Pour n = 3, on trouve trois classes de conjuguées, correspondant
aux trois partages de n :

3=14+1+1
3=1+2
3=3

La premiére classe contient la permutation
123
e=(12)=mmm.
La seconde classe contient :

a=(§f§)= (121031 c=(}§§)=[23][1] : b=(§§f)= (131021,
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La troisiéme classe contient :

=)0 5= (2 wsn

ForMULE DE CAUCHY. Proposons-nous de chercher le nombre de per-
mutations qui appartiennent 3 la méme classe de conjuguées ; plus précisé-
ment, cherchons combien de permutations comportent :

Ay cycles de longueur 1
A, cycles de longueur 2

A, cycles de longueur k.

En d’autres termes, on cherche le nombre A(4,, 4,, ..., 4,) de permutations
du type 141 2% g,

Construisons toutes les permutations qui se décomposent en cycles de la
fagon suivante :

J=w[x x][x x]...[x x] .ccvvnn... [x x x x].
A1 A2 Ak

Dans ce schéma, les croix figurent n fois, et peuvent étre remplacées par les
symboles 1, 2, ..., n de n ! fagons. Cependant, ces rangements ne correspondent
pas tous A des permutations distinctes, car les 4; cycles de longueur i peuvent
étre permutés entre eux sans changer la permutation . Donc la méme permu-
tation est obtenue 4, ! 1, ! ... A, ! fois si tous les n ! rangements sont considérés.

Par ailleurs, un cycle de longueur i peut étre écrit de i fagons différentes,
car on peut prendre pour lettre initiale chacun de ses i éléments. Le nombre
de permutations distinctes du type 1*t 2%2... k* est donc finalement :

n!
h(Ay, Agy ooy A) = A ot (Formule de Cauchy) .

Par exemple, pour n = 3, le nombre de permutations du type 1.2 est

3!

h(1,1,0) = ;5547 =

3.

Ainsi qu’on 'avait déja vérifi€ plus haut, ce sont les permutations :

a=[12][3], =[13]12], e=[321[1].
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§ 3. Orbites d’un groupe de permutations G

Nous allons ici généraliser la notion de cycle d’une permutation agissant sur
un ensemble fini X de cardinalité n. Si G < S, est un groupe de permutations,
et x, y€ X, on pose :

x=y (G

si il existe un g € G tel que y = g(x).
On dira alors que « x est équivalent a y avec G ».
Cette relation = est une équivalence car
1o réflexive: x = x,carx = e(x);
20 symétrique: x =y =>y=g(x)=>x =g '())=>y =x;
30 transitive :
x = y} oY =8
y=z] z=gQ
Les classes de cette équivalence sont les orbites du groupe G. Si I'on prend
pour G le sous-groupe { e, f; f2, f3, ... } engendré par une permutation f; les
orbites du groupe G sont les cycles de f'; pour cette raison, les orbites sont une

généralisation de la notion de cycle. Nous nous proposons maintenant de chercher
le nombre d’orbites d’un groupe G.

Pour tout k € X, on dénote par
G.={g/geG,gk)=k}

I’ensemble des permutations de G qui laissent fixe I’élément k. G, est un sous-
groupe de G, car

}=>z=g’.g(x)=>xsz.

fgeG = f.glk) =fk) =k=f.geG,
(on applique ici le théoréme 1, § 1 pour en conclure que G, = G).
THEOREME 1. Si O, est lorbite de G qui contient le point k, et si G, est le
sous-groupe de G qui laisse k invariant, on a :
1[Gl x [0k =1|G]|.
Considérons ’ensemble quotient G/G, ; on sait (théoréme 3, § 1) que :

|G |
GIG,| = —— .
I / k l ' Gk I
Il s’agit de montrer que ce nombre est égal a | O, |, et pour cela, cherchons
une application de O, dans G/G, qui soit bijective.
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Remarquons au préalable que :

k=60 =HO) L o1y "
o heG = h.g" (k) = k< h.g7" €G, <> heG,.g

g Gk°g = Gk.h

(en vertu du théoréme 3, § 1).

A tout point i € O,, on fera correspondre une permutation g; € G telle que
gi) = k (elle existe toujours d’aprés la définition de I'orbite), et la classe
G2, € G/G,.

On définit ainsi une application de O, dans G/G, et cette application est:

1° injective (en vertu du calcul ci-dessus) ;

20 surjective, car tout G,.g est 'image de g~ !(k) € O,.

On a donc bien une application bijective, d’ou

| Ol = 1G/Gy].

Exemple. Considérons le cas n = 5, et considérons le groupe G < S;
engendré par la permutation a = [1 2 3] [4 5]. Les éléments de G sont :

a =[123][45] 4 )
a® = [132][4)[5] 1

a® = [1]1[2][31[4 5]

a* = [123][4][5]

a =[132][45]

a=[121B1M4I5lI=e. 5 Fa. 1. 3

Les orbites sont ici :

0={123} et 0O ={45}.

On a
0, ={l,2,3}
G, = {d’a®}
G ={a4d*ada*a%a}.

On vérifie bien la relation :
|G| x]0,]=3%x2=6=|G|.

THEOREME 2 (Burnside). Si A,(g) est le nombre de points fixes de la permu-
tation g (c’est-a-dire le nombre de cycles de longueur 1), le nombre d’orbites
d’un groupe G < S, est :

1
bl =— A(g).
| G I GI gz l(g)

€G
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En effet, en énumérant de deux maniéres différentes, les couples (g, k) avec
gk) =k, geG, keX, on a :

2/11(8)=Z|Gk|= z ZIGkI'
geG keX

Oe€G keO

Si deux points j et k appartiennent & la méme orbite O, on a en vertu du
théoréme 1 :

G
16;1= g1 =161
L’égalité ci-dessus peut donc s’écrire :
|G|
Y M= 3 10]- =|G|x|%|.
geG Oe€c I OI

D’ou la formule.
Ce théoréme est de grande importance dans les problémes de dénombrement,
comme on le verra au chapitre suivant.

Exemple. Avec I’exemple précédent : on retrouve bien qu’il y a deux orbites,
car

i@ =0
4@ =2
@) =3
A(a*) =2
A(@) =0
A(@®) =5

|61 =3Q+3+2+5=2.

§ 4. Parité d’une permutation

Considérons une permutation quelconque, soit par exemple

_(12345

45123)=45123.

On dira que dans g, le symbole 1 présente deux inversions, car il y a deux
nombres, 4 et 5, qui sont placés avant lui, et qui sont plus grands que lui.
De méme,

2 présente deux inversions : 4 et 5,
3 présente deux inversions : 4 et 5,
4 présente zéro inversion.
5 présente zéro inversion,
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Le nombre total d’inversions de g est donc :
Ig)=2+2+2=6.
On appelle signature de la permutation g le nombre
e = (- '@,

Si p(g) = + 1, on dit que la permutation g est paire ; si p(g) = — 1 elle
est impaire.

Une permutation qui se réduit & un cycle de longueur 2, donc de la forme
t = [i, j], est appelée une transposition.

Sig=45123,etsit=1{2,3,ona:

12345\ (12345 12345
g“=(45123) (13245)“(41523)“ 41523.
La suite 4 512 3 est devenue la suite 4152 3 : les deuxiéme et troisiéme
termes ont été « transposés », les autres termes de la suite restant inchangés.
On remarquera que ’inverse d’une transposition t est égal a t.
On se propose maintenant de chercher le nombre minimum de transpositions

de la forme [i, i + 1], nécessaires pour ramener une suite k,, k,, ..., k, a la
suite 1, 2, ..., n. Par exemple, on a :

451232 41523 12 14523 2414253 2312453

1451, 12435834, 12345

Ici, il a fallu 6 transpositions de la forme [i, i + 1]. Le résultat fondamental
est le suivant :

THEOREME 1. Le nombre minimum de transpositions de la forme [i, i + 1]
nécessaires pour ramener la suite g = ky k, ...k, a 12...n, est égal au nombre
I(g) d’inversions qu’elle comporte. En outre, si aprés q transpositions de la forme
[i, i + 1], on a ramené k,, k,, ..., k,, a 1, 2, ..., n, alors q a nécessairement la
parité de I(g).

1o 11 s’agit d’abord de montrer qu’on peut toujours ramener la suite
kik,..k,

a 12...n par I(g) transpositions. En effet, on peut amener le 1 3 la premiére
place par des échanges de deux termes consécutifs en nombre égal au nombre
d’inversions que présente le 1 ; ensuite, on peut amener le 2 2 la deuxiéme place
par des échanges de deux termes consécutifs en nombre égal au nombre d’inver-
sions que présente le 2 ; puis le 3, etc.

Chaque fois, I diminue d’une unité, comme a la fin on a 7 = 0, on a bien
effectué I(g) transpositions.
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20 Si I'on effectue la transposition [i, i + 1] sur la suite g = k, k, ... k,,,
on Obtient la Suite g' = kl kz wen ki-l ki+l ki ki+2 .es kn, avec
I(g") =1I(g) + 1 si ki <kivg,
=I(g)‘- 1 Si kl'>ki+l'
Ceci montre que 1’on ne peut jamais opérer avec moins de I(g) transpositions
de la forme [i, i + 1]. Par ailleurs, si I’on peut opérer avec g transpositions

de cette forme, on aura changé g fois la parité de I, pour obtenir finalement
I =0, donc q et I(g) ont la méme parité.

COROLLAIRE. Le groupe S, est engendré par les n — 1 transpositions [1 2]
[23]...[n — 1 n). Si une permutation g peut s’écrire comme le produit de q
de ces transpositions, q et I(g) ont la méme parité.

En effet, dire que I’on peut ramener la suite k,, k,, ..., k, a 1,2, ..., n par
les transpositions ¢y, ¢,, ..., t,, C’est dire que la permutation :

_(1 2 n)
=k, ky .. k,

g.tlotzotso...otq = e

vérifie :

ou
g=(ttyt) P =t T =ttty
THEOREME 2. Si p(g) = (— 1)'@ désigne la signature d’une permutation g,
ona:
p(g-g") = p(g) x p(g).

(En d’autres termes, p(g) est un homomorphisme du groupe de permutations S,
dans le groupe multiplicatif { + 1, — 1}.)

En effet, décomposons les permutations g et g’ en produits de transpositions
canoniques, comme indiqué ci-dessus ; on a donc :

88" = (t1etgemetyp)-(th tyemnetiyy) -

C’est un produit de I(g) + I(g’) transpositions canoniques, donc, d’aprés
le corollaire, I(g) + I(g') a la parité de I(g.g’).

D’ou
(_ l)l(a.a’) = (- 1)!(9). (___ 1)!(0’) .



[cHAP. 4] GROUPES DE PERMUTATIONS 109

CoRrOLLAIRE 1. Si g peut s’exprimer comme le produit de q transpositions
alors q a la parité de I(g).

1° Montrons que une transposition quelconque t = [i, j] est une permutation
impaire.

Partant de la suite 1,2, ...,i — 1, j,i+ 1,...,j— 1,4, j + 1, ..., n, on peut
amener i A la i-iéme place en faisant successivement les transpositions [j — 1, j],
[j—2,j—1]...[1,i + 1], et il y en a exactement j — i.

Jj se trouve alors a la place (i + 1), et pour I’'amener a la place j, il faut de
méme j — (i + 1) transpositions de la forme [k, k¥ + 1). D’ou un total de
2(j — i) — 1 transpositions de la forme [k, k + 1]. Donc p(¢) = — 1.

20 Soit g = t;.;..... I, 00y, I,, ..., L, sOnt des transpositions quelconques.
D’aprés le théoréme 2, on a :

(= '@ = p(g) = p(t;) x p(t;) x = x p(ty) = (= 1.
Donc ¢ a la parité de I(g).

COROLLAIRE 2. Dans un groupe de permutations G < S,, ou bien toutes les
permutations sont paires, ou bien il y a autant de permutations paires que de
permutations impaires.

Supposons qu’il existe dans G une permutation impaire 4 ; donc p(h) = — 1;
I'application g — hg étant une bijection de G dans lui-méme, on a

Y=Y phe) =Y pWp@® =- Y p.
9eG 9eG geG geG

Donc

Y p(g) =0.

g9eG

Les permutations gavec p(g) = + 1 sontaussinombreuses que les permutations
avec p(g) = — L.

COROLLAIRE 3. Si g est une permutation de type 1% 2% n* sa parité
est cellede 2, + A4 + A + - ; en d’autres termes la parité d’une permutation
est celle du nombre total de cycles pairs qu’elle comporte.

1° Nous allons montrer qu'un cycle de m éléments peut étre décomposé
en produit de m — 1 transpositions.

Considérons la permutation cyclique

_ (kl k, ... k,,,)
E=\ky by ky)
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On peut aussi I’écrire :
g = [ky k2] [k; k3. ... [y Ku]s
qui est un produit de m — 1 transpositions.

2° Si g est du type 1*1 2%z n*» on peut alors I'écrire comme un produit
de 1, + 245 + 31, + - transpositions ; donc d’aprés le corollaire 1, g a la
paritt de A, + A, + Ag + .

COROLLAIRE 4. L’ensemble des permutations paires

A, ={g/geS,pg) = +1}

est un sous-groupe normal de S,, appelé le « groupe alterné » ; il contient  n !
permutations.

D’une fagon générale, si g = p(g) est un homomorphisme d’un groupe G
dans un groupe G, montrons que 1’ensemble

K={g/geG,pg) =¢}

(aussi appelé le noyau de 'homomorphisme p) est toujours un sous-groupe
normal de G.

1° K est un sous-groupe, car
g 8 €K = p(g) = pg') = e=>p(g.g") = p(g).p(g") = ¢
=>g.g' ekK.

20 Ce sous-groupe est normal de G, car

xeKg = x=kg} _
=x =gh=>xegkK
ph) =e.

Comme on aurait de méme les implications inverses, on a gK = Kg, et K
est bien un sous-groupe, normal de G. D’ou 1’énoncé en prenant pour G le
groupe de permutations S, et pour G le groupe multiplicatif { + 1, — 1}.

Le nombre d’éléments de 4, est, d’aprés le corollaire 2,

| 4,1 =418, =4n!.

THEOREME 3. Le groupe alterné A, est engendré par les n — 2 permutations
circulaires

ty=[123], 2, =[124],... 4, = [12n].
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En effet, le groupe S, est engendré par les transpositions [1 2], [1 3], ..., [1 n],
car,

(1j).004.004] = [i4].

Soit g € A4, ; elle peut se décomposer comme un produit d’un nombre pair de
transpositions de la forme [ii + 1] donc comme un produit d’'un nombre
pair de transpositions de la forme [1 j].

Or, on a
(1jl.1i1=[1ij.

Donc 4, est engendré par les permutations circulaires [1 i j]. On peut aussi
vérifier :

Nijl=[12j.124.1124i.[12j].

Donc A, est engendré par les permutations circulaires [1 2 7] .

LEMME 1. Si H est un sous-groupe normal de A, (avecn > 3), et si H contient
une permutation circulaire de trois éléments, alors H = A,

Soith = [1 2 3] € H ; comme H est normal dans 4,, il contient la permutation
gl1231g™!  (gedy).
En particulier, en prenant g = [3 2 k], k > 3, le groupe H contient :
[32k].[123].[k23]=[1k2].
Donc H contient également la permutation
Mk2].(1k2]=[12k].

Comme d’aprés le théoréme 3, les permutations de la forme [1 2 k] engen-
drent A4,, on a bien H = A,.

LEMME 2. Si H est un sous-groupe normal de A, (avec n > 3), et si he H
admet un cycle de longueur > 3, alors H = A,

Soit h = a.b.c. ... l]a décomposition de & en cycles disjoints, et supposons
qu’un de ces cycles soit de longueur > 3, soit par exemple :

a=1[12..m, m>3.

Comme g = [12 3] € 4,, et comme H est normal dans 4,, on a

hy = ghg™* = (gag~ ") bed ...€ H ,
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Donc H contient aussi la permutation
hthy=(.c'b a Y (gag™?) bc...
a tgag '(..c7tb Y (be..)
=algag ' =[m..3211[123]1[123..m][321] =[13m].

Donc, d’aprés le lemme 1, on a H = 4,
THEOREME DE GALOIS. Si n > 4, les seuls sous-groupes normaux de A,
sont A, et {e}.

Soit n > 4, et H un sous-groupe normal de A4, différent de 4, et de { e }.

Si h e H, la permutation h se décompose en cycles a, b, c, ... de longueur 2
et en cycles a', b’, ¢/, ... de longueur 3 (d’aprés le lemme 2) ; ces cycles sont
disjoints, donc les permutations correspondantes commutent.

1° Si A contient deux cycles de longueur 3, on peut supposer
h=1[123].[456].h".

Comme g = [2 3 4] € A4,, le groupe H contient la permutation :

h, =ghg ! =[234][123]1[456][432]h =[134].256]F .
H contient aussi la permutation

h™Yh, =[321]1[6541 1 [134][256]H
=[321][654][134][256]=[12436].
Donc d’aprés le lemme 2, H = A,, ce qui contredit notre hypothése.
20 Si h contient un seul cycle de longueur 3, on peut écrire
h=1[123]1H,

ol &’ ne contient que ces cycles de longueur 1 ou 2.
Donc H contient

B =[1231[1231(#)?* =[132].
Donc d’aprés le lemme 1, H = A, ; ce qui contredit notre hypothése.
30 Si h ne contient pas de cycles de longueur 3, on peut écrire, comme
n>4
h=1[12].[34]1F,
ou &’ ne contient que des cycles de longueur 1 ou 2.
Comme g = [2 3 4] € A4,, le groupe H contient la permutation

hy =ghg™ = [234][12].[34][4321K = [13][24]K .
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H contient aussi :

hy=h"th, =[21][43][13]1[24] = [14][23].

Comme (1 4 5] € 4,, H contient aussi

hy =[1451h,[145]" = [145][14][23][541] = [23][45].

H contient aussi
hy,hy =[14][23][23]1[45] =[145].

D’aprés le lemme 1, H = A, ce qui contredit notre hypothése.
Le théoréme est donc démontré.

Remargque.

Sin=2o0onad,={e}

Sin=3o0onavu(§1)que 4, ={e d, [} et ne contient pas de sous-
groupes normaux autres que A4, et { e } (exemple, § 1).

Si n = 4, cherchons §’il existe un sous-groupe normal H de A4,, autre que
A, et {e}

Sih € H, la permutation 4 est paire, donc d’aprésle corollaire 3 du théoréme 2,
elle comporte 0 ou 2 cycles pairs.

Le type 1* donne la permutation e.
Le type 1.3 est impossible, d’aprés le lemme 1. Donc H contient une per-
mutation du type 22, soit par exemple

h = [12][34]
H contient aussi
[123]A[123]1" ' =[123][12][341[321] =[14][23]
[1341A[134]" =[134][12][34]1[431]=[14][23]
[234]A234]7 =[234][12][34]1[432] = [13][24] etc.

Finalement, on trouve un sous-groupe normal H, composé de
e, [12](34],[13][24], [14][23]

Ce groupe H est parfois appelé le groupe V, de I’allemand : « Vierer Gruppe».

Il est A noter que le théoréme de Galois a une application célébre (due a
Evariste Galois) : il permet de montrer que les racines d’une équation algébri-
que de degré-n > 4 ne peuvent pas étre explicitées par une formule algébrique
avec seulement des radicaux.
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Application : Le Permutoédre.

Construisons un graphe en représentant par des points les » ! permutations
de X = {1, 2,..,n} et en joignant deux permutations f et g si /' = tg pour
une transposition ¢t. Ce graphe peut étre représenté par un polyédre convexe
(Fig. 2), que G. GUILBAUD et P. ROSENSTIEHL [1] ont proposéd’appeler « permu-
toédre ».

bdac

F1G. 2. — Représentation du graphe des permutations de a, b, ¢, d par un polyédre convexe
(« permutoédre »). (Chaque transposition est représentée par un vecteur distinct, leur ensem-
ble constituant les arétes du permutoédre).

Si deux points f= x; X;... X;... X; ... Xy et g = X; X5 ... Xj... X;... X, sont
adjacents, on tracera une fléche allant de f vers g si x; < x;, ou de g vers f
si x; < x;. Nous nous proposons de démontrer, suivant P. ROSENSTIEHL [2],
que cette construction définit un treillis.

Sif = x; x, ... x,, désignons par E(f) I'ensemble des couples x; x; ne pré-
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D Ky et par E%)
I’ensemble des couples qui présentent une inversion, il y en a I(f).

sentant pas d’inversion dans f; il y en a

E(f) = {xlxj/i<j’xi< xj}a
EX(f) = (%%, /1 <j, %> %}

Donnons-nous un ensemble E de couples xy, avec x < y, et dénotons par E*
I’ensemble des couples xy avec x > y et yx ¢ E. Le graphe orienté (X, E U E*)
est construit de la fagon suivante : les points représentent les éléments de
X={1,2,..,n}, et 'on trace un arc (avec une fléche) allant de x a y si
xy € E U E*. Ce graphe est complet, c’est-a-dire que pour deux points x et y
quelconques (x < y), il existe soit un arc de x vers y (si xy € E), soit un arc de
y vers x (si yx € E*).

LeMME. Si un graphe complet n’admet pas de circuits, il admet un chemin
a,, a,, ..., a, passant une fois et une fois seulement par chaque sommet du graphe,
et ce chemin est unique.

En effet, il existe au moins un sommet qui n’est I'extrémité terminale d’aucune
fliéche, car sans cela on pourrait parcourir le graphe indéfiniment en remontant
les fléches, ce qui est absurde car le graphe n’a pas de circuits. Soit a, cesommet ;
un tel sommet est unique, car s’il y en avait deux a, et aj, ils seraient joints
dans au moins une direction, ce qui est absurde.

De méme, il existe, dans le sous-graphe engendré par X — { @, }, un sommet
a, (unique) qui n’est ’extrémité terminale d’aucune fléche, et a, a, est un arc.

De proche en proche, on trouve le chemin unique a,, a,, as, ...

PROPOSITION 1. Si pour un ensemble E de couples xy avec x < y, le graphe
(X, E U E*) n’admet pas de circuits, il existe exactement une permutation f
avec E(f) = E; si le graphe admet un circuit, il n’existe aucune permutation f
avec E(f) = E.

Si le graphe posséde un circuit, il n’existe évidemment pas de permutation f
avec E(f) = E.

Si le graphe n’admet pas de circuit, il existe d’aprés le lemme un chemin
unique ay, a,, ..., a,, et ’on a nécessairement

f=aa,..a,.
On a bien E(f) = E.

PROPOSITION 2. Posons f = g si E(f) o E(g) ; larelation > est une relation
d’ordre.
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En effet, on a d’aprés la proposition 1 :
f=f
f=zg
g=f

f=g
g=h

}=>E(f)=E(g) = f=g

}=>f>h.

PROPOSITION 3. Désignons par A la fermeture transitive de A, c’est-a-dire
Pensemble des couples xy liés par un chemin allant de x a y dans le graphe (X, A).
Si f et g sont deux permutations, il existe une permutation unique, notée f v g,
telle que

E(fv g = E(f) v E(g)
f v g est le plus petit majorant de f et de g.

Il s’agit de montrer, d’aprés la proposition 1, que le graphe ayant pour
arcs les couples de E = E(f) u E(g) et de E*, est sans circuits.

Ce graphe, étant complet et antisymétrique, s’il admettait un circuit, aurait
un circuit abc de longueur 3.

Si I'on suppose a < b < ¢, on a

ab,bceE; cacE*.

Ce qui est absurde, car E étant transitif, on a ac € E.
Si I’on suppose que le circuit est ach, aveca < b < ¢, on a

aceE; cb,baec E*.
Comme bc, ab¢ E(f) U E(g), on a
cb, bae E*(f) n E*(g).
Comme E*(f) est transitif, on a ca € E*(f) n E*(g), donc
ac¢ E(f) VE(g).
Il existe donc un point x # ¢, avec

ax € E(f), xceE(g), a<x<ec.

Or
b<x=>{b<x = bx e E(f) = bc € E : absurde
bx € E(f) U E*(f) ces
b>x
b>x=>{xbeE(g)uE‘(g) = xbe E(g) = abe E: absurde .



[cHAP. 4] GROUPES DE PERMUTATIONS 117

PROPOSITION 4. Il existe une permutation unique, notée f A g, telle que

E*(f A g)=E*f)uE*g)
f A g est le plus grand majorant de f et de g.

(Ceci se déduit de la proposition 3 par symétrie, en inversant I'ordre sur X).
On en déduit que le permutoédre est bien un treillis.

§ 5. Problémes de décompositions

Considérons une permutation f sur un ensemble X d’objets, que I’on déno-
tera par des lettres x;, X, ..., X,.

On peut lui faire correspondre un graphe G, en représentant les x; par des
points (ou sommets), et en tragant les arcs (x, f(x;)); ce graphe sera
composé de circuits disjoints, qui partitionnent X. Considérons d’autre part
un ensemble T = { ¢, ¢, ..., f, } de transpositions ; on peut lui faire corres-
pondre un graphe (X, T), dont les sommets sont les x;, et les arétes [x; x;] les
transpositions de 1’ensemble 7.

Exemple. X ={a, b, c, d}.
T est constitué des transpositions ¢, = [ab], t, = [bc], t; = [bd]

abcd
f=tityty = Cab Tber o) = (25 9)
a a
4
b I d 5 > d
4]
Gy
(4 c
Fic. 3.
abcd
g =ty t3t; = [bc] [bd] [ab] _(dab c)
a
b d
Gg
[
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abcd abcd
gt _(dabc)[ab]—<adb c)

a

O

Got, b e o d

c

Fie. §.

abcd abcd
fug = [ab] (dab c) —(dlb a_c)'

Gtw O b d

L
[4

FiG. 6.

THEOREME 1. Un ensemble T de n — 1 transpositions engendre le groupe
symétrique S, si et seulement si (X, T) est un arbre.

1° Si (X, T) est un arbre, toute transposition [ab] est un produit de trans-
positions de 7. En effet, d’aprés la propriété (6) du théoréme 1 (Chap. 3, § 5),
il existe dans (X, T) une chaine [a x(], [x, X,], ..., [x, b] reliant a et b, et

l[a b] =[x, b] [xk—1 xi] ... [x2 X3] [xy x5] [ay x,] [xy %2] oo [Xe—y x] [ B].

Comme le groupe symétrique S, est engendré par les transpositions, il est donc
bien engendré par T.

20 Si (X, T) n’est pas un arbre, il contient au moins deux ensembles X,
et X, disjoints et non reliés par une aréte (théoréme 1, chap. 3, § 5). Si
ae X,, be X,, la transposition [a b] ne peut donc pas étre un produit d’élé-
ments de T.
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LEMME. Soit f une permutation sur X, et g = f.[ab] le produit de f et d’une
transposition [a b).

Le graphe G, se déduit du graphe G en remplacant les arcs (a, f (a)) et (b, f (b))
par les arcs (a, (b)) et (b, f(a)).

1° Si a et b sont sur deux cycles différents de G, ces deux cycles n’en forment
plus qu'un dans G, ; en outre, si p(x, y) représente I’ensemble des sommets
rencontrés en parcourant le chemin élémentaire de G, allantde x a y, (1,(x,y) = &
si X et y ne sont pas connectés), on a

ZEuf(x,y) = ZEﬂ‘(X,y).

20 Si a et b sont sur le méme cycle de G, ce cycle est décomposé en deux
cycles disjoints dans G, ; en outre,

Bo(x, y) # &
z € pgx, y)

=z € py(x, y) .

f(b)

e b

a ~™""f(a)

Fia. 7.

Ceci est évident ; si a et b appartiennent & deux cycles distincts, on a
g =flabl = [a, fa, f*a,..][b,fb,f?b,...] hlab]
= [a, fb,f2b, ..., b,fa,f*a,..]1h.

Si a et b appartiennent au méme cycle, on a

g =flab]l = [a, fa, .., b, /b, ...] hla, b] = [a, fb, ...]]b, fa, ..] .

THEOREME 2 (Dénes). Soit T = {t,,t, .., 1,1 } un ensemble de n — 1
transpositions. Le produit f = t, t,...1,_{ est une permutation circulaire de
degré n (c’est-d-dire : G est un circuit unique), si et seulement si (X, T) est un
arbre.
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1) Soit (X, T) un arbre.
Considérons les graphes des permutations :

gi=1t, 82=81 N, & =& !5 uls1=f.
D’aprés le lemme, le nombre de composantes connexes est

p(G,) =n-1,
p(ng) = p(Ggl) —-1=n- 2,

KG,) = p(Gy) —1=n-3,

p(Gp) =pG,,_)—-1=1.
G,, étant connexe, est composé d’un circuit unique.

2) Si (X, T) n’est pas un arbre, il contient au moins deux composantes
connexes X; et X, (Chap. 3, §5). Si ae X, b e X,, les points a et b ne seront
pas sur le méme circuit dans le graphe G,, ; d’aprés le lemme, si a et b ne sont
pas sur un méme circuit dans le graphe G, ils ne seront pas davantage sur un
méme circuit dans le graphe G,,, ,. Donc ils seront disconnectés surle graphe G,
donc f ne peut pas étre une permutation circulaire de degré n.

COROLLAIRE ([5]). Si f est une permutation circulaire de degré n, le nombre
de fagons A(f) d’écrire f comme un produit de n — 1 transpositions est égal dn" 2.

En effet, le nombre de permutations circulaires de degré n est (n — 1) !,
chacune pouvant s’écrire de A(f) fagons différentes. Le nombre de produits
de (n — 1) transpositions donnant une permutation circulaire de degré n est
donc A(f) (n — 1)!. D’autre part, d’aprés le théoréme précédent, c’est aussi
(n — 1)! fois le nombre d’arbres ayant n sommets donnés (qui est n"~2,
d’aprés la formule de Cayley, chap. 3, § 5). On a donc finalement :

A(f) =n""2.

Proposons-nous maintenant de chercher le nombre de permutations circu-
laires de degré n distinctes qui peuvent étre obtenues avec les arétes d’un
arbre (X, T) donné.

Soit g =t,t,...1,_; un mot formé des n — 1 arétes de I’arbre (X, T), et
soit h,(g) le mot formé des arétes incidentes au sommet x, dans ’ordre o ils
apparaissent dans le mot g.

Deuxmotsg = ¢, ¢, ...1,_, et g’ = t{ t; ... 1,y peuvent vérifier h(g) = h(g")
pour tout k ; par exemple, si X = { x;, x5, X3, X }, et si T est composé de
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ty = [xq %3], 85 = [x3 x3] ettty = [x3 x4], etsig =t, ¢, t3etg =1t,¢3t,0na
hy(®) = hi(g) = 1,
hy(g) = hy(g) = t; 1,
hy(g) = hiy(g) = t, t3,
ha(®) = ha(g) = t5.

THforEME 3 (M. Eden, M. P. Schiitzenberger). Deux mots f = t, t, ... t,_,
etg =1t .. t,— formés avec les n — 1 arétes d’un arbre (X, T), donnent des
permutations circulaires f et g égales si et seulement si on a :

h(f) = h(@) (k=1,2,..n).
1) Montrons que si la permutation g est de la forme
g=81181g8, t=I[xa, ' =I[xb],
alors
x. € pufa, b).

Considérons le graphe de la permutation g, fg, ; d’aprés le lemme précédent,
a et x, sont sur un méme circuit et b sur un autre circuit.
Donc

g1 18, 1" = [0,1 (@, oo X S (5) .1 [0,/ () .] £'[x, b]
= [%f(®), ... b, f(%) ... a, f(@)..] & -
Donc
Xy € Pgyg(@, b)),
et d’aprés le lemme précédent, on a bien :
x, € pfa, b) .
2) Soient f et g deux mots pour lesquels
h(f) # hg) .

Montrons que les permutations circulaires correspondantes f et g sont diffé-
rentes.

1l existe deux transpositions [x, a] et [x, b] qui figurent dans cet ordre dans f
et dans I’ordre inverse dans g. Donc, d’aprés 1)

X € ”f(as b) Xk € #g(b’ a)
et par conséquent f # g.



122 PRINCIPES DE COMBINATOIRE

3) Si h(f) = h(g) pour i = 1, 2, ..., n, montrons que f = g. Essayons, en
échangeant deux symboles ¢ consécutifs de g correspondant i des arétes dis-
jointes, de ramener le début du mot g  celui du mot f'(ce qui ne modifie pas g) ;
a un certain moment, on ne pourra plus continuer (dans le cas contraire, on
aurait démontré f = g). On obtient alors :

.7 = fl[xj xk]fz ,
g =J71 g1lx; x g2 -
Comme dans g, l'aréte [x; x;,] ne peut pas étre déplacée vers la gauche
contre f;, le mot g, contient une aréte d’extrémité X; ou x;, soit par exemple
[x; x,]. On a

f .771[-"1 x] f Z[xkxp]f 35

g§=/1 gl[xk xp] [xj xJ]g, -
Donc h(f) # h(3), ce qui est contraire & ’hypothése.

CONSEQUENCE 1

Etant donnée une permutation circulaire f et un arbre (X, T), cherchons s’il
est possible d’écrire

f=tth t,_q, avec titys sty €T,
Par exemple, prenons
f=1013825467].
T est composé des arétes
t =[x x3], ;= [x3xg],

etc., comme sur la figure 8.
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Supposons que f puisse s’écrire avec les n — 1 arétes de I’arbre (X, T). On a

hy(f) = [x1 %71 [xy x5] [X1 X3] = te taty .

En effet, [x, x,] et [x; xs] se trouvent placés dans cet ordre, d’aprés le 1) du
théoréme 3, car
x; € pp(xs, Xs) .

On prend donc les arétes de T incidentes & x; dans ’ordre ou elles se ren-
contrent en parcourant le circuit en sens inverse a partir de x;. On a de méme

hy(f) = t;
ha(f) =ty ty
h(f) = t3
hs(f) =1,
he(f) = ts
hi(f) = ts ty tg
he(f) =ty t;.

Il est toujours possible de trouver un mot f vérifiant les égalités ci-dessus
(car T est un arbre et n’a pas de cycles).
On obtient ici :

f=t5t3t6t4tlt2t7.

Donc
S = [xg %71 [x7 x4] [x7 x1] [x1 x5] [x1 x3] [x3 xs] [xs x2]
=(§§§'23§Z§)= [13825467].

Dongc il est possible d’écrire f avec les arétes de 1’arbre T.
" CONSEQUENCE 2

Si (X, T) est un arbre avec des degrés d(x;), i = 1, 2, ..., n, le nombre de
permutations circulaires distinctes de degré n qu’on obtient comme produit de
ses n — 1 arétes est :

H, dx)!

Ce résultat montre en particulier qu’un arbre donné ne peut pas, en général,
engendrer toutes les permutations circulaires de degré n, qui sont en nombre
mn-1"







La méthode
de Polya

§ 1. Dénombrement des schémas par rapport
a@ un groupe de permutations des objets

On se donne ici un ensemble d’objets X = {1, 2, ..., n }, un groupe G de
permutations dans X, et une application ¢ de X dans un ensemble
A={aya;..a,}.

Pour concrétiser, on dira ici que A4 est un ensemble de couleurs, et ¢ une colora-
tion — chaque objet i étant « coloré » avec la couleur ¢(i).
Remarquons que si g € G, I'application ¢g est encore une coloration ; par

exemple :
(12345) (12345) (12345)
bcaac/\42153 acbca
On dira que deux colorations ¢, et ¢, appartiennent au méme schétb(
— et l'on écrira ¢, ~ ¢, — §'il existe une permutation ge G telle que

P18 = @2
La relation ¢, ~ ¢, est bien une équivalence ;

¢ ~0o, car ¢ = ge, eeG,;
Oy~ @y = 0, ~ @, car @ (8(x) = 0:(x) = 0,(») = 0:(g7 (1))
@1~ P, P ~ Q3 = P, ~ @3, Car

21(81) = 0:0) | _ _
@,(h(x)) = ‘Ps(x)} 01 g8h(x) = @3(x) .
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Cette relation d’équivalence partage 1’ensemble des colorations en classes
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d’équivalences — ou schémas — que I'on se propose de dénombrer.

Exemple 1. Colorations du cube.

Considérons pour X les faces d’un cube, soit X = {1, 2, 3,4, 5,6 }, que 'on
se propose de colorier avec deux couleurs : noir et blanc, soit 4 = {n, b }.

Proposons-nous de chercher combien il y a de schémas de cubes colorés,
deux cubes étant considérés comme équivalents si on peut les amener & coinci-

der par déplacement.

Ici, une coloration de cube est une application de X dans A4 ; G est le groupe

a d
| 1 (]
b A7 g
| (2]
|
! ]
Je____| _4
A 7 h
5},
5 [2]
f g
FiG. 1

de toutes les rotations de cubes :

autour de I’axe abcd-efgh : [2645];[24][65];([2546]

—  befg-adhe : [1536];[13]1[56];[1635]
—  abfe-degh: [1234];[13]1[24];[1432]

de l'axe a-g :
—  b-h:
— c-e:

— df:

autour de I’axe ab-hg :

Avec la permutation identique [1] [2] [3] [4] [5] [6], on trouve 24 permuta-

tions.

—  bc-eh:
—  cd-ef:
— adfg:
—  bf-dh:
—  cg-ae:

[145[632];[154][623]
[152][643];[125][634]
[126][345];[162][354]
[164][352];[146][325]

[15][63][24]

[12][43][56]
[16][35](24]
[14]1[23][56]
[251[64][13]
[26][54][13]
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Les schémas sont au nombre de 10.

7
1 ) »//
| I
| |
/— brHTHS P77,
d 7 P F A7
0 face noire 1 face noire 2 faces noires 2 faces noires

1 :
| i
,y/‘}j" % /////;l

3 faces noires 3 faces noires etc.

Exemple 2. Rangements d’une collection d’objets.

Considérons un ensemble de trois objets X = { 1, 2, 3 }, 1 étant une boule B
et 2 et 3 des cubes analogues C, qu'on veut ranger dans des boites désignées
par a, b, c. toutes distinguables.

Un rangement est une application ¢ de X dans { a, b, ¢ }. Le groupe G consiste
en deux permutations : [1] [2] [3] et [1] [23].

On trouve 18 schémas possibles :

BCC| DD C/BC|J&
BC|C| & C/B/C
BC/ g/ C C/C/B
CC/B|J& C|/Z|BC
CC/Z /B g/BCC|
B/CC| & & /BC|C
B/C/C g/cC|B
B/ g/ CC & |/B/CC
&/ C|BC
|3 | BCC

Plus généralement, considérons une collection d’objets X = {1, 2, ..., n }
partitionnée par une partition (S;, S5, ..., S;) de type a; + a; + = + o

Les objets d’'une méme classe seront considérés comme indistinguables
entre eux — ou « de la méme espéce ». On veut les ranger dans m boites
distinctes a,, a,, ..., a,. Le groupe G se compose des permutations g telles que

xeS;=>g(x)eS; (i=12..%k

ilyenaa; tay ..o !
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THEOREME | (Polyd). Si g e G, désignons par A(g) le nombre de cycles de
longueur i de la permutation g, et gppelons indicateur de cycles de G le poly-
néme :

A1(g) xgz(e) x:}n(a) .

P(G 5 X1, X3y ey Xp) = X1

1
16l 4e6
Le nombre de schém ‘est[eg’z‘lli'd ;
S P(rG sm,m, ..., m.

Par exemple, dans le cas des colorations du cube, on a
G Y ug hWg ug 219

P(G ; Xy, X3, X3, X4, X5, Xg) = —zz(xf +3x3x2+6xtx,+6x3+8x2).

Le nombre de schémas du cube est donc :
P(G;2,2,2,2,2,2) =10.

Dans le cas du rangement d’une boule et de deux cubes dans trois boites
distinguables, on a :

1
P(G; %1, X3, X3) = 5 (6] + X1 x3) .
Le nombre de schémas est donc :
P(G;3,3,3) =18.

Démonstration.
Considérons une coloration ¢ € @ et une permutation g € S, ; I'application
¢ — g(p) = g est une injection de & dans lui-méme, car
p#¢ = ogFo'g = go)#g9).

Comme ¢ est fini, cette application est bijective, donc g € S, ensemble des
permutations de I'ensemble &.
L’application g — g, de G dans S, est injective, car

g # g =gk)#g'(k)pour un k < n
= @g # ¢g' pour une coloration ¢ colorant différemment
o g(k) et g'(k)
>g#g.

Donc G = {g /g€ G} ala méme cardinalité que G. D’autre part, G est un
sous-groupe de S, car g, h € G implique

g.h(p) = g(ph) = p(hg) = (hg) 9,
donc g.he G.
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donc si elles appartiennent & une méme orbite du groupe G (Cf. Chap. 4, §
le nombre de schémas est donc le nombre d’orbites de G, c’est-2-dire, d’aprés

Deux colorations ¢, et ¢, sont équivalentes si ¢, = g(¢,) pour un g :zi
le théoréme 2 (Ch. 4, § 3),

I‘€6I=|—15—| 5 @)

9€G

¥(g) dénote le nombre de colorations ¢ telle que pg = ¢, c’est-a-dire qui sont
constantes sur chaque cycle de g.

Iy en a donc autant que d’applications de I’ensemble des cycles — de cardi-
nalité 4,(g) + 4,(g) + -~ — dans ’ensemble des m couleurs. D’out

1
| %s | = rG_I iy mA@+a@+ P(G; m, ... m,m).
ge

THEOREME DE POLYA. Le nombre de schémas avec o; objets de couleur a;
i=1,2,..,m)est:

I—l—, T ol Aas s A Pulhis Ay e ) ©

A,42-20
Ar+222+e+nin=n

hg(Ays Agy ooy M) désigne le nombre de permutations g € G du type 1*1 22, p*n,
Pasar .. (A1s Agy e A.,,) désigne le nombre de colorations qui utilisent o, fois la
couleur a; i = 1, 2, ..., m) et qui sont constantes sur les classes d’une partition
de X du type 1* 2‘h e

En effet, considérons I’ensemble @, des colorations avec a; objets de couleur
a;(i = 1, 2, ..., m). L’application ¢ — g(p) = @g est une injection de &, dans
lui-méme, donc une permutation dans @,. Le nombre de schémas cherchés
est comme précédemment

1
l(fGI—I—G—IZGV@)

ge

v(g) dénote le nombre de colorations ¢ € ®, qui sont constantes sur chaque
cycle de g. Donc

1
I gal = — Z Z pc(ll’ )»2, ceey ln) .
I l A1,425000,An 20 geG
l1+211+ -=p g est du type

1*13%2,,

D’ot la formule.
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Exemple (Polya). Etant données six sphéres analogues,

2 ayant la couleur a
1 la couleur b

3 la couleur c,

de combien de maniéres peut-on les répartir sur un octaédre libre de 1’espace a
trois dimensions ?

Si les sommets de 1’octaédre sont numérotés 1, 2, 3, 4, 5, 6, les déplacements
de ’octaédre correspondent 4 des permutations de { 1, 2, ..., 6 } ; par exemple,
la permutation g = [4 51 6] [2] [3] correspond & une rotation de 90° autour
de la diagonale 2-3 :

2@ =ccbcac

Soit G le groupe de permutations qui correspondent 2 des déplacements de
Poctaédre. Le nombre de schémas est :

1
T ~1 Z hG()*la '12’ ooy ,1”) P,()»l, '129 ooy j'n)

|G| A+ 242+ +nin=n

€5 =



[152][346]
[162][345]
[153]1[246]
[163][254]
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Pour I'octaédre on obtient le tableau suivant :
Colorations
Types |Permutations de G h compatibles
possibles | du type considéré | "6 avec le type Pa
considéré
1° Me21pB1MEInGIe | 1 (@ (a% (B) (©) () (e)
@@ @G| _6! _
etc... 211131
[4516] 2] 3]
[6154][2][3]
[1243][5] [6] g 6
12.4 [3421][5][6] [7/] 0
[2536][1][2]
[6352][1][4] |
12.22 | [41][56] [2] [3] (8) (c) (@) (c?)
(1 4] (23] (] [e] ; 3|0 (ﬁg (c?) (@) 4
[23]1(56][1]1[4] (c) (b) (@) (c)
l (c) (&) (c*) (@)
23 [12][34][56]
4D b
(14]
[14] 3 5] [2 6] 6 2 0
[15]1[46][23]
[16][45][23]
32 [125][364] |
[126][354]
[1351[264]
[136][254] g 8 & 0
I

D’ou la réponse cherchée :

1
IVGI-Z—‘-(60+3X4)—3.
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§ 2. Dénombrement des schémas par rapport a un
groupe quelconque

Soit X = { 1,2, ...,n } un ensemble de n éléments (les objets), A = {a, b, c, ...}
un ensemble de m éléments (les couleurs), et ¢ une application de X dans 4
(ou coloration) ; remarquons que si g est une permutation sur X, et h une
permutation sur 4, l’application heg est encore une coloration, soit par
exemple :

h _(abcd)(12345)(12345)_(12345)
P8 =\badc/\caabec)\42153) " \abddn)
Considérons un groupe de permutations G sur X U A, qui conservent X et A,
c’est-a-dire :

GG e i =gex,
(g;’ZZG} = (g h)a=h@)ed.

Dans ce cas, on peut écrire :

{g/(gheG} = G,, groupede permutationssurX,
{h/(g,n)eG} = H,, groupe de permutations sur 4 ,
G < G, x H,.
Considérons enfin une famille ¢, de colorations qui soit fermée et compléte
par rapport a G, c’est-a-dire :
(g.MeG, ¢e®, = hoged,
(& h),(g,h)eG } Y
hog = b’ @g' pourtout ¢@e P, =@ h =6,

On dira que deux colorations ¢, et ¢, de &, appartiennent au méme schéma
par rapport au groupe G s’il existe un (g, 1) € G tel que ho, g = ¢, ; on écrira
alors

o1~ ¢, (G)
Cette relation est bien une équivalence, car
epe = ¢,
hog =¢ =¢ =h"'og!
hog =

¢’ } = ”" = hl h ’ .
wog =o' "¢ = ) v(gg)
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On se propose ici de dénombrer les classes de cette équivalence — ou « sché-
mas » par rapport 3 G —. On a le résultat suivant :

THEOREME GENERAL. Le nombre de schémas pour une famille de colorations
fermée et compléte par rapport @ un groupe G = Sy x S, est égal a

1
m(gz v(g, h),

h) e G

ou v(g, h) désigne le nombre de colorations ¢ € @, telles que les couleurs rencon-

trées en parcourant un cycle de g parcourant une ou plusieurs fois un méme cycle
de h~t.

En effet, si (g, h) € G considérons I’application #(g, /) définie par

@ =g h) o = hog.
Si(g, N)eG, on a

" (p, € Ql = -1 ' -1 = '
o(k) # (p'(k)} hog(g™ k) # ho' g@™ k) = g, h) @ # Hg, h) ¢’ .

L’application #(g, h) étant une injection de &, dans lui-méme, c’est une per-
mutation, et le nombre de schémas est le nombre d’orbites de cette permuta-
tion, soit d’aprés le théoréme 2 (Chap. 4, § 3) :

1
— Ay(2(g, h)) .
I t(G)l (0y§eG l( )
A4(t(g, b)) désigne le nombre de colorations ¢ € @, telles que hog = ¢ ;
pour un cycle iy, i,, i3, ... de g, les couleurs rencontrées seront alors :

@) @) =h""oli);  @ls) = h™ o) = k™% oiy) ; etc.
Par ailleurs, ’application (g, &) — #(g, h) de G dans #(G) est injective (car &,
est compléte par rapport & G), donc le nombre de schémas est égal 2 :

1
i—G—I' (g’z V(g, h) .

h)eG
Exemple 1. Dans le théoréme de Polya on prend :

G =Gy x {e} »
@, = ensemble de toutes les applications ¢ pour lesquelles les nombres
d,=|{i/ @) =a}| forment une suitc de nombres donnée.

Pour calculer le nombre de rangements R(1%: 22z, p*»; 1#1 1#2, mP=), on
prendra

G = Sy, X Sg, X X 8y, X Sy, X -,
&, = ensemble des applications surjectives ¢ de X dans 4.
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Exemple 2. Considérons le probléme des ménages (Chap. 3, § 3), ou
X={0,1,2,..,n — 1} est un ensemble de maris, 4 = {0,1,2,..,n =1},
leurs &pouses respectives ; une bijection ¢ de X dans 4 détermine une disposi-
tion des hommes et des femmes autour d’une table ronde 0, ¢(0), 1, ¢(1), 2, etc.

Considérons les permutations circulaires de X :

_ ( 0 1 2 n-—1 )
E=0+pt1+p2+p n—-1+p/°
Si le numéro d’ordre de chaque personne i est diminué de p, la femme assise
a la droite de I’'homme j = i — p sera (i) — p, donc ¢ devient ¢’, ou
o) =00 +p) —0=28"08l)).

On se propose ici de dénombrer les dispositions distinctes des maris et des
femmes autour d’une table ronde, sans place privilégiée pour I’'homme 1 ; c’est
donc le nombre de schémas par rapport au groupe :

G={(gng VPp=012.,n-1}.

@, est I’ensemble des bijections ¢ qui vérifient o(¥) # i, i + 1. La famille &,
est bien fermée et compléte par rapport 3 G, donc le nombre de schémas est

n—1

1 o 1
I—G'I' 2 V(gp’gp )—;p§0|¢lml,

geG

ou &, , désigne la famille des colorations ¢ € @, telles que pour tout i, les
couleurs rencontrées sur le cycle

Li+p,i+2p,..
sont successivement

(@), o(i) + p, (i) + 2 p, ...

Sip =0, on a, d’aprés la formule (§ 3, Chap. 3),

_ _ _v _2n G 2n—k _
o0l =18 =T = 3 20 - 0 (2" 7 %) = b

Sip=1,2,..,n— 1, désignons par (n ; p) le plus grand commun diviseur
de n et p, et posons

_ n
1= n
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Comme gp = 0, les cycles de g, sont tous de longueur g, et ce sont :

C = O’P’2P,~~-’(4"1)P],
¢, =[L1+p1+2p,.,1+(@-1Dp],

C,_l—[s—l s—1+ps—1+2p,..,s—1+(@—-1p].

Le nombre s de cycles distincts doit vérifier sg = n, donc

n n
S_E_—n—_(n’p)'

(n;p)

Les nombres ¢(0), ¢(1), ..., ¢(s — 1) définissent complétement une applica-
tion ¢ par

o(@i + kp) = (i) + kp i=0,1,.,s—1).
D’autre part, si pour ¢ = O ou 1, on a ¢(i) # i + &, on aura
o + kp) = o@@) + kp # (i + kp) + ¢.
Ainsi, un ¢ € @, , sera complétement déterminé par la suite
0(0), (1), ..., o(s — 1)

(avec @(i) # i, i + 1), et inversement.
Soit # une permutation de 0, 1, 2, ..., s — 1, et soit k la cardinalité de 1’en-
semble :

{i/i=0,1,2,..,s=1; a@=i ou nd)=i+1}.

On sait (Chap. 3, § 3) que le nombre de permutations 7 pour lesquelles k
est donné est

2s 0
_ k(i) _2s (2 s — )
o= ¥ ()25 s = )!
Pour chacune de ces permutations n, cherchons combien il y a de suites
0(0), (1), ... vérifiant o(i) € C,, et o(i) # i, i + 1;il y en a exactement
(g—Dg*.
Donc :

18:,1= 3 T6) (@ - D g,
k=0

Le nombre de schémas est finalement :

1w+ 1S e () () -
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Exemple 3. Le dénombrement des neeuds.

1° Considérons une ficelle dont les deux extrémités sont confondues, que
I’on pose sur un plan (Cf. fig. 1) ; on suppose que chaque croisement est 1'in-
tersection de seulement deux branches, et que lorsque 1’on suit la ficelle, les
passages « par-dessus » et les passages « par-dessous » alternent.

A0

Lorsqu’un tel schéma est réalisé, on dit que I'on a un neud alterné. Pour
décrire un nceeud alterné, choisissons arbitrairement un croisement que 1’on
note 0; puis suivons la branche supérieure dans une direction arbitraire,
jusqu’au prochain passage « par-dessus » ; dénotons par 1 ce nouveau croise-
ment, et continuons de la méme fagcon 4 numéroter les autres croisements
supérieurs successivement rencontrés : 2, 3, 4, ... Le neeud définit alors une
bijection ¢, ou I'image ¢(i) du croisement supérieur i est le croisement inférieur
J qui le suit immédiatement. Par exemple, pour la figure 1, la bijection obtenue
est :

_(012345)
?=4s53021)

20 Si, en parcourant la ficelle, le croisement supérieur i est immédiatement
suivi du croisement inférieur i, c’est-a-dire si ¢(i) = i, on se trouve sur une
« boucle », qui peut étre éliminée par simple retournement. Il sera de méme,
si ¢(i) = i + 1 (comme c’est le cas pour le neeud de la figure 1 pour i = 2).

En d’autres termes, nous supposerons que la permutation ¢ définie par
le nceud satisfait aux conditions du probléme des ménages.
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En outre, si I’on choisit pour le point 0 un autre croisement, cela revient 2
changer p en ¢’ = g, ! @g, ; si I'on renverse le sens du parcours de la ficelle,
cela revient a changer ¢ en ¢’ = h™! @h, ou

h=[n-111[n—-2,2][n - 3,3]..

Dans de tels cas, les permutations ¢ et ¢’ seront dites équivalentes. Un
nceud alterné A n croisements ne définit donc pas une permutation de degré n,
mais une classe d’équivalence, appelée la signature du neud. Le nombre de
signatures de degré n découle immédiatement de la formule obtenue dans
I’exemple précédent. On trouve les valeurs :

1] 2] 5|20 87| 616 | 4843

30 Une application pratique de cette théorie est le probléme suivant. Consi-
dérons deux nceuds alternés (I) et (II) de degré n : est-il possible de passer de
’'un & ’autre en déplagant la ficelle sans jamais créer de nouveaux croisements,
et sans que les croisements ne quittent le plan ? Considérons les deux nceuds

(1D
FiG. 2.

On constate sans peine qu’ils sont images dans un miroir ’'un de I’autre,
cependant, ils définissent tous deux la permutation :

_ (0 12 3)
?=Go12)
On peut donc passer de I'un A ’autre par déplacement des croisements sur

le plan (ce qui ferait dire & Lewis Caroll qu’une telle manipulation lui fait
traverser le miroir !).
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I:¢=1[03][142] I: ¢ =[03142]
/7
®
1 4
I0: ¢ = [02143] IV: ¢ =[02413]

Fi1G. 3. — Les 5 signatures de degré 5.
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40 D’une fagon plus générale, un neud d’ordre n est un nceud qui, posé sur
le plan, présente n croisements (et ne peut pas en présenter moins).

Deux nceuds N et N’ seront dits identiques si on peut les amener a coincider
par déplacements (c’est-a-dire, s’il existe un homéomorphisme de R*® dans
lui-méme qui applique N sur N').

11 existe de nombreux travaux sur la classification des neeuds (cf. par exemple
la bibliographie de Fox (1963), ou, plus récemment, le livre de L. P. NEUR-
WIRTH, Knot groups, Princeton Univ. Press, 1965). Malheureusement, tout
nceud n’est pas un nceud alterné. En outre, toute signature de degré n ne définit
pas un nceud alterné d’ordre n, comme on peut le voir sur la figure 3.

§ 3. Un théoréme de De Bruijn

Soit ¢, € P une coloration et ¢, son schéma par rapport a un groupe G de
permutations sur X ; '’ensemble des colorations ¢ avec ¢ = @, peut s’écrire :
{¢/ped 0g =0, pourun geG}.

Si le schéma ¢, ne change pas lorsque les couleurs subissent une permutation
h, cela s’écrit hoq € ¢y G.

A chaque objet de couleur a assignons un poids w(a) > 0; 4 un schéma
@ ou la couleur a; figure r,; fois (pour i = 1, 2, ..., m), assignons le poids

W(@) = wa,)™" w(ay)™ ... w(a,)™.

On se propose ici d’évaluer la somme des poids de tous les schémas qui
restent invariants dans une permutation 4. Si I'on fait w(a) = 1 pour tout a,
’'on obtient le nombre de schémas invariants dans la permutation A.

THEOREME DE DE BRUUN. La somme des poids de tous les schémas inva-
riants dans une permutation h des couleurs est

Z W((_ﬁ) = P(G s P1> P25 s pn) ’

ou

PG 5 X1s Xz o Xy) = I%l T () ()" e (e
ge

est lindicateur de cycles de G, et ou

Pe= Y w(a)wha)wh®a)..wh* ' a).
h?;:a
1) Considérons un schéma ¢, qui ne change pas lorsque les couleurs subis-
sent une permutation h, c’est-a-dire avec ho, € ¢, G.
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Ona:
=00 = 0€0,G = hop=hoog=00288€0G = hp=7g;.
Inversement,
%=$o=,{h¢ efpoG:,{(p =h" 00 = 0=h"" 908" £)€ o G
hoo € 9o G ®o=h"" 0o 8o
=0 =9

Donc les colorations du méme schéma que @, sont les ¢ avec hp = @,.
2) L’application ¢ — heg = g(p) est une permutation sur @ car
p#¢ = hog#ho'g;
Porbite du groupe G = {g /g € G} qui contient ¢, est :
O(po) ={ ¢/ hpg = ¢, pourun geG}={¢/hp=0,}.
On a par conséquent (Théoréme 1, Chap. 4, § 3) :
1
Z W@ N 'P/hOZell’G%l lfl. Z W((p) I G '
1

=615 Z W@ =15 T T W

| lgeG @/ hp € oG
hog=9 hw @

(car hog = @ entraine hop = pg~"! € ¢G).

3) Si g est une permutation sur X du type 1% 222 n*» dontles cycles forment
une partition (Y;, Y5, ..., Y), choisissons une suite y, y, ... y, avec :

y‘E Y’ (i = l, 2, eoey S)q

Si hog = ¢, et si k(i) est la longueur du cycle de g contenant y;, les couleurs
de Y; sont

o(y) =a, ‘Pg-l()’t) =ha, .. (Pg_w)(}%) =ha=a.

Donc

W(p) = 115[1 Pk(i)(‘P()’t)) >

en posant

@) = w(a) wha) w(h? @) .. w(h*" 1 @)  sia = Ha
=0 sia # ha.
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4) Posons
A ={alaeA;ha=a}={al, al ..,a}.
Si 'on remarque que ¢ est complétement déterminé par le s-uple (j, j, ... j;)

par .
o(y) = allczi) i=12.,9,

I'on peut écrire

Y W)= Y ) Pk(1)(a£21)) pk(Z)(aI{(IZ)) Pk(s)(al{(’s))

hog=¢ (J15J2s002Js)

s
l_ll [Peo (@) + Puy(aiy) + -]
i=

s

T ¥ wawha) ... wh* @ ! a)

i=1 ae Ax(i)

s

11 Py = (P)™ ()™ ... (P)*.

D’ou la formule annoncée.

Exemple. Dans le cas de la coloration du cube (Exemple 1, § 1), on a déter-
miné plus haut le groupe G des rotations du cube, ce qui donne pour indica-
teur de cycles :

1
P(G ; X4, X3, X3, X4, X5, Xg) =ﬂ(x‘15 +3xIx34+6xtx,+6x3+8xd).

Le nombre de schémas en deux couleurs 2, b répartis d’une fagon symétrique
est obtenu en faisant & = [ab], w(@) = w(b) = 1; c’est donc :

P(G;0,2,0,2,0,2) =2i4(6.23) =2.

Cherchons le nombre de fagons de colorer les 6 faces avec 6 couleurs distinctes
a,, ai, a,, as, as, a; de sorte que la permutation h = [a, 4] [a, a3] [a; a3]
laisse invariant le « schéma » (c’est-a-dire : le cube libre de I’espace a trois
dimensions). Posons pour simplifier w(a;) = w;, w(a;) = w;, et calculons les p, :

p1=0

Pal= 2w W, + 2w, wh + 2wy wh

p3=0

Pa = 2(w)® (W)? + 2(w)* (w3)* + 2(w3)* (w5)?
ps=0

Ps = 2w)* (W1)® + 2(w2)* (w3)* + 2(w3)® (w3)*.
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Le nombre cherché est le coefficient de w, w} w, w; w5 w3 dans le polynéme :

1
P(G 5 P1> P25 P35 Pas Ds» Ps) = _226 Pg

3
= '4‘("’1 wi + wy wh + wy wy)?

=2 (001 W (w3 W) (w3 w3)"

at+p+y=3 a! ﬁ! Y

Il y a donc 12 possibilités.

COROLLAIRE 1 (Polya). Si ’on pose w;, = w(a,), la somme des poids de
tous les schémas relatifs a un groupe G de permutations des objets est :

m m m
Sw@ =P(6; 3w 5w T wi )
i=1 i=1 i=1
Le nombre de schémas @ qui utilisent a, fois la couleur a;(pour i = 1,2,...,m)

est donc le coefficient de wi' w3 ... wi™ dans le polynéme ci-dessus.

(D’apres le théoreme précédent, en prenant pour 4 la permutation unité.)

COROLLAIRE 2 (de Bruijn). Soient G,, H, deux groupes de permutations
sur X et sur A, et assignons d chaque schéma ¢ par rapport au groupe

G=G0XH0

un poids comme précédemment. La somme des poids des différents schémas est
— 1
W@ =577 X PGos pu(h), polh), -.)
l 0 I heHo

n(h) = Y w()wha)..wh* " a).

ha=a

En effet, on peut voir comme précédemment que

1 =
ZW@=m Y Y W

heHo o
ho € 9G

ou dans la derniére somme ¢ désigne un schéma par rapport & G, invariant
dans la permutation & des couleurs.
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APPLICATION. Dénombrement des graphes a sommets non étiquetés.

Si G est un groupe de permutations agissant sur un ensemble X, on peut
considérer I'ensemble #5(X) des paires { x, y }, avec x, y€ X, x # y.
Une permutation g € G induit sur 25(x) une application g, ol

gk y) = {gx)20)} -

g est une permutation, dont I'ensemble forme un groupe noté G‘®. Deux
graphes (X, U) et (X, V) seront dits isomorphes s’il existe une permutation g
des sommets telle que

(x,y)eU <>g(x, y) eV .

Un graphe & sommets non étiquetés (unlabelled graphs) est une classe d’iso-
morphie. On se propose de compter les graphes non isomorphes 2 n sommets.

25(X) est ’ensemble des n(n 2— D arétes du graphe complet de sommets

X1, X2, -0y X, (sans boucles ni arétes multiples). A toute application ¢ de

#3(X) dans un ensemble 4 = { a, b } de deux couleurs correspond un graphe
(X, U) par
U={u/uePyX), o) =a}.

Cette correspondance est bijective.
Donc le nombre de graphes (3 sommets non étiquetés) de n sommets est

P(S#;2,2,2,..). (Théoréme 1, § 1)
Le nombre de graphes isomorphes 4 leurs complémentaires est
P(5$;0,2,0,2,..) (Théoréme, § 3)

Le nombre de découpages en deux classes des arétes d’un graphe complet
(2 sommets non étiquetés) est

3 P(S?;2,2,2,..) + 4 P(§?;0,2,0,2,..) (Corollaire 2, § 3).

Le nombre de graphes (2 sommets non étiquetés) de n sommets et m arétes
est le coefficient de w™ dans

P(SP51+w, 1+ wh1+w,.) (Corollaire 1, § 3).

Le nombre de graphes auto-complémentaires A m arétes est le coefficient de
w™ dans
P(S!(lz) 5 0, 2 w, Oa 2 wza 0’ 2 Waa ) (Théoréme, § 3)

Si 'on dénombrait les graphes orientés, il suffirait de remplacer S{* par le
produit cartésien S, @ S,.



n= Graphes non étiquetés PSP x1, x2,..0) P(S2 ; 2,2,..)[P(52;0,2,0,2,..)|PSP; 1+ w, 1+ w2, ..)
2 o o o0—o X, 2 0 1 +w
° 1 3 2 3
3 g(x1 +3x,x; +2x3) 4 0 l+w+w+w
(<] [o] [o]
[o] [} I [o] I—-O
[} o o o
I o Z N Ei-(xf +9x3x3 + ,
4 1 +2w? +3w
11 1 4 6

DI T
(1IN

+8x3 + 6x,%,)

144!
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§ 4. Calcul de lindicateur de cycles

Nous nous proposons maintenant d’indiquer sans démonstration détaillée
les principales formules (d’aprés [9]) permettant de calculer le polyndme

PG ; x4, x,, ..., X,) = P(G).
10 Le groupe symétrique S, a pour ordre n !
D’aprés la formule de Cauchy (Chap. 4, § 2), on a

1
P(S,) = xx, x M
" ;.+zhz+.-.=.1l!2‘212! I R
20 Le groupe alterné A, consiste en toutes les permutations paires de »

nt
objets, et a pour ordre ° 5 ; on a immédiatement :

— 1 Ar+Aq+ A6...
1+ ( ) xl xlz

X

P4) =

at2igtee=n 4122 2,0 o0t A,

30 Le groupe identité E, = { e}, qui contient seulement la permutation
identique e, donne :

P(E,) = x} .

40 Le groupe cyclique C, a pour ordre n, et est engendré par la permutation
circulaire [1, 2, ..., n].

PC) =5 T 009 (u

ol ¢(k) est la fonction d’Euler donnée au chapitre 3, § 3.

5° Le groupe dihédral D, a pour ordre 2 n, et est engendré par les deux
permutations [1, 2, ..., n] et [1, n] [2, n — 1]...
Sinpair =2pona:
1 =L
PO = 35 % oM () b+ 308 + xE x5,

Sinimpair =2p + 1:

1

1
1 2p+1/k , 1 »
TP ) k/§+l<p(k)x + 5% x5,

P(D2p+l) =

6° Le produit simple G x H ; si G est un groupe de permutations d’ordre r
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sur X, H un groupe de permutations d’ordre s sur ¥ (| X| =p, | Y| =g), le
produit simple agit sur X u Y par

_ ez si zeX,
(g’h)z_{hz sii zeY.

Son ordre est rs, et ’'on a
P(G x H) = P(G) x P(H).
70 Le produit cartésien G @ H. 11 agit sur X x Y par :

(8 h) (x, ) = (gx, hy) .
Son ordre est rs.

Supposons que x est sur un circuit de longueur k& du graphe de g, et g sur
un circuit de longueur / du graphe de & ; alors (x, y) est sur un circuit de lon-
gueur m(k, ), le p. p. c. m. des nombres k et /; le nombre de tels cycles est
(k; 1), le p. g. c.d. des nombres k et /. Donc

(ks l)lk(n)ll(h)

80 Le produit de composition G[H] agit sur X x Y, et contient les permuta-
tions (g ; hy, hy, ..., h,) définies par :

t(g > hla hz, eoey hn) (xh J’) = (gxi’ h;y) .
Son ordre est r.s? ; Polya a montré :
P(G[H]) = P(G; py(H), p,(H), ...)

ol py(H) = P(H ; X, X1 X315 ) -
90 La puissance H€ agit sur 'ensemble Y* de toutes les applications de X
dans Y par :

(g, b) f (x) = hfz(x).
Son ordre est rs et son polynéme est :

P = iy 5, T

aeG k=1

Ici, on a

Mg h) =[] % [rA, (<@ .

Pour k > 1, on trouve, en utilisant la formule d’inversion de M#&bius :

1 r
ﬂ,k(g, h) = E ;‘ ﬂ(r’ k) ll(g ’ hr) .
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