6 Le modéle linéaire simple a plusieurs

variables explicatives

6.1 : Les estimateurs des Moindres Carrés Ordinaires (MCO)

Apres avoir posé la spécification matricielle du modeéle et les hypothéses de base du modele

nous verrons les estimateurs des MCO ainsi que les propriétés de ces estimateurs.

6.1.1. Spécification matricielle du modéle :

Y : variable expliquée reliée linéairement & k-1 variables exogénes (X, ... Xy ) etal’aléa ¢

Les variables sont supposées observées sur un échantillon de taille n. A un instant t de

I’échantillon, le modéle s’écrit :

V=B +BX,++0X,+e te {1,...,}1}

(Yi] [1 X Xa] [Br] (SI_
¥ | =)l Kitvenn Kt . +| &k
7Yn—J _1 Ko Kkn | _Bk_ | & |
(n,1) (n.k) (k1) (n1)

Soit: Y=X B + ¢
(n.1) (n.k) (k.1) (n.1)

L’introduction d’une variable X, toujours égale a un (premiére colonne de la matrice X) évite
de recourir a un vecteur colonne de constantes. On remarque, par ailleurs, que les indices

affectés aux éléments de la matrice X ont une interprétation contraire a celle retenue
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couramment. Le premier indice désigne la variable explicative (c’est I'indice de la colonne),

le second indice est celui de I"observation (¢’est I'indice de la ligne).

6.1.2. Les hypothéses de base du MLGS

Le probléme statistique & résoudre est le calcul des paramétres P, sachant les observations de

Y et de X.

Il existe deux méthodes permettant le calcul de f : la méthode des moindres carrés ordinaires
(MCO) et la méthode du maximum de vraisemblance. L’utilisation de ces deux méthodes
conduit a des valeurs calculées de B qui possédent des propriétés statistiques remarquables.
Cela implique qu’un certain nombre d’hypothéses de base soient vérifiées avant I"utilisation

de ces méthodes.

=>»H1 : Les valeurs des variables explicatives X,,.... Xx sont non aléatoires, controlées

(indépendantes de I’aléa) : ce sont des données (cov(X ,5): 0 ). Les distributions des Y,

sont donc des distributions conditionnelles de Xs,,.... Xj

= H2: Les valeurs des variables exogénes, les variances des variables exogenes, les

covariances des exogenes restent finies lorsque n — +oo

>H3 ¢ est indépendant des variables explicatives. Les valeurs des variables explicatives

n’ont aucune influence sur la distribution de .

=>H4 ¢ est un vecteur colonne de n variables aléatoires g, et confére au vecteur Y un caractére

aléatoire.

> HS5 Efe,]=0 Vt re{l,...n} hypothése de normalité.
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E[en]
E[g ]: ' =0 Vtitell..n

El&]

= H6 E[ee’] = o 1

£l Elei?] El[eie]........... Eleien]
OrE[ec']=E| | [81 ......... gn] _ Eleer]  E[e2?].ocnnenn. E[e26a]

. Blsw]  Eloacs o Efo]
De ce fait

Ela;fJ: o] Vi,te{l---n} hypothése d’homoscédasticité. Cela implique que la variance

des g est constante quel que soit le sous-échantillon tiré dans I’ensemble {1.--n}.

> 17 Ele,e,]=0 Vrett' e{l---n} 1= hypothése de non autocorrélation des résidus.

On peut regrouper les deux derniéres hypothéses et écrire :

2

Eeeee]- {ge siii;t'tf

Ces trois dernieres hypothéses sont fondamentales pour I’application de la méthode des MCO.
Pour utiliser la méthode du maximum de vraisemblance, on suppose en outre vérifide

I’hypothése de normalité des aléas.

=» H8 La matrice X du mod¢le est particuliére puisqu’on a vu qu’il y avait (k-1) variables
explicatives dans le modele. Le nombre d’observations n est donc supérieur au nombre de

parametres a estimer
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= H9 Rang[X]= k <n . Aucune variable explicative n’est donc linéairement dépendante des
autres variables explicatives. La matrice X est réguliére. On dit qu’il v a absence de

colinéarité entre les variables.

Dans ces conditions le modéle a estimer s’écrit ;
Y=X B + s avec :
(n,1) (n,k) (k,1) (n,1)
E[‘E J=0 E[ee’] = o I E[E,E,-]: 0 Vitett'e {1---n} =" Rang[X]=k <n

Plusieurs quantités sont donc inconnues dans ce modeéle : les B et o2. L objectif des méthodes

d’estimation est de trouver des estimateurs de ces paramétres inconnus qui possédent les

propriétés requises par la théorie statistique.

6.1.3. Les estimateurs des moindres carrés ordinaires

I faut estimer les composantes du vecteur {3 de la relation linéaire :

Yy =X B+ ¢

(n.1) (mk, (k1) (1)

La méthode des MCO consiste a4 minimiser la somme des carrés des écarts, écarts entre la
valeur observée de la variable endogene (pour un point du nuage) et sa valeur calculée par le

modele. De ce fait, I’écart entre I’observée et le calculé est le résidu.
Y-Y =e =V-Xp

€l €l

H

n
. N 2 5 5 ' 2
Soit : MznZe,‘ =Mine'e car ¢ = e'e = [er....en :e|2+egl+....e,,2:Ze;
=1

(n.,1) . : =1

€En €n

ce= (¥ = XY (Y - Xp)
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6.1.4. Les propriétés des estimateurs des moindres carrés ordinaires

On peut démontrer que les estimateurs des MCO du MLGS possédent des propriétés

identiques a celles du modele linéaire entre 2 variables

—> Les estimateurs des MCO sont des fonctions linéaires des Y; de Y.

a

— [ est un estimateur (linéaire) sans biais de
— 3 est de variance minimale.

Les estimateurs des moindres carrés 3 sont parmi tous les estimateurs linéaires sans biais les
meilleurs au sens de la variance minimale. Cette propriété permet d’établir I’écriture de la

matrice des variances-covariances de [3, notée : Q4

VIS Cov[ B, Bl CovIr i ]

Qp=|sym

I ViG]

qui s’écrit Qp= E[ [[3—,6’] [B—,B] ] et qui est égale a: Qp=o02 (X’X)" ol 6.2 est la variance de
I'erreur €
L’estimateur 3 de B est un estimateur linéaire, sans biais et de variance minimale. Il est dit

estimateur BLUE (Best Linear Unbiased Estimator).

— [3 est un estimateur convergent.

: i 2
— Estimateur de la variance de I’erreur o

6. =e'e/(n-k) avec e= Y-X/;’ C’est un estimateur sans biais de o . Il permet de calculer

la variance de (.

V[B]= ol DIAGX’X)' —  V[f]=62DIAG(X’X)"
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l 6.2 : Test des estimateurs I
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