UM - M1 MIND/Biostat Mars 2016

Examen de rattrapage - Théorie de I'information et de la décision
Partie 2, bayésienne (10 pts)

Exercice 1 (6 pts)

L’entraineur d’une équipe de football souhaite classer ses joueurs par rapport a leurs
performances aux tirs aux buts (penaltys). Il cherche donc & estimer la probabilité intrin-
séque de chacun de marquer un penalty. Pour ce faire, pendant 30 jours, il enregistre le
nombre de tirs consécutifs qu’il leur a été nécessaire pour marquer un penalty et ce face
a différents gardiens.

Nous nous concentrons sur le cas d'un joueur et nous supposons que tous les essais sont

indépendants. Nous disposons alors de 30 réalisations indépendantes xq, ..., x3y suivant
une loi géométrique de parameétre 6 € [0, 1] ou 6 est la probabilité intrinséque que le
joueur marque un penalty. Nous rappelons que, pour tout i € {1,...,30},

]P(XZ = xl) = (1 — 0)%_19 X ]IIiEN* .

Objectif : proposer une procédure d’estimation de 6. Nous nous plagons dans le paradigme
bayésien.

1) (3 pts) Donner la loi a priori de Jeffreys pour 0 ainsi que la loi a posteriori et
I’estimateur bayésien associé a la fonction de perte quadratique.

2) (3 pts) Supposons maintenant que € suit une loi uniforme sur Uintervalle [0, 1],
donner 'estimateur bayésien associé a la fonction de perte quadratique.

On rappelle que si la variable aléatoire 6 suit une loi Beta de paramétre (a,b), elle admet
comme densité

~ T'(a+0b)
™) = N
aveca>0etb>0,T'(n+1)=nlet I'(z+1) =2I'(2).

07 (1 — 6)" ' pepoy

Exercice 2 (4 pts)

Trois individus arrivés indépendamment et au hasard & un arrét de tram, se demandent
quelle est la fréquence de passage des trams a cette période de la journée. Ils ont attendu
3, 4 et 6 minutes. Ils hésitent entre deux possibilités : les trams passent toutes les 8
minutes ou toutes les 12 minutes.

Nous supposons que les trois réalisations sont issues d'une loi uniforme sur [0, 0] avec
6 € {8,12}. En postulant une loi a priori uniforme sur les deux possibilités, P™(0 = 8) =
P™(# = 12) = 1/2, donner une résolution bayésienne de cette question.
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