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Exercice 1 (6 pts) On veut estimer la proportion 6 des étudiants qui dorment plus de 8
heures par nuit. Les observations sur un échantillon de 30 étudiants donnent : 10 étudiants
dorment plus de 8 heures et 20 moins de 8 heures. Nous obtenons ainsi une réalisation d’une
loi binomiale B(30, 6) ou 6 € [0, 1]. On se place dans le paradigme bayésien et on envisage deux
lois a priori pour @ :

— la loi uniforme sur [0, 1],

— une loi Beta de parametre (2, 2).
On rappelle que si la variable aléatoire 6 suit une loi Beta de parametre (a, b), elle admet comme

densité
_ T(a+0b)

77(0) F(a)F(b) Hail(l - 9)671]106[0,1}

avec a >0 et b> 0.
1) (3 pts) Donner les deux lois a posteriori correspondantes.

2) (3 pts) Calculer les deux estimateurs de Bayes correspondants aux maximums des densités
a posteriori et les estimations associées.

Exercice 2 (8 pts) Soit (1, ..., xy,) un n-échantillon d’une loi normale de parametre (u, 1/6).
On suppose que p est connu et on cherche a estimer . On se place dans le paradigme bayésien
et on considere comme loi a priori sur ¢ une loi Gamma de parametres (¢, () :

BO{
I(a)

w(0) = 70" exp (=50) Ipso
avec a > 0et 8> 0.
1) (2 pts) Donner la loi a posteriori de 6.

2) (4 pts) Donner 'estimateur de Bayes de 6 pour la fonction de cotit quadratique.

3) (2 pts) Donner 'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 et comparer a celui obtenu
a la question précédente.

Exercice 3 (6 pts) Soit X une loi binomiale négative de parametre (n,0), Vo € N,
P(X =z|0) = Crl_6%(1—0)"

avec 0 €]0,1[. On suppose n fixé et 'on souhaite estimer 6. On se place dans le paradigme
bayésien.

1) (3 pts) Donner la loi non informative de Jeffreys pour le parametre 6.

2) (3 pts) Soit (z1,...,2y) un N-échantillon de la loi binomiale négative de parametre (n, 6).
Donner la loi a posteriori de 6 pour la loi a priori obtenue a la question précédente.
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