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Poroélasticité et matériau vivant  

 
Le sujet se place dans le contexte de la poroélasticité. Il s’agit d’étudier un matériau poreux qui se déforme sous 
la pression d’un fluide interne et des sollicitations extérieures. Comme exemple, on prendra un os. Pour simplifier 
l’étude, nous considèrerons une structure verticale élancée que nous modéliserons comme une poutre cylindrique 
verticale. Ce pourrait être la modélisation d’un tibia ou d’un fémur (voir figure ci-dessous). 
 
 

 
Figure 1 

 
En situation naturelle, l’os baigne dans un liquide dont la pression est notée p. On suppose que l’os est soumis à 
une charge verticale F, (cette charge correspond au poids de la personne). On note S la section de l’os, L sa 
hauteur, E son module d’élasticité, M son module de Biot et 𝛼 son coefficient de Biot. Soit 𝑢(𝑧) le déplacement 
d’un point d’altitude z, la déformation en ce point est 𝜀 = ()

(*
  , la dérivée de u par rapport à z. La loi de 

comportement s’écrit alors 
𝜎 = 𝐸𝜀 − 𝛼𝑝 

 
 
 où 𝜎 est la contrainte dans le matériau. On supposera que la vitesse de Darcy est nulle pour z=0 (pas de transfert 
de fluide) et la pression P(L,t)=0. On supposera également que la pression est nulle à t=0.  
 

1) Résolution analytique 
On supposera que F est constante. 
1.1) En utilisant les lois de la poroélasticité, montrer que l’équation aux dérivées partielles permettant de 

déterminer la pression P(z,t), s’écrit : 
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Etude&de&la&vibration&d’une&corde&de&Piano&
!

On!considère!une!corde!élastique!souple!soumise!à!une!tension!0!T"et!de!masse!linéique!m,!de!
longueur!L.!Cette!corde!est!fixée!en!x"=!0!et!x"=!L"et!est!frappée!par!le!marteau!à!t=0.!
!

!
On!vérifiera!tout!d’abord!que,!en!l’absence!d’effet!dissipatif,!l’ordonnée!y(x,t)!de!la!corde!en!
l’abscisse!x"et!au!temps!t"est!solution!de!l’EDP!suivante!:!
!

!2

!t2
y " c0

2 !2

!x2
y = 0 !

où! c0 =
T0
µ
!est!une!vitesse!de!propagation!des!déformations!de!la!corde.!

Déterminer!la!solution!théorique!du!problème!et!discuter!l’effet!des!différentes!grandeurs!
physiques!caractérisant!le!problème.!Que!devient!cette!solution!en!présence!de!dissipation!?!
!
Reproduire!numériquement!les!résultats!obtenus!analytiquement.!Reproduire!un!Do!de!piano.!
!
On!considère!une!corde!de!piano!en!acier!de!masse!linéaire!72.!10P3kg/m.!La!tension!
recommandée!est!de!12.103N!

 

Nous avons également besoin de la loi de comportement donnée dans l’énoncé:

�(z, t) = E✏(z, t)� ↵P (z, t)

Ce qui donne une expression pour ✏:

✏(z, t) =
�(z, t) + ↵P (z, t)

E
A l’aide de l’équation (2), ✏ devient:

✏(z, t) =
⇢g(L� z) + F (t)

S + ↵P (z, t)

E
En dérivant par rapport à t, on obtient:
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En remplaçant les équations (4) et (5) dans (3), l’équation obtenue est:
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Avec C = k
µ et ✓ = ↵2

E + 1
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2.2 Résolution de l’équation (6) par la méthode spectrale

Pour résoudre l’équation (6) obtenue dans la première partie, il faudra utiliser la méthode spectrale. Elle consiste à
faire une séparation de variable afin de trouver des fonctions de base en espace et en temps puis à les associer afin
de trouver une nouvelle base. Dans cette partie, on suppose que F est constante, on a donc:

C
@2P (z, t)

@z2
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@P (z, t)

@t
= 0 (7)

Les conditions aux limites sont les suivantes:

@P (0, t)

@z
= ⇢g

P (L, t) = 0 (9)

En posant : P (z, t) = a(t)b(z). (9)

Puis en remplaçant cette équation dans (7), l’équation obtenue est:

Ca(t)b00(z)� ✓a0(t)b(z) = 0
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1.2) En utilisant la méthode spectrale, résoudre l’équation (1). 
1.3) En déduire la déformation e(z,t). 
 

 
2) Résolution numérique 
On note h le pas de discrétisation. On supposera que F=F(t) n’est pas constante. 
2.1) En utilisant l'équation (1), donner l'expression de la pression 𝑝/01, obtenue pour une méthode d'Euler 

explicite. 
2.2) En utilisant l'équation (1), donner l'expression de la pression 𝑝/01, obtenue pour une méthode d'Euler 

implicite. 
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2.2 Résolution de l’équation (6) par la méthode spectrale
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