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— Present the Finite Element Method (linear case)
— Understand and uses an FEM code (Ansys)

— Review of Continuum Mechanics

— Energy Method — Ritz and Galerkin (PPV)
— Discretization Method

— Numerical Integration

— Application to FEM



— One on-site written examination (Oh30 — 10%)
— One first report on practical work (20% )

— One second report on a subject of the student’s choice (
20%)

— One on-site written examination (2h00 - 50%)

— 12 hours Lectures — L.D
— 15 hours Tutorials — E.A
— 15 hours Practical Work — N.C. & L.D.
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Constitutive law
Displacement field
Boundary conditions
Equilibrium equations

Loi de comportement -

Champ de déplacement -

Conditions aux limites -

Equations d’équilibre >

Equilibre local > Local equilibrium
Tenseur des contraintes - Stress tensor
Tenseur de Cauchy - Cauchy stress tensor
Cinématique de la déformation - Kinematics of deformation
Mesures de déformation - Strain measures

Déformation de Green—Lagrange - Green—Lagrange strain

Loi de Hooke - Hooke’s law

Méthode énergétique - Energy method

Principe des puissances virtuelles (PPV) - Principle of Virtual Power (PVP)
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Quadrature de Gauss Gauss quadrature

Résolution du systeme System solving [/ System resolution
Répartition des contraintes - Stress distribution

Déformation d’une poutre - Beam deformation

Fonctions d’interpolation - Interpolation functions / Shape functions
Maillage / Discrétisation - Meshing / Discretization
Eléments finis > Finite elements
Systeme global - Global system
Matrice de rigidité - Stiffness matrix
Intégration numérique - Numerical integration
9
9
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@5/ What do U remember from last year ?

1 Equilibrium equations
MMC

2 Boundary conditions
In effort
In displacement

3 Constitutive Behavior
Linear elasticity

Deformation energy of a solid

Work of given external load
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@gj What do U remember from last year ?

RDM
Va | o«
A L B
L3 L6
1 Equilibrium equations Navier-Bernoulli kinematics
MMC
2 Boundary conditions Beam Deformation Energy
In effort
In displacement Work of the given external loads

3 Constitutive Behavior
Linear elasticity
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DEPLACEMEN DEFORMATION CONTRAINTE

/N

GEOMETRIE MATERIAU

\ CHARGEMENT

Displacement #——>{Strain [——>Stress
. I I .

Geometry Material

> Loading [«
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Equilibrium equations

/// RDM

/ -
fo// Boundary Conditions
NN Loading

Displacement

Constitutive Behaviour

The Constitutive behavior of the material 1s linear elastic
(Hooke's law).

11



SER 53
& T )

Displacement field

/ / ’U,(Qj,y, Z) — U1($1,$2,£E3)
/ U(z,y,z) =< v(x,y,2) = Us(x1,x2,T3)
/ w(x,y,z) — U3(x17x27x3)

p) ! -
/O / \ Index Convention

A

7 i,5,k€{1,2,3)
o, 3,7 € {1,2}

>

12



@5/ Mechanical Problem (Static)

Owq 1.Equilibrium equations

/ yd div g + i — Q
awF 2.Boundary Conditions

fO?/ g.ﬁ:ﬁ sur Owp

N U=U,; sur Ouwy

3.Constitutive Behaviour

O = Lz’jklgkl noté o = ég

The Constitutive behavior of the material 1s linear elastic
(Hooke's law).

(K]



SER 53
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Equilibrium equations

Y div (o) + f = ,0_7_:
/ / div (o) + f =0
// Equilibrium equations in Cartesian

/ coordinate
f/o/ ) 0iji + i = pi

oll o012 13 Zgg
o(x)] = | 021 022 023 | =

cl2
c3l 032 o033 +13

_023_

14



Lagrangian finite strain tensor

Green-Lagrange strain tensor

H =[]+ (I - ) (] + )

J— 2 — p— J—

Infinitesimal Strain Theory
Small Strain, Small Displacement , Small pertubation




@5/ Linear elasticity — Constitutive Behavior

A material is said to be Isotropic if its behavior is the same in all the
direction.

There are 2 mechanical constants to define the law of behavior

I
R
I
R

E'yy :?I: __EV —Tfu 0 0 0 Oyy
€2z | _ 7 E E (1) 0 0 T2z
26;,;»!/ 0 0 0 G 0 0 Ozy
222 0 0 0 0 & D O
2€y, 1 i 0 0 0 0 0 (E+U) 1 L %yz _



@5/ Linear elasticity — Constitutive Behavior

A material is said to be Transverse Isotropic if it has a plane of symmetry of
mechanical behavior, so there is an axis of orthotropy.

There are 6 mechanical constants to define the law of behavior

- - 1 —Vazy —Vgy 1 r

Exx _%w -Ely E, 0 0 0 Ozx
xy 1 Vyz
Eyy E, E, Ez 0 0 0 Tyy
€2 “Vay Yy 1 0 0 0 02z
— Ey E’y E. 1 0

28, 0 0 0 0 [ 0 Ozz
e 0 0 2(1+vy2) o

| “Cyz 0 0 0 E, | Pyz




@5/ Linear elasticity — Constitutive Behavior

A material is said to be orthotropic if it has two planes of symmetry of
mechanical behavior, so there are three axes of orthotropy.

There are 9 mechanical constants to define the law of behavior

7 1 —Vay —Vx2 1 r
Exx E, Ely E, 0 0 0 Oxx
— Vg 1 —Vy
Eyy B, E, E, 0 0 0 Oyy
ol - T - 7z
25y 0 0 0 Gay ? 0 Oy
28, 0 0 0 0 Ga. (1) Ozz
28292’ _ 0 0 0 0 0 Gyz _ Oyz

https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_de_ Hooke




@5/ Linear elasticity — Constitutive Behavior

For an Isotropic material there are 2 mechanical constants to define the law of
behavior

Linear Elastic Constitutive Behavior : Hooke's Law

Oii = A€W0ij + 21UE;;

14+v v
Eij = Taij — Eakkéfij
Lamé Constants \ — vE
(11— 21/)(1-{—1/)
M= 3 1-{-1/)

https://www.youtube.com/watch?v=pGsahq_yUGE



\@5/ Linear elasticity — Constitutive Behavior

Linear Elastic Constitutive Behavior : Hooke's Law

For an Isotropic material there are 2 mechanical constants to define the

law of behavior

Oij = /\811(5@' + 2/.L€7;j

4 Bulk Modulus )
Module d'élasticitEé‘ isostatique s = 1 ;V@j B % oy
K =
a Young's Modulus
Poisson’s Ratio Module de Young
4 Shear modulus | Coefficient de Poisson . 1 (3) + 24)
Module de cisaillement A - A
UV — + ,Ll,
a_ ., F _ 2(A+ p) y N /
=3 (1+v)

\_

w,




Mechanical problem

t

Principal of Virtual Work

¢

Variational approach

¢

Minimum potential energy principle

£

[K] [Q] — [F] https://www.youtube.com/watch?v=KDCQeXA4KpY

21




1.Equilibrium equations
divo+ f=0

2.Boundary Conditions

—

ocn=F sur Owpg
U=U; sur 0wy

3.Constitutive Behavior

Oi5 — Lijklskl noté g —

11l
1%



0D g This is the edge where
known efforts are
Imposed

UUd

0D, Thisis the edge where displacement boundary conditions is
imposed (Zero or not)

u* € CA <=> u"(x)=Uq Vxe€oD,

uw e CA{0} <=> u*(x)=0 VxedD,

A kinematically admissible displacement field needs only to satisfy the displacement boundary conditions

https://en.wikiversity.org/wiki/Elasticity/Kinematic_admissibility



\ Vu*(x) € C.A. {0}

SSSSS - Pint(u*(x)) + Pegt(u* (7)) = Pace(u*())

P / f(z).u*(z)dQ + / F(z).u*(z)dS

Pace(a” @) = [ (0" EZZZEw)))“*(x)dQ

D




@5/ Mechanical Problem — Principal of Virtual Work

o0 Puw@)=- [ @ @)




@5/ Mechanical Problem — Principal of Virtual Work

Kc » \ Vu*(z) € C.A. {0}

SSSSS | Pint(u*(x)) + Pegt(u* (7)) = Pace(u*())

Pdon(U* (CB)) — _L(U*)

26
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sssss

Vu(z) € C.A.

Pini(u*(x)) + Pegi(u*(z)) =0

Formulation 1

Pmt(u* (33)) -+ Pdon(u* (x)) — 0 YU* € C.A. {0}

x £\ et



met(u*(x)) i Pdon(u*(x)) —0 YU* € C.A. {0}
—-K({U,U")+L({U")=0 YU € C.A.

Equivalent to

1. Equilibrium equations 2. Boundary Conditions
dzv( )—|—f—0 g.ﬁ:ﬁ sur Owg
U = _’d sur Owy

3. Constitutive law
045 = Lz’jklgkl noté g = é

Q)



@5/ Mechanical Problem — Principal of Virtual Work

Pb (1) => PVYW

—

div (o) + f =

Green’s theorem or Integration by parts

/Dw /MVu dQ+/Mnu

k J

-




@5/ Mechanical Problem — Principal of Virtual Work

Pb (1) => PPV

div (g) + fz 0 Step 1

30



\Q§/ Mechanical Problem — Principal of Virtual Work '

a. VU ( )—UUU*

Step 2 " .
= 0ij.5(U5)) + 0. 2(U* )

Pb (1) => PPV L *

= 0.3 (U* ) + 0. 2(U*)

1 * #*
= O-ij'ﬁ(Ui,j +Uj ;)
[ o.VU*(zx) = 05;.U;; = 0ij.€;; = g€ ]




&/

Pb (1) => PPV
div (g) + f=0

/ (dz’v (o) + f) U*(z)dQ =0

D

—/g-VU"‘(ﬂ?)dQ + /(g-@).U*dw -I—/f.U*(:I;)dQ =0

D oD D

—/g-idﬂ + [ (g.n).U"dw +/f.U*(a:)dQ =0
G

Ky



@5/ Mechanical Problem — Principal of Virtual Work
Pb (1) => PPV

OD=0wrUdlwy Oowr Owy
— / F.U*dw + / (g.n).U*dw
Owp Owgq

Si U* € C.A.{0} alors /(g.@).U*dw =0

8wd

KK}
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VU* € C.A{0}

34



1. Equilibrium equations 2. Boundary Conditions
dzv( )—I—f—() g.ﬁ:ﬁ sur Owg
U = _’d sur Owy

3. Constitutive law
O35 = Lz’jklgkl noté g

||||b'
10

Pini(u™ () + Pion(u™(z)) =0 YU* € C.A.{0}

* *\ __ et
-K(U,U*)+L({U*) =0 VU € CA.



@5/ Mechanical Problem — Principal of Virtual Work

PVW => Pb (1)
Pyt (u*(2)) + Pion (u*(z)) =0 \;U "€ C.A.{0}
-K({U,U*) +L({U") =0 YU € C.A.



X% -
@5/ Mechanical Problem — Principal of Virtual Work

PPV =>Pb (1)

Pan(u'(@)) == [ 3(@)-5 (Vu* (@) + V7w’ (@) do
7 Step 1

Pint(u™(2)) = — / 0ij(z)-5 (Vu (z) + VTu* (z)) dO
) Green’s
— /Divg.u*(w)dﬂ — / (g-n) utdO theorem

oD

37
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PPV =>Pb (1)
Py (u(z)) = / f@)ut (@)d + | F(z)u* (2)dS

Step 2 = /f(a:)u*(a:)dﬂ + | F(z).u"(x)dS
Pyi(u*(x)) = — /aij(m).% (Vu*(z) + VIu*(z)) dQ
vU* € C.A.{0 _ - * %
. < 10} = [ Divo.u™(x)d) — / (g.n) u*dQ

VU € C.A. D oD

38



@5/ Mechanical Problem — Principal of Virtual Work
PPV => Pb (1)

Pint(u*(2)) + Paon(u*(x)) =

YU* € C.A. {0}
of oD

YU € C.A.




PPV =>Pb (1)
Pint(u™(z)) + Paon(u”(z)) =0 vf]* € C.A{0}
* * €
1. Equilibrium equations 2. Boundary Conditions
dzv()-l—f—() o F sur Owp

—

3. Constitutive law U=Us sur Owq

0ij = Lijkiery noté o= L.



@5/ Mechanical Problem — Principal of Virtual Work
Pb (1) <=> PPV

1. Equilibrium equations 2. Boundary Conditions
dzv( )—I—f—O g.fi:ﬁ sur Owg
U = _’d sur Owg

3. Constitutive law
O35 = Lijklgkl noté g

||||b4
100

Vu*(x) € C.A.{0} Vu* € C.A{0} et u € C.A.
Wint(u*(z)) + Wezty,, (u*(x)) =0

41



\E(Jﬁ/ Principal of Virtual Work - Variation of the total energy

PVW <=> variation of the total energy =0

Vu*(x) € C.AA{0}
Wine(u*(2)) + Weaty,,, (u*(2)) = 0

CfHAY701Y

This is the standard form used in Finite Element Method (FEM)

and structural mechanics textbooks.



\£§/ Variation of the Potential Energy .

1 2o \ Formulation 2 CfHAY701Y
””””” / N

u(x) € C.A{uq}

0 (Ig(u)) =0

N\ 7

u(z) € C.A{uq} . u(x) € C.A{ug}
{ Sy <0 & PPV o { u* (z) € C.A 0}

u(x) € C.A{u
{ (5((H)d(u)) 5 e Py



@5/ Variation of the total potential energy

. CfHAY701
( R \ = The Total Potential energy is defined by:
sssss 4 )
Hd(u) = / ;kalswskldw— (/f dQ + /F(w)u(x)dS)
D Dpr
u(z) € C.A{uq}

The total potential energy is defined as the difference between the
energy of the deformation of the system and the work of the forces
imposed, and this for a cinematically permissible field



G

CfHAY701Y
4 )
1
Ig(u) = Waey () — Wegt g, (1) = iK(U: U) — Legt,,, (U)
u(x) e C.A.
\_ J
Waes(u, u) /O'ZJE dw

1
— 5/ Liji€ 1€ jdw = §K(U, U)

x)dS) —1—/ F(z)u(r)dS =L(U)



SRR 3o
@51 Variation of total Potential Energy Q

CfHAY701Y
8 (4 (u)) = 8 (%K(U, U) — L(U)) YU € C.A.

YU € C.A.
VoU € C.A. {0}

(K(8U,U) + K(U,dU)) — L(8U) {

N | =

f D
K(U,U) Semi-Positive definite symmetric quadratic form

L(U) Linear form
N Y




SRR, 5
@5/ Variation of total Potential Energy Q

Fv2 & PVYW CfHAY701Y

0 (Ta(u))

0 (%K(Uv U) o Lea:tdon (U))
K(U,0U) — Legt,. (0U)

— (Wint(OU) + Wzt (OU))
0

Ue(C.A.
VoU € C.A. {0}

51



\E§/ Principe of Virtual Work .

CfHAW01Y
Vu*(z) € C.A{0}
Wint(u*(2)) + Weat,,,, (u*(z)) =0
int(u*(x)) = —K(U,U™)
Wezt(u™(z)) = L(U™)

where U is the solution of the mechanical problem

and U* = 9U € C.A.{0}




%
@5/ The variation of the total potential energy 'Q

1.Equilibrium equatlons 2.Boundary Conditions
div ( ) f 0.1 = F sur Owp
3. Behavior law U — ﬁd sur  Owy

0ij = Lijki€ri  noté g=L.¢g

53



Discretisation
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Mesh — Finite Element




GALLERKIN'S METHOD PVW

u(z) = 2:31 Q:P;(x) +uyq(z) € C.A.
u*(z) = P;(x) € C.A. {0}

RITZ'S METHOD Potential energy

u(z) = 2:31 Q:P;(x) + uq(z) € C.A.

59



SRR, 53
@51 Energy Approach - Discretization Q

u(x) € C.A{uq}

An unknown continuous function has to be found

Vu*(x) € C.A{0}

5 Wint(u™(2)) + Wewtg,, (u™(2)) = 0
u(z) € C.A{ug}
0 (ILg(u)) =0

Discretization:

Determining a finite number of unknowns |




SRR, 53
o D ()

Gallerkin's method is adapted to the variational formulation resulting from the P.V.W

Principle: We give ourselves n shape or basis functions {Pi(x)}
belonging to the kinematically admissible to zero and we
look for the solution of Pb(l) as a linear combination of
these functions, in the case where there are imposed

displacement we add a function realizing them.

4 )

u(x) = iQiPi(x) +u,(x) e CA.

u (x)=P(x) e C.A{0}

S5/



SRR, 53
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The unknown ns of Pb are: Qz ie{l,---,n}

. Pt (@) + Paon(u*())
~K(U,U*) +L(U*) =0

u(x)=iQiPi(x)+ u,(x) e CA.

u (x)=P(x) e C.A{0}

58
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K (U")

y p—

U = u(x)= ;Qsz(x) + uq(x) € C.A.
U* = u*(x)=P(zx) e C.A. {0} ic{l,---,n}

Z QiPi(x) + ua(z),U*) = L(U™)
One equation , N Unknowns:

Z@z = L(U*) — K(ua(), U")

59



\)C;§/ Gallerkin's method '

K({U,U") =L

ZQz z) + uq(x) € C.A.

ie{l,---,n)
ZQZ z) + ug(z), U*) = L(U")

One equation , N Unknowns:

Z@K(H(w), U*)=L({U") — K(uq(z),U")




5
. le

N equations , N Unknowns :

U* =u*(z) = Py(z) € C.A. {0} Vie{l,---,n}

Z Q:K(P;(z),U*) = L(U*) — K(ug(z), U*)
szl e ———T

Z QiK(FPi(z), Pj(z)) = L(P;(z)) — K(ua(z), P;(z))

61
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&

N equations , N Unknowns :

Z QiK(Pi(z), Pj(z)) = L(P;(z)) — K(ua(z), P;(z))

K]  STIFFNESS Matrix

Unknowns

S

L oad Vector

H

62



K|[Q) = [F
K] = K] = [K(FP;(z), Pj(z))]

K(P,(z), P, (z)) = — / Lijiell(2).€7 (2)d9

1
e (z) = §(VUm +ViU,,)

Property of a symmetrical matrix : https://math.univ-cotedazur.fr/~lemahieu/Fond3/amphi5.pdf

63
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— [K(ua(z), Pi(z))]
/ £(2).Py()dQ + / Pi(x)dS — / Lomiied (). (2)d9

At the end, You have to solve

[K][Q] = [F]




o~ a2
&

Example 1-D hpp ] = % (VU + vU7)

Euler-Bernouilli

U(z,y) = { 5((;’;)) — (¥ — ya)v' ()

_>
F

L

:/ESu’(a:)u’*(a:)—l—EIv” (x)v”*(z)dx

65
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Example 1-D  Bending problem in hppinaplan u(z) =0
L

R

F K(U,U*) = /EIv”(w)v”*(:z:)d:c

—>

T L) = —Fv(L)

—

Y

L
v(0) =0 o) v (i |
{v’(O)zo {v(z),v"(x)} € C.A{0}
2 shape or basis functions 3 ]1:1 E:B; i czs(f) -1
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Example 1-D v*(z) € {Pi(z), P2(z)}

7 .
F . .
2 shape or basis functions

—
T

AN

' v(z) = Q1P1(z) + Q2P2(x)
=> 2 unknowns
rPl(:z:) = COS(E) —1
K| = Kf,;j = |K Pz i ,Pj i < L
K] = [Ki;] = [K(Pi(z), Pj(z))] Py(a) =7




\,6;5/ Gallerkin's method .

Example 1-D P (z) = cos( 7 )

L L K] = [Ky] = [K(P(2), Pi(a))]

A KL —K(P(2), P /EIPl )P, (z)dz
K, = K(Pi(z), Py(z / EIP, )Py (z)dx

Koy — K(Py(1), Py(z / EIPy )Py (z)dx




\)C;§/ Gallerkin's method '

Example 1-D Pi(x) = cos( 7 )
7 —

| 2

2 x _

= F| = [F}]




\,6;5/ Gallerkin's method '

Example 1-D Pi(x) = cos( 7 ) — Py(z) = z°
v —

e

g g Fy = —FP,(L) =2F

Z L

7 F, = —FPy(L) = —FL?




\,6;5/ Gallerkin's method '

Example 1-D Pi(x) = cos( 7 ) — Py(z) = z*
7 "
é ’ — X 2
T u(@) = Quleos() — 1)+ Qua
AL 3
FL mI FL ,
v(z) = 47r4EI (cos(f) —1)— ol
3 ( )
v(L) = e + ! Theoretical value
EI \n* 4
FL3 o) = - E&
_ ~ 3EI
7 (0.3321278580) ; )

Mechanics of Materials



Ritz's method 1s adapted to the variational formulation resulting from

of the total potential energy

Principle: We give ourselves n shape or basis functions {Pi(x)}
belonging to the kinematically admissible to zero and we look

for the solution of Pb(l) as a linear combination of these
functions, in the case where there are imposed displacements we

add a function realizing them.

ZQZ z) + ug(z) € C.A.

Zan ) € C.A.{0}

72
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Total Potential energy CfHAY701Y




as K(u,u) is a bilinear symetrical form
5T, — (fj JPi(z) + ud(a:),z_:il 5QiP7;(:1:)) L (é 5Qz-Pi(a;)) —0 V5[Q)
> QiR @), 3 6@@@)) n
Eud z), zi;l 5QiPi(x)) L (zi;l 5Q,P, (:1:)) ~0 v [Q]
Which can be rewritten in matrix form using the previously intruded notations
oL, = J[QIK][Q]-d[Q][F]=0 Vi[Q]
510 (K@)~ 7)) =0 (@)

K(Pi(z), Pj(x))
L(P(z)) — K(ud(z), Pi(z))

s
Il

et donc K] [Q] = [F| ou {



\€§/ Ritz's method .

Example 1-D g] = L (VU +VvU")

DO

Euler-Bernouilli

U(z,y) = { :((;C)) — (¥ — yao)v'(z)

1 shape or basis function

vi(@) = (cos(7) — 1)
OU 2Tx
vi(z) = (cos(7=) — 1)

2

’U(Q?) = Ql ’Ul( ) + ﬁVd



2
i xZr
Example 1-D v(x) — Ql V1 (fL') -+ ﬁVd

/ Va dv(x) = 6Q1v1(x)
Z
I, = ;K (u(z),u(z))
L
Iy = % / EIv ()" (@)ds O 7"
J o1l

=0

00

76



\)C;§/ Ritz's method .

Example 1-D /Elv”(x )
_ N
v =)
= 0
2T x2
v(x) = Qi(cos(—=) —1) + S 7
L
oo N 2T 5 2Tx Va
V(@) = —Qi(—-)cos(——) + 2,5
2 2
o (x) = —(5Q1(T7r)2cos( Zx)



0
0

Example 1-D 011,
6 (3K (v(z),v(z)))

AR

K (v(z),6v (z)) = / EIv (2)60" (z)dz = 0
@,

L
/EI (—Ql(%)zcos(?) - 2%) (—5@1(2%)2003(2%%)) dr =0  VéQ,
O
L
Q1 (/ EI (—Ql(zfﬂ)%os(z%x) +2%) (—(2%)2003(2%:60 dx) =0 VéQ
0



\)C;§/ Ritz's method .

Example 1-D
Vi
7 L
7
x> x3
v(z) = Q1 vi(z) + —Va v(z) = Q1v1(z) + 35 Va
L 6 L
oV 2 2 IR 2
gQﬁ(Tﬂ)%os(%“’)dx gaz—%(f)zcos(%‘”)daz
Q= 7 5 Q1= 7 X
gEI ((2%’)2003(2%)) dx gEI ((%’)2003(2%‘”)) dx




&




SRR, 53
o T ()

It 1s clear that in order to solve the

K]lQ] = [F)

, there are integrations to be made.

S~
-

Numeérical Integration

Newton-Cotes method (Gauss's method

81



GAUSS's method integrates exactly a polynomial of
order 2n-1 with n points.

I= I(ax+b)dx=2b=w1f(x1)+w2f(x2)

w,+w, =2

&< xw, +x,w, =0 => deux types de solutions

w=w,=1 w, =2
ou
X, =—X, x,=—x,=0




GAUSS's method integrates exactly a polynomial of
order 2n-1 with n points.

1
I= J(ax3+bx2 +cx+d)dx=%b+2d=w1f(x1)+w2f(x2)
-1

)
wtw,=2
(w,—w,)x, =0 W =w, =

2 =4 1

& A 5
X1 (W1+W2)=§ kxl ==X, =$

\(wl -w, )xl3 =0
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Extrait Doc ANSYS
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T
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. .
1 2 Te He e
| J | J

Figure 13.1 Integration Point Locations for Quadrilaterals

One element models with midside nodes (e.g., PLANE82) using a 2 x 2 mesh of
integration points have been seen to generate spurious zero energy
(hourglassing) modes.



http://www.kxcad.net/ansys/ANSYS/ansyshelp/Hlp_E_PLANE82.html

Excerpt from ANSYS documentation

The integration points used for these triangles are given in Table 13.2: "Numerical
Integration for Triangles" and appear as shown in Figure 13.3: "Integration Point
Locations for Triangles". L varies from 0.0 at an edge to 1.0 at the opposite vertex.



http://www.kxcad.net/ansys/ANSYS/ansyshelp/thy_et1.html#aQa5i3b9mlg
http://www.kxcad.net/ansys/ANSYS/ansyshelp/thy_et1.html#aQa5i3b9mlg
http://www.kxcad.net/ansys/ANSYS/ansyshelp/thy_et1.html#a56e69lmm
http://www.kxcad.net/ansys/ANSYS/ansyshelp/thy_et1.html#a56e69lmm
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e o
Nes YA Principle of RESOLVING FE

Going from a continuous to discrete problem (Make the mesh)

Determine the equations to be solved (Choose the formulation)
Determine the unknowns of the problem (Choose the element)
Solve the problem (Choose the numerical method)

Analyze the results (Post-process files)



5% S
\Qy Principe de résolution des EF

Passer d'un probleme continu a discret ( faire le maillage)

q’é,ﬁ vaSs
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@5/ Choix des inconnues du systeme

Approximation des déplacements 2D

{u(x,y) =a,+ a5+ ayy

v(x,y)=a, +asx +agy

(U], =[P(x.)][d],

[a] e Pas tres physique



@5/ Choix des inconnues du systeme

Approximation nodale 2D

300 [

250

200

150

(¢, 7, k) sont les noeuds

100

50

O -
-50 0 50 100 150 200 250 300 350

Inconnues NODALES (ddl)
[Q]z[qi]z[Ui u, u, v, V, Vk]




\,25/ Approximation des déplacements '

Approximation nodale 2D

Inconnues NODALES (ddl)
[Q]_[qi _[Ui u, U, V.V, Vk]

Déplacement sur I'élement

u(z,y) = a1 + a2 + agy
v (T,y) = a4 + asT + agy

U= | oW | = Paya,



\,25/ Approximation des déplacements '

Approximation nodale 2D

Inconnues NODALES (ddl)
[Q]_[qi]_[Ui u, U, Vv, V, Vk]

v, 0 0 O a1
y; 0 0 O ao
ye 0 0 O as
0 0 0 1 =z v ay
0 0 0 1 =z yj as
i 0 0 0 1 Lk Yk 1 L ag i



\]25/ Approximation des déplacements '

Approximation nodale 2D

Inconnues NODALES (ddl)
[Q]_[qi _[Ui u, U, V.V, Vk]




\Qy Approximation des déplacements ‘

Approximation nodale 2D

Inconnues NODALES (ddl)
[Q]— qi]_[Ui u, U, Vv, V, Vk]

. = [P,y)] [P Q]
= [N(z,y)]" [Ql.

N,
U — - — x t
U], = Déplacement [Ny] Q]
dans I'élément
N(z,y)] = Fonctions de forme



@5/ Approximation des déformations

Approximation nodale 2D hpp Déformation plane

B au(w7y) m
. 3v?$,y)
Fopl = aya (z,y) | Ov(z,y)
1 u(x, v(x,
_ §( ayy + 8:1:y ) _
- Ou(z,y)
"1 0 0 07| auliy
=10 0 0 1 81;?:1%)
1 1 ’
02 3 0 3@?9?,?;)
_ Oy -




@5/ Approximation des déformations

Approximation nodale 2D hpp Déformation plane

-
casl =101 | N | VIQL
_ Ny:y .
= [B]," [,



ST 53
@5/ Approximation des contraintes

Approximation nodale 2D hpp Déformation plane

05 = )\alldij —|—2,u€z-j [O-O‘IB]G — [D] [ 80‘/8]6
P v E
(1—2v)(1+v) — DB t
s JE D] (B, * (@,
CA+2u A 0
D] = | A A+2u 0
0 0 2u




~

eLedw,

el lo], dwe

€], [D] [g], dwe

L Je

Ql.° B, [D][B], [Q], dwe
eft B]e [D][ ]edwe [Q]e
e K] Q]
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&/

Matrice de rigidité élémentaire

K, = [ B (D] (B, dv.

K| est symétrique positive
- - e

K| atrois Valeurs propres nulles et trois positives

ol 4

101



@y Approximation de I'énergide de Déf.

Matrice de rigidité élémentaire

K], / B), (D] [B], dw,

Energie de déformation élémentaire

W. = o' [Q). K], Q).

Rqg: Dans le cas des interpolations linéaires I'énergie de
déeformation élémentaire est directement proportionnelle a la

surface de I'élément considére.
102



@gj Approximation du W des efforts ext dans un élement

Cas d’'un élément qui est en contact avec la frontiére ou les

efforts volumique donnés sont non-nuls

Pde(u) — deudse
Oe
= [ "[Fu(z,y)

— f : Fd(x??/)
Oe

— <Fde7 Q>
=" [Fq,] . [Q],

U], dse

Nldse Q]

(0K}



@gj Approximation de I'energie potentielle

Energie de Déformation élémentaire

Ke (Qea Qe) o <Fea Qe>
— % t[Q]e[K]e[Q]e o <Fe>Qe>

Assemblage matrice de rigidité

W = ZW Z Qle[K][Q]e

Matrice de rigidité totale

Klp = Z Kl

e
au sens de l’assemblage

DN =

104



SRR, 53
@51 Variation de I'énergie potentielle Q

u(x) e C.A{u,}/6(I1,(u)) =0 est solution du probleme

n,= >'[o] K | [o]-(F.Q)

=)
~~

—
SH
~—

'[Q][K], Q] - (F., Q)

Q)+ 3 1Q)[K),5(1Q) — 5 ( (@) [F),
£ (¢1Q] (K], 8 (1Q)) — 6 (¢ [Q)) [F,
5 (HQ)) K], [Q] — 6 (*[Q]) [F],

— 5 (4 [Q)) [F),

S O O~

SNl I~ O
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@5/ Variation de I'énergie potentielle Q

u(x) e C.A{u,}/8(I1,(u)) =0 est solution du probleme

m,= >'[o] K | [o]-(F.Q)

6(Ilg) =0o('[Q]) (K], [Q] - [F],) Vo (*[Q]) € CA{0}

-

[K]t Q] — [F]t =0

~N

J

A

106
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Exemple d'assemblage pour une structure simple

21@ 2.?2> @ 4

o«
u1 112 u3

1, _ ot To] <| ™
vl WAy ]« o

K — 11 12 et — 2
med ] e

107
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Exemple d'assemblage pour une structure simple




SER 53
B oo se o marcok

Exemple d'assemblage pour une structure simple

%
5050
1 U, u,

(F.0)=0][F],

(F..Q)=[F. e,

Q] =|u, et [F], =| F,
I,
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Proprieté de la Matrice de rigidité élémentaire
Que sont les dof ?

Matrice de comportement
Methodes d’Intégration numérique

110
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@51 Prise en compte des Cdts aux limites Q

Méthode brutale

K| 0]-[F], 4i = qa

[K], = [kij], devient :

K11 ... kl(i—1) kli kK1G+1) ...  kln
BG—1)1 oo k(—1)G—1) kG—1)G) kG—1)G+1) ... k(i—1)n
K],=| Lo 0 kii 0 0o |
kGt DI ... FGrDG-1) kFG+D@® FGIDCID .. FGrDn

knl ... kn(i—1) kn (i) kn(i+1) ... knn

111



@5/ Prise en compte des Cdts aux limites #

Meéthode brutale qz — q d

’K]t [Q‘ — [F]t [F]t = [fi]}ldevie_nt :

f(i.—l)
[F]=| fi=kii*q,
f(i.+1)

.

112
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@5/ Prise en compte des Cdts aux limites Q

Méthode de pénalisation d; — 4d
[K], =[kij], devient : [F], = [ﬁ]t devierit
f1
k11 - Kln| F(i-1)
[K]=| @ ki+k [Fl=| fi+k*q,
 knl -+ knn_ f(i+1)
.

on k=10" * max(kij):
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@5/ Prise en compte des Cdts aux limites Q

M¢éthode de pénalisation

4; = 44d

( .
k . kil Ji

— +
k+kii ot kii+ k (k+kii)q

qizqd Eqd(1-|_e)

. J
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\&Jﬁj Prise en compte des Cdts aux limites #

Mc¢éthode Lagrangienne

Cette méthode est la plus ¢€légante car elle consiste a relaxer

les T conditions aux limites

R],.[Ol=[S] ¢ =da
t [/l] — [ A... ),r] Multiplicateur de Lagrange

115
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@51 Prise en compte des Cdts aux limites Q

Mc¢éthode Lagrangienne

m='[0][K] [o1-®.Qr [A](,, lol-Is)

S(FV) =033 [Q1K], Q] — (Fi', Q) + [N ([R],y,, [Q] — [S]))
=6 (*[Q]) (K], [Q] — [F],) + 6 (*[\]) ([R], «n, [Q])
+ A [R],s,, 0 ([Q]) — 6 (H [N]) [S]

6(FV) =0V5(*[Q]),d("[A]) € C.A(0)
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\@5/ Prise en compte des Cdts aux limites Q

Mc¢éthode Lagrangienne

m='[0][K] [o1-®.Qr [A](,, lol-Is)

6(FV) =0V5(*[Q]),d("[A]) € C.A(0)

(1 B8] (5] wrmstm<cao
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\&Jﬁj Prise en compte des Cdts aux limites #

Mc¢éthode Lagrangienne

1 B1S)-[3]-0 weienstmeeao

L'inconvénient principal est d'avoir introduit des inconnues
supplémentaires.

L'avantage c’est que la condition est réalisée exactement tout en
conservant la symétrie de la matrice a inverser.

Les inconnues supplémentaires donnent des informations
supplémentaires.

118



-~ %
@5/ Prise en compte des Cdts aux limites Q

Mc¢éthode Lagrangienne Exe m pl e
1@ 2 ?2
R TN
u=u,
kK —k U, 0
R — ]_ O K — ’ — ’ F =
B =1 0 [K]= ] =], |- [Fl=|g

|
x
k‘
-
N
N
|
o1
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89 coosimaionconome

A quelles conditions peut on affirmer que

M,=>II, ou W,=> W,

elt elt

Considérons le cas 1-D (Poutre) Flexion

120



SER 53
B oo cimaion covorme

Assemblons deux ¢léments, et donc leurs €énergies de déformation
2W 420 2 = [M () ()] = [ M (v ()] + [ M7 (2! ()
@ @] [ ]+ MR ()
x2
M(x) et M'(x) sont continus s'il n'existe pas d'efforts ou de moments

ponctuels

En regroupant les termes de raccord, on observe que :

Ml(xz)(v'l(xz)—v'z(xz)) et M'l(xz)(vl(xz)—vz(xz))

121
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Ml(xz)(v'l(xz)—v'z(xz)) et M'l(xz)(vl(xz)—vz(xz))

Sl v(x) et v'(x) ne sont pas continue il y a
stockage d'une énergie finie a chaque raccord.

On demande donc que v(x) soit deux fois
intégrables sur I'élement et seulement qu'elle soit
a derivee continue aux extremites

Def : Un ¢élément vérifiant ces proprictés de continuité est dit conforme.

Rq : Dans le cas d'énergie dépendant d'un gradient, élasticité, il suffit que u(x) soit
q g p g q
continue.

122



SER 53
B cocios omers

1 2
® ®

q, q,

Barre a champ linéaire (2 noeuds)

Barre a champ quadratique (3noeudsi)

3 2
o o o
1 95 1,

Elément réel

3

Matrice de rigidité élémentaire de I'élement TDC h

123



Un élément est dit isoparameétrique si on prend les mémes
fonctions d’interpolation pour le déplacement et la géométrie.

: ] 2
@ ®
q, q,

On définit également les élements super et sous-
pa ram étn q ues [ ] Point de définition du déplacement

® Point de définition des coordonnées

I

Elément superparamétrique Elément sous-paramétrique

Vincent Manet — 2014 ( Méthode des ¢léments finis - Vulgarisation des aspects mathématiques et illustration de la méthode -)
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@5/ Element Barre (2ddl)

Elément est utilisé pour traiter les problémes de traction-compression dans une barre

1° 2 l 2
W, == I ES(u/(x)) dx ® ®
o 1 9,
Interpolation

u(x)=a, +a,x
u(x)=N,(x)q,+N,(x)q, = N,(x)q,

125



\@5/ Elément Barre (2ddl)

Element reel Element de réféerence

'II;I x2 . \
@ ® ® ® 7
q1 q 5 -1 1

Fonction d’interpolation en Fonction d’interpolation
déplacement géomeétrique
_1_X7% 1- 1+
Nl('x)_1 L x=x1—+x2_
3 2 2
_X~X
Nz(xl)_ L ( )+x2 (r)
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Calcul de la matrice de rigidité elementaire sur
I’Eléement de référence

® ® - >
-1 1 4
i o5 (47)
1 Ny,
Wi = QT I B |

1

Kl,.,= ['BDBa  (D)=(Es

—1
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Calcul de la matrice de rigidite sur ’'Elément de
réference

; ® o— N
K,.;= [ 'BIDI(Bldr D
Ni(r) = (L ; r) [K]ref :/ j [ES] [ —% % ] dr
Na(r) = (1—2H~) -1 1 -
_gs| =

I
N |
N |—
L

128



@5/ Elément Barre (2ddl)

Calcul de la matrice de rigiditée sur ’'Elément

reel
1 2
@ ®
T2 q, q,
K. = [*1BLIDIB), do
1 2 2 L
:/zt [B] [D]E[B] Edr duzdudr
4 dx drdx
2 L
:Z[K]'r‘ef dx—drdr—zdr
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@5/ Elément Barre (2ddl)

Modes propre de déformation ?

130
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Lagrange - (les plus simples)

Les fonctions de bases locales de 1’é1ément fini de Lagrange (K, X, P) a N points sont les N fonctions de P

telles que p;(a;) = 6;jpourl <i,j <N

Ly & 1 3 2
, o————© @ @ ®
Eléments finis unidimensionnels q, q, q, q, q,
Elément réel
Elément P, P, P,
K [a; 0] [@:6] .. [a:b]
) {a,b} {a,%t2b} .. {a+iZ%i=0,...,m}
P P, P> P,

Vincent Manet — 2014 ( Méthode des éléments finis - Vulgarisation des aspects mathématiques et illustration de la méthode -)

(KX
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Cas d’un systeme a trois barres

1 1
2 P X [K]e() LES
Z % é% . @ | -1 1
(1) 2 6 7
L L L
| | | |
| | | |
1 -1 0 0 ] BT "0
0 0 -1 1 | | s | | 0

132
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Cas d’un systeme a trois barres

Nl(x)zl_x—xl
7] L 2 P iy, < L
Oy O % > Nz(x1)=x_x1
(1) (2) (3) Z L
| L | L | L |
| | | | sur I’élément i
I U ] I %P ] u(ac) = Nz(x)qz
- N(x) = ESu/(x) = Nj(x)q;
us | _ %P _ (z) (z) (z)q
1 2L 2
Ry=-N(0)=-ES————P =—-P
0 (0) L3ES 3 .

YMF =P+ g+ Ry =0

(KK]
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Cas d’un systeme a trois barres

N, (x)=1-2""1
7] L 2 P iy, < L
e O 3 % > Nz(x1)=x_x1
(1) 2) (3) 0 L
| L | L | L |
| | | | sur I’élément i
[ . ] i [ L u(z) = Ni(2)g;
us %P
3L\ __ (2) /3L (2) /3L
u(5) = Ny7(5)ue + N7 () us
— 1 2L 1 _L
= 53558 T 3-3E5 L
_ 1PL
— 2ES
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Calcul de la matrice de rigidité eléementaire sur I’Element réel

Deux remarques :

Les matrices de rigidités ¢lémentaires se déduisent de
la matrice de rigidité ¢lémentaire de référence

Comme l'interpolation des déplacements est linéaire,
les contraintes et les déformations sont constantes sur
I'élément.
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Elément sub-paramétrique :
Géomeétrie Linéaire - continuité de déplacement et de sa dérivée

u = T(N],Nz,N3,N4) 1 Y Tun = T(ul,u,xl,uZ,u,xz)

upetu, u etu,
° = - ° o
-1 0 1 X4 X2
(a) Elément de référence (b) Segment réel (2 nceuds, 4ddl)
Fonction d’interpolation en déplacement Fonction d’interpolation géométrique
1 2

N1:Z(1_f) (2+¢) 1_€+ 14¢
X=X Xy——

Ny == (- 1)(1— &) e
278 x = x1G1(8) + x2G2(¢)

1 2
Ny =51+ =)

1
Ny=5 @ - DA+

Vincent Manet — 2014 ( Méthode des éléments finis - Vulgarisation des aspects mathématiques et illustration de la méthode -)
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Déterminez K et résoudre

721 2 P 3 4 g
Ol o, >
(1) () (3) 7
L L L

Comparer avec Lagrange

Vincent Manet — 2014 ( Méthode des éléments finis - Vulgarisation des aspects mathématiques et illustration de la méthode -)
137



@5/ Elément Barre (2ddl) dans la plan treillis

cos?(a)
cos(a)sin(a)
—cos*(a)
—cos(a)sin(«)

cos(a)sin(a)
sin?(a)
—cos(a)sin(a)
—sin?(a)

—cos(a)sin(«)
—sin?(«)
cos(a)sin(a)
sin’(a)

(KL




@5/ Elément Barre (2ddl)

Probleme Continu
flz)@

—_—

u()

Probleme Discret
1 2

ql
?1 F2

(K}



@5/ Elément Barre (3ddl)

1 3 2

-1 0 1
® @ ® o @ ®
9 1 q 3 ! 2 q 1 q 3 9 2
Elément réel

Déplacement
u(x)=a, + a,x + a,x’

u(x) = N,(x)g, + N,(x)g, + N;(x)q, = N,(x)q,

Fonction d’interpolation

W-D=q [ NE)=1 [N0)=0
1u(0) =g, < |N,(-1)=0;1N,(0)=0er:
() =g,  N5(=1)=0 [N,(0)=1

NV,(1)

Elément de référence

=

—~
|

)

2

(1)

|
o
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\@5/ Elément Barre (3ddl)

Fonction o ° L
d’interpolation du q, q, 1,
déplacement Elément de référence
Fonction
d’'interpolation
N,(r)= r(’z_ Y géomeétrique
< _r(r+1)
NA1)=75 R 1+
()=(1-r) x‘xlT”ZT
Gi(

)+ x,Gy(r)
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& I ()
1 1 0 1

K], = _f "[B][D] [B]dr q.1 q: 61.2
Elément de référence
B N]_’fr 7 B 27’2—'1 7
ou t [B] = NQ’T = 2T;1
i Ng,r i i —2r _

K], = ]Es (N,,)° N,,N,, ldr
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@5/ Elément Barre (3ddl)

1 3 2
@ 4 ®
q 1 ! 3 9 2
Elément réel
2
K], = [*1BL.IDI[B] do

2 L

K], = | '[B], [D][B], dx

[B], =

143
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<

9 1 [ (]\71,7")2 Nl,rNZ,'r Nl,rNB,'r ]
K], =7 / ES (N2,,)>  Np,Ns, |dr
e} - Symm (Ng,,,«)2 |

Méthode de Newton-Cotes Méthode de Gauss
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\€§/ Element Poutre (4ddl) .

Problémes de flexion

0 0
V1 V2
Energie de deformation de flexion : 91 O2

Z2

W, = %/(E]v” (z)?) dz

1

Inconnues nodales réelles

. ov
[Q] — [’01,91,’02,92] ou H’L — % (mz)
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\€§/ Element Poutre (4ddl) .

Problémes de flexion

. ‘

. , : . \'% \"
Energie de déformation de flexion 1 2
0 0,

Ecriture matricielle :

/ Q]! [B], (D] [B], Q] dx
QK. @)

ou

Q] = [v1,601, v2, 0]
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e

Problemes de flexion Element de réféerence
1
1 LI
T T
1
Inconnues nodales sur FonCtiO,n d,i,nt_erp‘)lation
I'élément de réfence geometrique
[Q]r — [U17 I7U27 5] x=x11__|_ x2_1
ol 2 2
O ( )+x2 (r)
or = 2 (—1oul)

© T or
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@5/ Element Poutre (4ddl)

Eléement réel
1 2
® )
\4 v,
0, 0,

Element de reference

r N
® ®
-1 1 4

[Q]T — [’01, Ivav 5]

\

ou

Ov
r— 2" (-1loul
67 = 27 (~1ou 1)
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\@5/ Elément Poutre (4ddl)

Element réel

v(x) = N1 (x)v; + No(x) 01 + N3 (x) va + Ny () 65

Element de réféerence
v(r) = Ny (r)vy + No (1) 07 + N3 (1) vo + Ny (7) 05

Fonction d’interpolation du deplacement

{ N1(r):i(2+r)(r—1)z, Ny(r)=1(1-7r2)(1-r)
Ny(r)=22-r)(r+1)", Ng(r)=3(*-1)(1+r)

1—r 1+7r
+ To

T= Ty 2

— .’131G1 (7“) + £CQG2 (’I“)
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1
1

Wiep = 5 / (EIv” (r)2) dr

—1

Mise en place de la matrice de rigidité elementaire

%’v (r) = N1,rr1+N2 07+ N3 rrV2r+ Ny rp 63
—t[QI" ¢ [BY
— Nl,,,rv1+N2,rr91 (;_);+N3,T'TUZT+N4)TT02((11_};

n ="*[Q]" [N1,rr (N2,rr ) N3rr (Najrr ) |
='[Q]*[B]
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& I )
1

Wref = %/(E]’U” (7“)2) dr

—1

Mise en place de la matrice de rigidité élementaire

Lo(x) = '[Q"[B],
[B]e — [N1,5E2CBN2,ZE£BN3 a::EN4,a::v]
B, = (&) B -gB
— 12 [Nl,rfr (d_fNQ,rr) NS,rr (d_:ﬁN ,rr)]
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\@5/ Element Poutre (4ddl)

Mise en place de la matrice de rigidité elementaire

Z2

1
We = ; /EI’U” (z)?dzx

T

1

= S [QI[K], Q)

1

Kly= [*1Bl.1D)Bl.da = [ 75'1B) D) 75 [BY gdr
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Mise en place de la matrice de rigidité éelementaire - poutre fl

1 (‘Z\rl,'r"r‘)2 %évl,rrNer Nl,rrNB,'r"r' %Nl,'r"rN4,rr
L 2 L L
[K] ;= E/El 4 (N2,rr) §N2,rrN3é,rr TNZ,'P'PN4,T7' dr
© L3 . (N3,'rr) %éVB,rrN4,rr
i sym LT (]\[4,7’7")2
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Nous allons illustrer ce qui précede dans un cas simple : €lasticité plane, éléments

triangulaires a trois noeuds.

En élasticité plane

0;j€ij = O11€11 + 022€22 + 012€12 + 021€2]

= 011€11 + O22€22 + 012712

€ = {e}'E{e} avec {e} = vy

1Q
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avec, en contraintes planes,

1 v
D = E v 1
0 O

1 — 02

et, en déformations planes,

D = A A+2u 0
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Vocabulaire

Lagrange - (les plus simples)

Eléments finis bidimensionnels

a2 az
é4 é3
aq
a3
a1 a1
a3 a, a, i
a3 83
Elément P, P,
K triangle de sommets {a,a»,a3} triangle de sommets {a;,a,as}
Y {a1,az,a3} {a;; = “3% 1 <i,j <3}
P P, P,
Elément Q
K rectangle de sommets {a1, a», a3, as} de cotés paralleles aux axes.
)Y {ai,a2,a3,a4}
P Q1
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B oo conguiare

Nous utilisons des éléments triangles a trois noeuds, encore appelés triangles
a déformation constante (TDC).
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@5/ Element triangulaire

On utilise les fonctions d’interpolation

S(ijk) ,
qui vérifient a I’évidence
1

LiM) + Ly(M) + Ly(M) =1 , Li(j) =6, , Me(jk)= Ly(M) =0

/ [PLAIN dS — 2A — PraT!
A TEETT T (p+q+r+2)!
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@5/ Element triangulaire

Le champ de déplacements est donné par

liske)



@5/ Element triangulaire

le champ de déformations est donné par

3 u].

avec

" Liz Loy Laz, 0O 0 0
B] = 0 0 0 Liy Loy L3y
Ll,y L2,y L3,y Ll x L2,ac L3 x
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@5/ Element triangulaire

La matrice de rigidité élémentaire est donnée par

avec e I’épaisseur de la plaque

S(ABC) = =

M =e[ (B EBaHs

1 24 wya
1 zp yB
1 z¢ yc

12
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SRR, 53
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La matrice de rigidité élémentaire est donnée par

M =e[ (B EBaHs

avec e I’épaisseur de la plaque

on obtient, pour le triangle (1,2,3) de surface A

L e -y ye—w O 0 0
[E]:— 0 0 0 Xog — 3 X3 — 1 X1 — T2

2A
Ir2 —T3 I3 —T1 L1 —T2 Ys—Y2 Yi1—Y3 Y2—Y1 |
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SRR, 53
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La matrice de rigidité élémentaire est donnée par

M =e[ (B EBaHs

avec e I’épaisseur de la plaque

Pour [k|, comme il n’y a pas de dépendance en z,y

k] = eA [B]" E [B]
La suite du calcul est aisée mais fastidieuse.
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Exemple : barrage masse

Nous considérons un barrage dont la section est un triangle rectangle de base
2a, de hauteur 2h. c

On travaille en déformations planes. (3) T

<
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R, : R
@5/ Exemple Barrage - Element triangulaire Q

Exemple : barrage masse

Nous considérons un barrage dont la section est un triangle rectangle de base
2a, de hauteur 2h.

Le chargement comporte une pression hydrostatique
sur la face AC de densité ,

F = pg(2h—y)&

ainsi que le poids propre du barrage, force volumique de densité

— b9 Y.
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R, : R
@5/ Exemple Barrage - Element triangulaire Q

Il est évident que les éléments 1, 2, et 3 ont méme matrice de rigidité
élémentaire. Pour ces éléments, en numérotant les noeuds 1 = A, 2 = F,
et 3= D, il vient

h —h 0 0 0 O

1
Bl=55x[0 0 0 a 0 -a
C a 0 —a h —-h 0
® 5
o @ -
W @)
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On obtient:

[ (A +2p)h® 4 pa®  —(A+2p)h*  —pa?
—(A+ 2u)h? (A + 2u)h? 0
—pa? 0 pa?
(A + p)ah —Aah —pah
—uah 0 pah
| —Aah Aah 0
C
©
D E
O
O (2)

(A + p)ah
—Aah
—uah

(A +2p)a® + ph?
—Mhz
—(A+2p)a?

y

—uah
0
pah
— k2
ph?
0

R, : R
@5/ Exemple Barrage - Element triangulaire Q

—Aah
Aah
0
—(A +2p)a®
0
(X +2u)a?
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R, : R
@5/ Exemple Barrage - Element triangulaire Q

De méme, pour DEF, en numérotant 1 = F,2=F, et 3 = D,

et

pa’

—pa?
0
0
—pah
pah

1B] =

1[8
2\
a

— a2
(X + 2u)h? + pa?
— (A +2u)h?
—Aah
(A + p)ah
—pah

—h A 0O 0 O
0 a —a O
—a 0 0 —h h
0 0
—(\ + 2p)h? —Aah
(A + 2u)h? Aah
Aah (X +2u)a?
—Aah —(A + 2u)a?
0 0

—pah
(A + p)ah
—Aah
—(A + 2u)a?
(X +2u)a? + ph?
Lk

uah
—pah
0
0
_ Mh2
ph?
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R, : R
@5/ Exemple Barrage - Element triangulaire Q

En introduisant les notations
a = A+2p)h* , B=pa® , v=(A+pah , § = pah

e =Xah , ¢ = (A+2u)a® , 6 = uh?

et, pour la matrice de rigidité globale,

€ K'u,u K'u,'v —
K= 5 BB (Ko = K,

—vu —vv
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R, : R
@5/ Exemple Barrage - Element triangulaire Q

[ a+pB 0 0 -0 0 —x
0 a 0 0 0 —a
K - € 0 08 —-pB 0 0
—un T 4A —p 0 -8 2a+pP) —2a 0
0 0 0 —2x 2(a+ 0) —20
| a —a 0 0 —26  2(a+p)
¢+60 0 O —¢ 0 -0
0 6 0 0 0 —0
K - & 0 0 ¢ —¢ 0 0
" 4A | -9 0 —¢ 2(9p+0) 26 0
0 0 O —26 2(p+0) —2¢
| -0 -0 0 0 —2¢  2(¢+0)
v 0 0—c¢ 0 —6 |
0 0 0 0 —€ €
K - & 0 O 0 =) ) 0
v 4A | =6 O —€ vy —d—€ O+e€
0 4 € —0 —€ vy —d—¢€
| —e -0 O d+e —d—c¢ v
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@5/ Exemple Barrage - Element triangulaire Q

Ici, les déplacements imposés sont :

alors que les déplacements des noeuds non liés sont solution de

6] —p 0 0 —9 J uc Feoy
—B 2(a+p) —2« —€ ¥ —d —¢ up Fp,

0 —2a 2a+pB) € —e—90 ol UE FEq

0 —€ € ¢ —¢ 0 (e Fcy
—0 Y —0 — ¢ —qb 2(¢ + 9) —260 () FDy
6 —b—ce¢ v 0 —20  2(¢+0) | | ve Fg,
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@5/ Exemple Barrage - Element triangulaire Q

donc, pour les réactions d’appui, les relations

R, 0 -0 0 0 —e¢ 0 Uc
RB:c 0 0 0 0 € Uup
Rp, 10 0 —28 0 d04+¢€¢ —0—c¢€ UE
Ra, 0o =6 0 0 —¢ 0 Vo
Rp, 0 0 ) 0 0 0 VD

. Rpy | 0 0+e —0—€ O 0 —2¢ | | vE _
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R, : R
@5/ Exemple Barrage - Element triangulaire Q

Le calcul des forces nodales équivalentes est immédiat. Pour chaque élément ¢

qui contient le noeud n, on a, en se limitant aux forces surfaciques

On obtient finalement Fﬁz‘ = / F; (f) gb; (a':') ds
o e
DEC AFD Total ¢
Foy pge h? /6 0 pge h?/6 (3) ]
y
2 2 2 - O, X
Fpg pge2h/3 | pge2h®/3 | pge4h®/3
W) (2)

Fay 0 pge 5h?/6 | pge 5h?/6 A P 5
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R, : R
@5/ Exemple Barrage - Element triangulaire Q

Les forces nodales équivalentes pour le chargement volumique sont obtenues
sans difficulté :

pour chaque noeud n, la contribution de I’élément e comportant le noeud n est

vol
Fn,e,w =0

VO Ae
Fn,el,y = —pPvg € ?

ou A, est la surface du triangle concerné.
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R, : R
@5/ Exemple Barrage - Element triangulaire Q

alors y a plus qu’a résoudre ce systéeme

- - g - B 2 7

3 -y 0 0 —6 0 Uc oo
B 2a+h) 20 - y  —b-¢ || up gc dh”
0 —2a  2(a+p) € —€—90 g ug | _ 0
0 —€ € ¢ —¢ 0 ve —pvg € Agf
_$ v —d—€ —¢ 2+6) —26 UD —ppg e A
B v 0 =20 2(¢+90) | | ve | —ppg e

Merci a M.E. Haglund
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B oo conguiare

Exemple : barrage masse A faire avec An sys
Nous considérons un barrage dont la section est un triangle rectangle de base
2a, de hauteur 2h. c

On travaille en déformations planes.

h=10 m @

a=10m D E T

<
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@5/ Element sur la convergence au maillage

3 méthodes :

Méthode r : Pourun maillage et un type d’¢lément donné, il s’agit de déplacer les nceuds,
en fonctions des indicateurs d’erreur.

Méthode h : En conservant le méme type d’élément, on les subdivise dans les zones les
plus sollicitées selon le ou les indicateurs d’erreur choisis.

Méthode p: A nombre d’éléments constant, dans les zones les plus sollicitées, on va
modifier les ¢léments en introduisant des fonctions de formes polynomiales
d’ordre plus ¢élevé, dites hiérarchiques.
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@5/ Généralités

Francais

Résistance des matériaux Strength of Materials / Mechanics of Materials
Analyse numérique Numerical Analysis
Méthode des élé ments finis Finite Element Method (FEM)
Maillage Mesh
Elément fini Finite element
Noeud Node
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@y Fonctions et champs

“

Fonction de base

Fonction de forme

Déplacement

Champ de déplacement

Champ de contraintes

Champ de déformations

Contraintes

Déformations

Basis function

Shape function

Displacement

Displacement field

Stress field

Strain field

Stresses

Strains
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@y Energie et principes

Energie potentielle Potential energy
Variation de I'énergie potentielle Variation of potential energy
Principe des travaux virtuels Principle of virtual work
Formule de Green Green’s theorem
Intégration par parties Integration by parts
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@y Forces et conditions aux limites

“

Force volumique Body force
Traction (au bord) Traction (on the boundary)
Conditions aux limites Boundary conditions
Conditions aux limites de Dirichlet Dirichlet boundary conditions
Conditions aux limites de Neumann Neumann boundary conditions
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\@y Formulations mathématiques

Francais

Equation aux dérivées partielles (EDP) Partial Differential Equation (PDE)

Systéme linéaire Linear system

Matrice de rigidité Stiffness matrix
Vecteur de charges Load vector
Approximation Approximation
Convergence Convergence
Fonction test Test function

Formulation faible Weak formulation
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