Université de Montpellier HAC310X - Mathématiques pour la Chimie 2025-26

Solutions TD 4 : Fonctions & plusieurs variables

Exercice 1.
a) Le domaine de définition est R?

b) f(1,2) =2—-12=1.

c) Sy N{z =0} = {(z,y) € R?|0 =y — 2?} = {(z,y) € R*|y = 2?}. De meéme,

Sin{z=1}={(z,y) eR*|ly =2+ 1} et S; N {z =2} = {(z,y) € R*|y = 2° + 2}.
Les courbes de niveau sont de paraboles.

d) Syn{z =0} = {(z,y) € R?*|z = y}. Une droite passant par l'origine avec une pente
de 45 degré.

e)

Exercice 2.
a) f(z,y) = 2% + 2xy + y* + 2x — 3.
Tout d’abord calculons les points critiques. Nous avons

8—f:4x+2y—|—261: a—f:2m—|—2y
ox dy

Ces fonctions sont bien définies sur R%. Nous devons donc résoudre le systéme : = +
2y+2=0, 2z+ 2y = 0. Nous trouvons la solution r = —1 et y = 1.
D’autre part , nous avons

’?f
0xdy

an 82f
—— =4, —==2
Ox? T Oy ct
On obtient,

2 f o f o f 2
N=—(-1,1)—(-1,1) — —1.1 =4.2—-4=2
8%2( ) )ayg( ) ) <axay( ) )) >O
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Le point critique (—1, 1) est soit un maximum ou un minimum. Comme 2 P 2( 1,L1)=4>0
nous avons un minimum en f(—1,1).

b) f(z,y) = —bz* + 4xy — y* + 16z + 10.
Tout d’abord calculons les points critiques. Nous avons

ﬁ:—1031:%—4y+16et%:4:15—2y
ox dy

Ces fonctions sont bien définies sur R?. Nous devons donc résoudre le systéme : —10z +
4y +16 =0, 4x — 2y = 0. Nous trouvons la solution x = 8 et y = 16.
D’autre part , nous avons

0*f 0*f O*f
91— g0, & = 9t —4
Ox? 0 Oy? ¢ Oxdy
On obtient,
0 f 0 f 0 f ’
A= 1 16) — 16) | =(—10)-(-2) —4* =4
5461055610 - (7. 6.10) = (-10): (-2) >0
Le point critique (8, 16) est soit un maximum ou un minimum. Comme 2 812 £(8,16) = —10 <

0 nous avons un maximum en f(8, 16).

) flx,y) =2* —y* + 4o — 4y — 8.
Tout d’abord calculons les points critiques. Nous avons
of af
—=-2r+4et —=-2r—-4
ox dy
Ces fonctions sont bien définies sur R2. Nous devons donc résoudre le systéme : 2244 =
0, —2y —4 = 0. Nous trouvons la solution z = —2 et y = —2.
D’autre part , nous avons

82f B 02f B ’f
022 =2 o2 —2et 0xdy 0
On obtient,
*f *f *f " :
A= (%2( 2, _2)8y (—2,-2) — (axay(—Q,—2)) =(2)-(-2)—0"—-4<0

Nous avons un point selle en f(—2, —2).

d) f(z,y) = ze V",
Tout d’abord calculons les points critiques. Nous avons
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of
ox

Ces fonctions sont bien deﬁmes sur R?. Nous devons donc résoudre le systéme : (1 —
2352)e2_w2_y2 =0, —Qxye_m —v* = (. Comme ¢ > 0 pour tout t alors, d’aprés la premiére
équation on obtient 1 —2z = —0 et donc z = +-L 7 et de la deuxiéme équation on en déduit
que y = 0.

D’autre part , nous avons

y2 etg 2 2

I x(—2zx)e " = —z(—2y)e 7Y

ﬁ = —4pe Y 4 (1-— 2:62)(—230)6’9”2’92
ox?
82f 2_,2 2_,2
—= = 2xe” TV —2uy(—2y)e Y
0y?
o2
On obtient,
En (1,0)

Pf 1 Pf 1 *f 1\ 12 S22 g
856_2([ O)ay (\/_,0)—((%:%(%,0)) = (=2v2e7 V%) (=27 V) -0 = 4e7! > 0

et comme 2-£(1/2,0) = —21/2¢7'/2 < 0 nous avons un maximum local en f(1/2,0).
0)

Pf
022
En (-5
_OT L G G (BT L N 0By (a0 = de > 0
or2' 2 Toyrt V2 0xdy " /2’
et comme g £(—v/2,0) = 2/2¢7/? > 0 nous avons un minimum local en f(—v/2,0).

\

e) flz,y) = (® +¢y»)'P + 1.
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Calculons les points critiques. Nous avons

af 2 x ; af 2 Y
573 @A oy T3 @A
Ces fonctions sont définies sur R?\ {0, 0}. De plus, sur R?\ {0, 0} ces deux fonctions sont
non nulles, donc le seul point critique se trouve en (0,0). Donc si f admet un extremum
local celui-ci se trouve en (0, 0).
Nous avons f(0,0) =1 <1+ (224 4?)'/3 = f(z,y) car (22 +y*)'/? > 0. On en déduit
que f(0,0) =1 est un minimum local (méme global) de f

f) flz,y) =2 +y".
Tout d’abord calculons les points critiques. Nous avons

a—f:2:L'eta—f:4y3

ox oy
Ces fonctions sont bien définies sur R2. Nous devons donc résoudre le systéme : 2z =
0, 493 = 0. Nous trouvons la solution z = 0 et y = 0.
D’autre part , nous avons

Pf_ P, P
9 =P o T ey~
On obtient,
PSP o f v 2 _
4= 52005500 - (5 100) =@ 0 -0 =0

Nous ne pouvons pas conclure avec le critére habituelle. Cependant, nous avons f(0,0) =
0 < 2?+y* = f(z,y) pour tout z,y. donc f(0,0) est un minimum global.

Exercice 3.

(i) f(z,y) = 3™
of

Nous avons of
2 2 2 2
— = —6xe " Y et —— = —6ye * Y
ox oy 4

Nous avons un point critique en (0,0). D’autre part,

82
8_1’]; = 6TV 4 (—6:15)6_332_3’2
82 2 2 2 2
(9_y£ = —6ze ¥ Y — 6y(—2y)e T Y
an 2,2
= —12zye " 7Y
0x 0y wye
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On obtient,

A= a—f(o O)a ];(0,0) — (igy(o,())) = (—6)(—6) —0*=36 >0

et comme %(0,0) = —6 < 0 nous avons un maximum local en f(0,0). La figure (b)
représente cette situation.

(i) f(z,y) =2 +y+ 2y —a* —y°
Nous avons
af

Oz

Ces fonctions sont bien définies sur R?. Nous avons le systéme : 1 + 2y — 22 =
0, 1+ 2x — 2y = 0. En additionnant ces deux égalités, on obtient que 2 = 0 ce qui
est une contradiction. Donc, on en déduit que ce systéme n’admet pas de solution. Alors, f
ne posséde pas de point critique (pas d’extremum). La figure (c) représente cette situation.

0
—1—|—2y—2:1:et—f—1—|—2:v—2y
dy

(111) f(z,y) = 4e™

Nous avons
of of
ox dy

Nous avons un point critique en (0,0). D’autre part,

a2f_42xy a2_f_42xy o f

= 4ye*? et = 4xe*Y

op2 YD oy v Oxdy = 4™ + dyxe™

On obtient,

B 0 f 0% f 02 f 2 - )
A= 522 (0:05,2(0.0) - (5’x8y(0’0)) = (0)(0) =42 = -16 <0

Nous avons donc un point selle. La figure (a) représente cette situation.

Exercice 4.

D(z,y) = 2® + 2y* — 18z — 24y + 2zy + 120

Il suffit de trouver les valeurs de x et y pour lesquelles la fonction D est minimale.
Calculons les points critiques. Nous avons

oD oD
=2r —18+2yet — =4y —24+2x
Oz oy
Ces fonctions sont bien définies sur R?. Nous devons donc résoudre le systéme : 22 —
1842y =0, 4y — 24 + 2z = 0. Nous trouvons la solution x = 6 et y = 3.
D’autre part , nous avons
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On obtient,

A= 222(6 3)%22(6,3)—(525(6,3)) =(2)(2)—22=4>0

et comme a—D(G 3) =2 > 0 nous avons un minimum local en f(6, 3).

Exercice 5. Notons par x,y et z la longueur, la largeur et I’hauteur de la boite res-
pectivement. Le volume est donné par xyz = 32 et donc z = 2—5 De plus, la surface est
donnée par S(x,y, z) = vy + 2xz + 2yz. Nous sommes donc amenés a chercher le minimum
de la fonction & deux variables

32 32 64 64

5($>y)=$y+2x—+2y_:$y+_+_
Ty Ty Y T

Calculons les points critiques. Nous avons

0S 64 08 64
%:y_ﬁeta_y:x_?

Ces fonctions sont bien définies sur R?\ {(0,0)}. La situation quand x = y = 0 n’est pas
envisageable car dans ce cas nous ne pouvons pas avoir un volume de 32m?. Nous devons
donc résoudre le systeme : x — 25 =0, y — x— =0 lorsque T,y 7é 0. On peut réécrire le
systéme comme xy? = 64, yr® = 64 et donc on obtient xy* — yz? = 0 et, en divisant par
zy,on ay—x =0 et donc y = z, d’o1, nous trouvons la solution z =4 et y = 4 (et donc
z=2).

D’autre part , nous avons

9SS 128 0°S 128 928

oz 13 Oy B ot Oxdy =1
On obtient,
»#s, DS 825 128 128,
A= 82(44)82(4’4)_<8x8y(4’4)) (43)(43)—1 =2:-2—-1=3>0

2 . . .
et comme 37‘2(4, 4) =2 > 0 nous avons bien un minimum local en f(4,4).
Conclusion : les dimensions 4 x 4 x 2 donnent une surface minimale pour un volume
de 32m3.

Exercice 6.
a) wy = 2zydzr + rdy
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OF _ 9, — 0G
By = 2z = 37. En plus, w; est

On pose F(z,y) = 2xy et G(z,y) = . Nous avons que
définie sur l'ouvert étoilé R?. Donc w; est bien exacte.
On cherche f(x,y) tel que df = w;. Ceci équivaut a résoudre le systéme :
of of _
— =2y, =— =z°.
ox Y dy
En intégrant la premiére équation par rapport a x on trouve f(z,y) = yz? + c(y). En
dérivant cette expression par rapport a y nous trouvons g—i = 22 + d(y). En identifiant
cette équation avec la deuxiéme équation du systéme on a x2 + ¢(y) = z2. Il s’ensuit que
d(y) =0 et donc c(y) =k, k € R.
Par suite, la fonction f cherchée est f(z,y) = 2%y + k.

b) wy = zydx — zdy + vzdz

Rappel : la forme différentielle w = Fdx + Gdy + Hdz est exacte si w est étoilée et
oy or’ 0z Oy 0z Er

On pose F' = zy,G = —z et H = xz. On constante que %—I; =z #0= % donc wy
n’est pas exacte.

) wg = 27e’ Ydy — Zexzfydy
On pose I’ = ze” Y et G = —2¢* Y. On constante que %—I; = —2pe® Y £ Qe Y —

% donc w3 n’est pas exacte.
d) wy = y22dr + (z22 + 2)dy + (2zyz + 22 + y)dz

On pose F' = yz?,G = x2% et H = 2zyz+22+y. On a %—5 =22=9 98 9541 = %—I;
et %—5 =2zy = %—Ij. En plus wy est définie sur I'ouvert I’étoilé R3. Donc, w, est bien exacte.

Cherchons maintenaty f telle que df = wy. Ceci équivaut a résoudre le systéme :

of o Of of _
ax—yz, ay—xz + z, aZ—Qxyz+22+y

En intégrant la premiére équation par rapport a x on trouve f = xyz? + p(y,2). En
dérivant cette expression par rapport a y et en égalisant avec la deuxiéme équation du
systéme on a

0 . .
2+ 7 r22 + 2 qul équivaut a i z
dy Ay

En dérivant f = zyz2+p(y, z) par rapport a z et en égalisant avec la troisiéme équation
du systéme on a

0 0
2xyz + a_go = 2xyz + 2z + y qui équivaut a 8_90 =224y
z z
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En intégrant g—;j = z par rapport a y il vient ¢(y,z) = zy + ¢(z). En dérivant cette
expression par rapport a z on trouve g—f = y + (2) et en utilisant que g—f =2z +y on
trouve

y+d(y) =224y,

c’est-a-dire ¢/(z) = 2z. Donc, en intégrant cette expression par rapport a z on a ¢(z) = 2%+k
avec k € R.
Ainsi, la fonction f cherchée est

flz,y,2) =ay22 + o(y,2) =ay® + 2y +c(z) =ayz® + 2y + 22 +k, kER

Exercice 7. w = (2% + 4> + 2x)dz + 2ydy.
a) Nous avons F = 22+ y> + 2z et G = 2y. On a 2£ = 2y # 0 = 2% Donc w n’est
oy ox
pas exacte.

(b) On va trouver une fonction ¢(x) telle que p(z)w = df. On remarque que w est
définie sur R? qui est étoilé. On voudrait que ¢(z)w soit exacte pour que f existe. Il faut
donc que

O(p(z)(a? +y* +22) _ O(p()(2y)

Ay ox

Ceci équivaut 2yp(z) = 2y¢'(z) pour tout x. Autrement dit, p(z) = ¢'(z), donc p(x) =
ke®, k-constante (on verra comment on trouve cette solution plus tard dans le cours). On
peut choisir n’importe quelle valeur réelle pour k, prenons k = 1.

Ainsi,

pw = e”(2° + y* + 2z)dz + ¢*(2y)dy.

Cherchons ensuite f telle que

af_w 2 2 g_x
5~ © (x°+ 1y~ + 2x) et ay—e (2y)

En intégrant la deuxiéme égalité par rapport & y, on trouve
fla,y) = e"y* +c(x)

En dérivant cette expression par rapport a x on a g—gg = e%y? + (z) et en utilisant % =
e”(z? + y? + 2x) on trouve

"y 4 d(x) = e*(2® +y* + 27)

c’est-a-dire, (z) = e®(2? + 2x). En intégrant cette expression par rapport a x, on a
c(z) = 2%e® + k avec k € R. Donc, f(z,y) = e*y* + 2%+ k = *(y* + 2°) + k avec k € R

. . —y x
Exercice 8. w = - 5dr + i zdy
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a) w est définie sur R?\ {(0,0)}.

b) On paramétre le cercle C' par x = cost,y = sint avec t € [0,27] et donc dz =
—sint, dy = cost. On obtient

2w 2m 2w
/ w = / (—sint(—sint) + cost(cost)dt = / sin®t + cos® tdt = / dt = 2w
c 0 0 0

c) w n’est pas exacte, sinon son intégrale curviligne sur la courbe fermée C' serait nulle
et cela contredit (b). Remarquons cependant que

ots)  poa i)

dy (22 4 y?2)? oz

Le domaine de définition R* \ {(0,0} n’est pas étoilée (il y a un trou). En fait, [, w n’est
pas nulle car le cercle entoure le trou.

Exercice 9.

a) w = 2+ s dr+ —=%— 2+ 5> dy et C est larc de la parabole d’équation y? = 2z + 1 joignant
les points (0, —1) et (0,1) parcouru une fois dans le sens des y croissants.

On paramétre C' par y = t,x = tQT’l et donc dy = dt et dx = tdt avec t variant en
croissant de —1 & 1. On obtient

/w_/ ( +t2t+(t27‘1)t2+t2>dt

On rappelle que si une fonction f(z) est impaire (c’est-a-dire f(—t) = —f(¢)) alors
[° f(z)dz =0 (par la symmétrie centrale).

t2-1

On pourra vérifier que f(t) = 2+

S
Jow=0.

b) w = (z — y*) dz + 2 dy et C est le cercle de centre O et de rayon 1 parcouru une
fois dans le sens direct.

On paramétre le cercle C' par ¢ = cost,y = sint avec t € [0,27] et donc dx =
—sint, dy = cost. On obtient

t
(t22—1 )2+t2

est une fonction impaire et donc
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Jow = f02 ((cost — sin® t)(—sint) + cos® t(cost))dt
= 02 (cos*t + sin* t — costsint)dt
= 02 ((cos?t +sin®t)? — 2cos? tsin®t — costsint)dt
- 02:(1 Sl’m# - %)dtsm(m(en utilisant sm(2m) = 22SiIIZE (fgfo:sv()Qx)
= f027r(1 - —1(12; C'OS<4t)) - 1 >, )dt (en utilisant sin® z = —5=)
=J, dt—35J, sm(2t)dt R f cos(4t)dt

412w 1 cos( 2t 2T 1 | sin(4t) 2
3 [ (g [

2 4h- (5 -+ 40)
=21 — 3
_ 3r
2
c) w=xzyz dzr et C est arc x = cost, y =sint, z = costsint. On a dr = —sintdt et

t variant en croissant de 0 a g

Jow fo cost)(sint)(costsint)(—sint dt)
= fo cos? t(—sint)(sin®t) dt
(

= [T cos?t(—sint)(1 — cos®t) dt
27r

= [, cos® t(—sint) + cos’ tsint dt

2m
— |:c033t o cos5t]
3 5 0

Exercice 10. Calculer les intégrales multiples suivantes :

a) [ [(x+y)dedyou D= {(z,y) e R*}z<l,y<Lz+y>1}
Le domaine d’intégration est donnée dans la figure ci-dessous

y

x+y=1

10
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S Jple+y) dedy = [3 (i (e +y)dy) da
-G g] o
— [M(z+Lt—a2(1- @—ngym

= fo 5 —I— $> dx
_ C
=5tz=3
I fs at-a? 2y? dy dx. Le domaine d’intégration est donnée dans la figure ci-dessous
y
A
a x2+y2=a2
0 . > X
a pvVa2—z2 a 3] vai—z?
I Jo zy? dy de = [« y?} dx
fa ( a2_x2)03
0
3 fO ( \ a2 2)3/2'
On pose u = a® — 2% donc du = —2zdx et donc — 2 = 2dx. Par ailleurs, pour x = 0 on
au=a?et pour x =a on au=0. Donc
VaZ Z 2232 = L[ y3/2(_du
3[0 Va2 —a2)¥ _Slog/(oz)
_ 5/2
=76 [5“ / } 2

— L2 = o

¢) [Jpzy dz dy ot D est la partie du plan limitée par les paraboles d’équations
respectives y = 22 et x = y°.
Le domaine d’intégration est donné dans la figure ci-dessous

11
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Exercice 11.
a) [ [y |z +yl dudy.

Si l'on pose pour (z,y) € R? f(z,y) = |z +y| alors pour tout (z,y) € R?, f(—z,—y) =
f(x,y) ou encore f prend les mémes valuers en deux points symétrique par rapport a

l'origine. Puisque l'origine est centre de symétrie [—1,1]* on en déduit que

y
x+y=0

12
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J e flay) dedy = [ [ coyn flay)dody+ [ [ icoy<n fzy) dudy

z+y>0 r+y<0

:2ff—1§:v,y<1 f<x7y) dlEdy

z+y>0

—2f (f +y)dy>dm

1
= 2f_11 [:L'y—i- %} dx

1'2 T 1‘3 1‘3
:2[?+5+?—ﬂ_1
—2(5+g 4o s h i)
=2(1+2-3)=2(1+1) =2

ff12+y2<1 1+:p2+y d:tdy
En passant en coordonnées polaires avec & = rcosf et y = rsinf et r = 22 + 2. On

rappelle que
//f(x,y)dA://f(rcos@,rsin@)r dr df
A A

Nous avons donc

ffx2+y2<1m dl’dy :ff 0<r<1 l—i-%dr d

0<60<2r

= ( 01 s dr) 0% do (intégrales indépendantes)

= [LIn(1 +r?)], x 21
=7mln2.

c) fffoga:gygzgl xyz drdydz.
Le domaine d’intégration est donnée dans la figure ci-dessous

13
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i fogxgygzgl ryz dedydz = fol fxl (fyl 2 dz) y dy) x dx
=y ([, 30 =Py dy) z dr
=3 h (fy-v dy)ade

1
B O R
_20[2 4mxda:
_ 1 111 z? x4
=3 0(4 >+ )vde
1

:%0x5—2x+$dx
S ¢ U QU R

g6 7 2732) 7 18

Exercice 12.

x = 1 cos pcosf
y = rcospsinf
z=rsingp

Rappel : dr = 67" edr + 5 g dy +3 Or 2.dz ou
ox 83:' 8:15

dy 83/ dy
dy =5 dr * 30 dp + —5db
82 0z 0z

dx = cos ¢ cos Odr — rsin p cos Odp — rsin 0 cos pdf
dy = cos psin @dr — rsin p sin 0dp + r cos 0 cos pdf
dz = sin @dr + r cos @dp

xdx = r cos® ¢ cos® Odr — r?

ydy = 1 cos® psin® Odr — 2 sin ¢ cos @ sin® 8dy + 12 sin § cos 0 cos? pdh

zdz = rsin® pdr + 2 cos @ sin pdyp
En additionnant, on obtient xdz + ydy 4+ zdz = rdr. On en déduit que

or or or
xdx + ydy + zdz = rdr =r (8 dr + 8—dy a—dz)

ingi 9r —z Or _y or _ z
AIHSI’ or — r’ Oy r et 0z~ r’

14

sin ¢ cos ¢ cos? Odp — r?sin @ cos 0 cos® pdf



