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FACULTE DES SCIENCES
MONTPELLIER

Examen du 20 mai 2025
Durée : 3h

La notation tiendra compte de la clarté et de la précision de la rédaction.
Documents, calculettes et téléphones portables interdits.
Le bareme est indicatif et pourra étre modifié lors de la correction.

Questions isolées (13 points)

1. Soit (u,),ey une suite bornée. Donner la définition de la limite inférieure de (u,,),en, notée lim inf u,,.

2. Enoncer le théordme des accroissements finis, puis montrer que F(x) := cos(%2 + 1) définit une
application contractante F: [0, 1] — [0, 1], et que pour tout u, € [0, 1] la suite (u,) définie par u,,, :=
F(u,) est convergente.

3. Calculer la limite de la fonction

lorsque x tend vers O.

4. Déterminer le développement limité a ’ordre 4 en x = 0 de g(x) = In(cos(x)), puis en déduire la
1

limite de cos(x)+* lorsque x — 0.

.Xf3—

X 2, .
5 I admet un développement asymptotique en +oo de la forme

5. Montrer que la fonction A(x) =
x> —x+

1
h(x)=ax+ b+ % +0(;).

(Il faut donner les valeurs explicites des réels a, b et c.)

6. Enoncer le théoreme de Taylor-Lagrange, puis montrer que pour tout ¢ > 0 on a I’encadrement
2 3 2 P

t——+——<In(l+H<t——+—.
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En déduire une approximation de In(1, 1) a 10~ prés. On se servira du fait que (1,1)=2 > 0,75.

7. Déterminer la nature (convergente ou divergente) des séries numériques suivantes :

U= Z VaGos(l/my=1) V= Z(ln(l +1/n)".

n>0 n>0



Exercice (8 points)
On considere la suite V, = Y7, Vk, définie pour n > 1.

(1) Montrer que pour tout entier k > 1, on a

k R k+1 s
f Vidt < Vk sf Vi dt.
k-1 k

IIES

(2) En déduire que V,, ~ 3 n3.
P . . L V,
(3) Déterminer pour quels réels a, la série . -2 est convergente.

(4) On étudie maintenant la série Z(—l)”%.

a) Montrer que la relation 2 > 2L et équivalente a
q 2 = (nrl)y q
(*) V > n? 3n+1
n= Topel t

(b) Au moyen d’équivalents, montrer que (%) est satisfait a partir d’un certain rang.

(c) Montrer que la série 3 (—1)"%2 est convergente.
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