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Applications linéaires
I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Définition et premiers exemples

Définition
Soient E et F deux K-espace vectoriel, et f une application de E
dans F. On dit que f est une application linéaire (ou un
morphisme d’espace vectoriel) lorsque :

1. Yu,v € E, f(u+v)="f(u)+f(v)

2. VAeK, Yue E, f(Au) = Af(u).
L'ensemble des applications linéaires de E dans F se note Z(E, F).

Dans le cas particulier ot E = F, on notera .Z(E) ou lieu de
Z(E,E).
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I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Définition et premiers exemples

Exemple

On note E = C([0; 1], R) I'ensemble des fonctions continue de [0; 1]
dans R. L'application

E—R

@ !
fb—>/ f(t)dt

0

est un élément de .Z(E,R).
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I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Définition et premiers exemples

Exemple

L'application

| P XP

est un élément de .Z(Ry[X], R3[X])
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I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Définition et premiers exemples

Exemple

L'application
RN — R
u+— up

est un élément de Z(RY R).
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I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Définition et premiers exemples

n
A tout polynédme P = Z aka a coefficients dans KK, on associe le

k=0
polynéme dérivé, noté P’ :

Pr=>) " kaX
k=1

On définit ainsi une application linéaire de K[X] dans K[X].
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I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Définition et premiers exemples

Exemple

L'application

b R3 — R?
| (xy,2) = (2x+3y —z,x + 2)

est un élément de .Z(IR3,R?).
Plus généralement, si A € M, ,(K), alors I'application

KP — K"
X = AX

est un élément de Z(KP,K"). Ici, on identifie K" a M, 1(K).
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I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Définition et premiers exemples

Soient E et F deux K-espace vectoriel.

Remarques

1. En pratique, on utilisera le critére suivant : f est linéaire si et
seulement si

Vu,v e ENVA\ p e K, f(Au+ pv) = A (u) + pf(v)



Applications linéaires
I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Définition et premiers exemples

Soient E et F deux K-espace vectoriel.

Remarques

1. En pratique, on utilisera le critére suivant : f est linéaire si et
seulement si

Vu,v e ENVA\ p e K, f(Au+ pv) = A (u) + pf(v)

2. SifeZ(E,F), alors f(0g) = 0f.
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I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Définition et premiers exemples

Soient E et F deux K-espace vectoriel.

Remarques

1. En pratique, on utilisera le critére suivant : f est linéaire si et
seulement si

Vu,v e ENVA\ p e K, f(Au+ pv) = A (u) + pf(v)

2. SifeZ(E,F), alors f(0g) = 0f.
3. Soit f une application de E dans F. Alors f est linéaire si et
seulement si, pour tous uq,...u, € E, pour tous A1,..., A,

onaf (Z/\kuk> = Z/\kf(uk).
k=1 k=1
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I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Définition et premiers exemples

Soient E et F deux K-espace vectoriel.

Remarques

1. En pratique, on utilisera le critére suivant : f est linéaire si et
seulement si

Vu,v e ENVA\ p e K, f(Au+ pv) = A (u) + pf(v)

2. SifeZ(E,F), alors f(0g) = 0f.
3. Soit f une application de E dans F. Alors f est linéaire si et

seulement si, pour tous uq,...u, € E, pour tous A1,..., A,
n n
onaf (Z)\kuk> = Z)\kf(uk).
k=1 k=1
E—E
4. L'application idE : est dans Z(E,E) : c'est
X = X

'identité de E.
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I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Définition et premiers exemples

Vocabulaire

» Lorsque E = F, un élément de .Z(E, E) est appelé un
endomorphisme de E ; I'ensemble des endomorphismes de E se
note simplement .Z(E).
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I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Définition et premiers exemples

Vocabulaire

» Lorsque E = F, un élément de .Z(E, E) est appelé un
endomorphisme de E ; I'ensemble des endomorphismes de E se
note simplement .Z(E).

» Lorsque f : E — F est une application linéaire bijective, f est
un isomorphisme
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I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Définition et premiers exemples

Vocabulaire

» Lorsque E = F, un élément de .Z(E, E) est appelé un
endomorphisme de E ; I'ensemble des endomorphismes de E se
note simplement .Z(E).

» Lorsque f : E — F est une application linéaire bijective, f est
un isomorphisme

» Lorsque f € Z(E) est bijective, f est un automorphisme
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Applications linéaires
I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F
L Structure sur Z(E,F)

Théoréme

Soient E et F deux K-espace vectoriel. Alors Z(E, F) est un

K-espace vectoriel pour les lois usuelles sur les applications de E
dans F.

Plan de la preuve

On montre que Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de |'ensemble
des applications de E dans F.
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I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F
L Structure sur ZL(E,F)

Théoréme

Soient E et F deux K-espace vectoriel. Alors Z(E, F) est un

K-espace vectoriel pour les lois usuelles sur les applications de E
dans F.

Plan de la preuve

On montre que Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de |'ensemble
des applications de E dans F.

» L'application nulle de E dans F est évidemment linéaire.
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I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F
L Structure sur ZL(E,F)

Théoréme

Soient E et F deux K-espace vectoriel. Alors Z(E, F) est un

K-espace vectoriel pour les lois usuelles sur les applications de E
dans F.

Plan de la preuve

On montre que Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de |'ensemble
des applications de E dans F.

» L'application nulle de E dans F est évidemment linéaire.

» Soient f et g dans Z(E, F), et soit A, p des scalaires. Alors
on vérifie que h = Af + ug est bien linéaire.
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I—L'ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Composée

Définition

Soient E, F et G trois K-espace vectoriel, f € Z(E, F) et

g € Z(F,G). Alors on note h = g o f 'application de E dans G
définie pour tout x dans E par h(x) = g (f(x)). C'est la composée
de f par g.

Exemple
Si f: RIX] = R et g: RIX] = RIX] alors
P — P(0) P~ P

o JRXI=R
"\ P~ P(0)



Applications linéaires
L L’ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Composée

Proposition

Pour tout f € Z(E, F), pour tout g € Z(F, G),

gof e X(E,G).

En particulier, la composée de deux endomorphismes E est un
endomorphisme de E.

Preuve
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L L’ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Composée

Pour tout f € Z(E, F), pour tout g € Z(F, G),

gof e Z(E,G).

En particulier, la composée de deux endomorphismes E est un
endomorphisme de E.

Preuve

» Soient x et y dans E. Alors go f(x+y) =g(f(x+y)) =
g(f(x) +f(y)) =g(f(x)) +g(f(y)) =gof(x) +gof(y).



Applications linéaires
L L’ensemble des applications linéaires de E dans F

I—Composée

Proposition
Pour tout f € Z(E, F), pour tout g € Z(F, G),

gof e Z(E,G).

En particulier, la composée de deux endomorphismes E est un
endomorphisme de E.

Preuve
» Soient x et y dans E. Alors go f(x+y) =g(f(x+y)) =
g(f(x) +f(y)) =g(f(x)) +g(f(y)) =gof(x) +gof(y).
» Soit \e Ket x e E.
g0 F() = g(F(M)) = g(M(x)) = Ag(F(x)) = Ag o F(x).
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I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

Image direct d’'un sous-espace vectoriel, Image

Soit f € Z(E, F). Soit G un sous-espace vectoriel de E. Alors
I'ensemble f(G) est un sous-espace vectoriel de F.

Plan de la preuve
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I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image direct d'un sous-espace vectoriel, Image

Soit f € Z(E, F). Soit G un sous-espace vectoriel de E. Alors
I'ensemble f(G) est un sous-espace vectoriel de F.

Plan de la preuve

» f(0) € f(G) donc f(G) # 0.



Applications linéaires
I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image direct d'un sous-espace vectoriel, Image

Soit f € Z(E, F). Soit G un sous-espace vectoriel de E. Alors
I'ensemble f(G) est un sous-espace vectoriel de F.

Plan de la preuve

» f(0) € f(G) donc f(G) # 0.
» Soient y; et y» des éléments de f(G) et A € K. Montrons que
y1+ys € f(G) et \y; € f(G).
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I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image direct d'un sous-espace vectoriel, Image

Soit f € Z(E, F). Soit G un sous-espace vectoriel de E. Alors
I'ensemble f(G) est un sous-espace vectoriel de F.

Plan de la preuve
» f(0) € f(G) donc f(G) # 0.
» Soient y; et y» des éléments de f(G) et A € K. Montrons que
y1+y2 € f(G) et Ay € F(G).
> |l existe x; et x; dans G tel que y; = f(x1) et yo» = f(x2).
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I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image direct d'un sous-espace vectoriel, Image

Soit f € Z(E, F). Soit G un sous-espace vectoriel de E. Alors
I'ensemble f(G) est un sous-espace vectoriel de F.

Plan de la preuve

» f(0) € f(G) donc f(G) # 0.

» Soient y; et y» des éléments de f(G) et A € K. Montrons que
y1+y2 € f(G) et Ay € F(G).

> |l existe x; et x; dans G tel que y; = f(x1) et yo» = f(x2).

> Alors y1 + yo = f(x1) + f(x2) = f(x1 + x2) € £(G)



Applications linéaires
I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image direct d'un sous-espace vectoriel, Image

Soit f € Z(E, F). Soit G un sous-espace vectoriel de E. Alors
I'ensemble f(G) est un sous-espace vectoriel de F.

Plan de la preuve

» f(0) € f(G) donc f(G) # 0.

» Soient y; et y» des éléments de f(G) et A € K. Montrons que
y1+y2 € f(G) et Ay € F(G).

> |l existe x; et x; dans G tel que y; = f(x1) et yo» = f(x2).

> Alors y1 + yo = f(x1) + f(x2) = f(x1 + x2) € f(G)car G est
un espace vectoriel.
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I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image direct d'un sous-espace vectoriel, Image

Soit f € Z(E, F). Soit G un sous-espace vectoriel de E. Alors
I'ensemble f(G) est un sous-espace vectoriel de F.

Plan de la preuve

» f(0) € f(G) donc f(G) # 0.

» Soient y; et y» des éléments de f(G) et A € K. Montrons que
y1+y2 € f(G) et Ay € F(G).

Il existe x; et x; dans G tel que y; = f(x1) et yo» = f(x2).
Alors y1 + yo = f(x1) + f(x2) = f(x1 + x2) € f(G)car G est
un espace vectoriel.

Ay1 = )\f(X]_) = f()\X]_) S f(G)

v

v

v



Applications linéaires
I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image direct d'un sous-espace vectoriel, Image

Soit f € Z(E, F). On note Im(f) I'ensemble
f(E)={f(x),xc E}={yeF tg3xe€E, f(x) =y} Clest
I'image directe de f.

Théoréme

Lorsque f € Z(E, F), Im(f) est un sous-espace vectoriel de F.

Remarque
On rappelle que f est surjective si et seulement si Im(f) = F.
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I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image direct d'un sous-espace vectoriel, Image

Exemples
R[X R[X
1 soit £4 X RIXT 0 () = RIX]
P P
] . . RN — R . .
2. L'application g : est surjective

u+— ug
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Applications linéaires
I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image réciproque d’'un sous-espace vectoriel, noyau

Soit f € Z(E, F). Soit G un sous-espace vectoriel de F. Alors
I'ensemble f~1(G) est un sous-espace vectoriel de E.

Plan de la preuve
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I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image réciproque d’'un sous-espace vectoriel, noyau

Soit f € Z(E, F). Soit G un sous-espace vectoriel de F. Alors
I'ensemble f~1(G) est un sous-espace vectoriel de E.

Plan de la preuve

» f(0) =0 donc f1(G) #0;
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I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image réciproque d’'un sous-espace vectoriel, noyau

Soit f € Z(E, F). Soit G un sous-espace vectoriel de F. Alors
I'ensemble f~1(G) est un sous-espace vectoriel de E.

Plan de la preuve

» f(0) =0 donc f1(G) #0;
» Soient x1, x> dans f1(G), et \, u € K.
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I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image réciproque d’'un sous-espace vectoriel, noyau

Soit f € Z(E, F). Soit G un sous-espace vectoriel de F. Alors
I'ensemble f~1(G) est un sous-espace vectoriel de E.

Plan de la preuve
» f(0) =0 donc f1(G) #0;
» Soient x1, x> dans f1(G), et \, u € K.
» On sait que f(x1) € G et f(x) € G.
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I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image réciproque d’'un sous-espace vectoriel, noyau

Soit f € Z(E, F). Soit G un sous-espace vectoriel de F. Alors
I'ensemble f~1(G) est un sous-espace vectoriel de E.

Plan de la preuve
» f(0) =0 donc f1(G) #0;
» Soient x1, x> dans f1(G), et \, u € K.
» On sait que f(x1) € G et f(x) € G.
» Alors Mf(x1) + uf(x) € G



Applications linéaires
I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image réciproque d’'un sous-espace vectoriel, noyau

Soit f € Z(E, F). Soit G un sous-espace vectoriel de F. Alors
I'ensemble f~1(G) est un sous-espace vectoriel de E.

Plan de la preuve
» f(0) =0 donc f1(G) #0;
» Soient x1, x> dans f1(G), et \, u € K.
» On sait que f(x1) € G et f(x) € G.
» Alors AMf(x1) + puf(x2) € G car G est un e.v.
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I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image réciproque d’'un sous-espace vectoriel, noyau

Soit f € Z(E, F). Soit G un sous-espace vectoriel de F. Alors
I'ensemble f~1(G) est un sous-espace vectoriel de E.

Plan de la preuve

» £(0) =0 donc F71(G) #0;

» Soient x1, x> dans f1(G), et \, u € K.

On sait que f(x1) € G et f(x) € G.

Alors Af(x1) + pf(x2) € G car G est un e.v.
Alors f(Ax1 + px2) € G car f est linéaire.
Conclusion : Ax; + pxo € G.

v

v

v

v



Applications linéaires
I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image réciproque d'un sous-espace vectoriel, noyau

Soit f € Z(E, F). On note Ker(f) I'ensemble
f~1({0}) = {x € E tq f(x) = 0}. C'est le noyau de f




Applications linéaires
I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image réciproque d'un sous-espace vectoriel, noyau

Soit f € Z(E, F). On note Ker(f) I'ensemble
f~1({0}) = {x € E tq f(x) = 0}. C'est le noyau de f

Théoréme

Lorsque f € Z(E, F), Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E.




Applications linéaires
I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image réciproque d'un sous-espace vectoriel, noyau

Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Pour tout f € Z(E,F), f
est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.

Preuve

=)



Applications linéaires
I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image réciproque d'un sous-espace vectoriel, noyau

Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Pour tout f € Z(E,F), f
est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.

Preuve
=)
» Supposons f injective.
» Soit x € Ker(f). Alors f(x) =0 = f(0).



Applications linéaires
I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image réciproque d'un sous-espace vectoriel, noyau

Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Pour tout f € Z(E,F), f
est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.

Preuve

=)
» Supposons f injective.
» Soit x € Ker(f). Alors f(x) =0 = f(0).
» Mais comme f est injective, x = 0.

(<)
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I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image réciproque d'un sous-espace vectoriel, noyau

Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Pour tout f € Z(E,F), f
est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.

Preuve

=)
» Supposons f injective.
» Soit x € Ker(f). Alors f(x) =0 = f(0).
» Mais comme f est injective, x = 0.

(<)

» Supposons que Ker(f) = {0}.
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I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image réciproque d'un sous-espace vectoriel, noyau

Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Pour tout f € Z(E,F), f
est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.

Preuve
=)
» Supposons f injective.
» Soit x € Ker(f). Alors f(x) =0 = f(0).
» Mais comme f est injective, x = 0.
(<)
» Supposons que Ker(f) = {0}.

» Soient alors x et x’ dans E. Supposons que f(x) = f(x').
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I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Image réciproque d'un sous-espace vectoriel, noyau

Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Pour tout f € Z(E,F), f
est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.

Preuve
=)
» Supposons f injective.
» Soit x € Ker(f). Alors f(x) =0 = f(0).
» Mais comme f est injective, x = 0.
(<)
» Supposons que Ker(f) = {0}.
» Soient alors x et x’ dans E. Supposons que f(x) = f(x').

» Comme f est linéaire, f(x — x’) = 0 et donc x — x" € Ker(f).

o
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I—Image réciproque d'un sous-espace vectoriel, noyau

Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Pour tout f € Z(E,F), f
est injective si et seulement si Ker(f) = {0}.

Preuve
=)
» Supposons f injective.
» Soit x € Ker(f). Alors f(x) =0 = f(0).
» Mais comme f est injective, x = 0.
(<)
» Supposons que Ker(f) = {0}.

» Soient alors x et x’ dans E. Supposons que f(x) = f(x').

v

Comme f est linéaire, f(x — x") = 0 et donc x — x" € Ker(f).
Conclusion : x = x'. @

v
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Image réciproque d'un sous-espace vectoriel, noyau

R[X] = R[X
1. Soit f: X] X] Alors Ker(f) est I'ensemble des
P~ P
polyndmes constants
S RY —R _—
2. L'application g : n'est pas injective, son noyau
u+— ug

est |'ensemble des suites de ler terme nul.
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2.2 Image réciproque d'un sous-espace vectoriel, noyau
2.3 Un exemple détaillé

3.1 Définition
3.2 Propriété du rang
3.3 Théoréme du rang

noyau



Applications linéaires
I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

I—Un exemple détaillé
On considére |'endomorphisme de R3 :
f:(x,y,z) = (x+2y+2z,2x+y —z,x+ 2y + z). Déterminons
Im(f) et Ker(f).
Pour tout (a, b,c) € R3,
(37 b7 C) € Im(f) Ang El(X,y,Z) S R37 (37 b7 C) = f(X,y7Z)
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L Un exemple détaillé

On considére |'endomorphisme de R3 :

f:(x,y,z) = (x+2y+2z,2x+y —z,x+ 2y + z). Déterminons
Im(f) et Ker(f).

Pour tout (a, b,c) € R3,

(37 b7 C) S Im(f) A El(X7y7z) S R37 (37 b7 C) = f(X,y,Z)

X+2y+z=a
& 3x,y,2) ER3, {2x+y—z=0b
X+2y+z=c
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I—Un exemple détaillé
On considére |'endomorphisme de R3 :
f:(x,y,z) = (x+2y+2z,2x+y —z,x+ 2y + z). Déterminons
Im(f) et Ker(f).
Pour tout (a, b,c) € R3,
(37 b7 C) € Im(f) Ang El(X,y,Z) S R37 (37 b7 C) = f(X,y7Z)

X+2y+z=a
@EI(X,y,Z)E]R"’, 2x+y—z=05b
X+2y+z=c
X+2y+z=a

<z>3(x,y,z)€R3, 3y+3z=2a—b

0=c—a
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I—Un exemple détaillé
On considére |'endomorphisme de R3 :
f:(x,y,z) = (x+2y+2z,2x+y —z,x+ 2y + z). Déterminons
Im(f) et Ker(f).
Pour tout (a, b,c) € R3,
(37 b7 C) € Im(f) Ang El(X,y,Z) S R37 (37 b7 C) = f(X,y7Z)

X+2y+z=a
& 3x,y,2) ER3, {2x+y—z=0b
X+2y+z=c
X+2y+z=a
& 3Ax,y,z) €R3, {3y +3z=2a—b
O=c—a

<~ Cc=a
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I—Un exemple détaillé
On considére |'endomorphisme de R3 :
f:(x,y,z) = (x+2y+2z,2x+y —z,x+ 2y + z). Déterminons
Im(f) et Ker(f).
Pour tout (a, b,c) € R3,
(37 b7 C) € Im(f) Ang El(X,y,Z) S R?’? (37 b7 C) = f(X,y7Z)

X+2y+z=a
& 3x,y,2) ER3, {2x+y—z=0b
X+2y+z=c
X+2y+z=a
<z>3(x,y,z)€R3, 3y+3z=2a—b
O=c—a
Sc=a

Conclusion : Im(f) = {(x,y,x), x,y € R}. Une base de Im(f) est
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I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau
Un exemple détaillé

Déterminons maintenant Ker(f)
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L Un exemple détaillé

Déterminons maintenant Ker(f)
Pour tout (X,y,Z) S R37 (X,y,Z) S Ker(f) A f(X,_y7Z) = (07 070)



Applications linéaires
I—Applications linéaires et sous-espace vectoriel, Image et noyau

L Un exemple détaillé

Déterminons maintenant Ker(f)
Pour tout (X,y,Z) S R37 (X,y,Z) S Ker(f) A f(X,_y7Z) = (07070)
X+2y+z=0
S 2x+y—z=0
x+2y+z=0
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L Un exemple détaillé

Déterminons maintenant Ker(f)
Pour tout (X,y,Z) S R37 (X,y,Z) S Ker(f) A f(X,_y7Z) = (07070)

X+2y+z=0
S 2x+y—z=0
x+2y+z=0

X+2y+z=0
4
3y+3z=0
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L Un exemple détaillé

Déterminons maintenant Ker(f)
Pour tout (X,y,Z) S R37 (X,y,Z) S Ker(f) A f(X,_y7Z) = (07070)

X+2y+z=0
S 2x+y—z=0
x+2y+z=0

X+2y+z=0
4
3y+3z=0

X+2y+z=0
=
3y+3z=0
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L Un exemple détaillé

Déterminons maintenant Ker(f)
Pour tout (X,y,Z) S R37 (X,y,Z) S Ker(f) A f(X,y7Z) = (07070)

X+2y+z=0
S 2x+y—z=0
x+2y+z=0

X+2y+z=0
4
3y+3z=0

3y +3z=0

o 1X +y=0
y+z=0
Conclusion : Ker(f) = {(—y,y,—y), ¥ € R}. Une base de Ker(f) @
est (—1,1,—1).

+2y+z=0
@{x y + z
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Sommaire

3. Rang d'une application linéaire
3.1 Définition

3.2 Propriété du rang

3.3 Théoréme du rang
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I—Rang d'une application linéaire
L Définition

Défintion
Soient E et F deux K-espaces vectorielset soit f € Z(E, F). On
appelle rang de f la dimension de Im(f) lorsqu’elle est est finie. Ce

réel se note rg(f).
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L Définition

Exemples

1. Soit I'application linéaire f : (x,y) — (2x + y,3x + 5y, y) de
R? dans R3. Alors ((2,3,0),(1,5,1)) est une base de Im(f) et

rg(f) =2.
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I—Rang d'une application linéaire
L Définition

Exemples

1. Soit I'application linéaire f : (x,y) — (2x + y,3x + 5y, y) de
R? dans R3. Alors ((2,3,0),(1,5,1)) est une base de Im(f) et
rg(f) = 2.

R? = Vect ((1,0),(0,1)) et f(R?) = Vect (f(1,0), £(0,1)).

2. Soit I'application linéaire D : P — P’ de R,[X] dans R,[X].

Alors rg(D) = n.
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I—Rang d'une application linéaire
L Définition

Exemples

1. Soit I'application linéaire f : (x,y) — (2x + y,3x + 5y, y) de
R? dans R3. Alors ((2,3,0),(1,5,1)) est une base de Im(f) et
rg(f) =2.

R? = Vect ((1,0),(0,1)) et f(R?) = Vect (f(1,0), f(0,1)).

2. Soit I'application linéaire D : P — P’ de R,[X] dans R,[X].
Alors rg(D) = n.
car Im(D) = Vect (D(1), D(X),...,D(X")) =
Veet (1,X,..., X"1) = K, _1[X]
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L Propriété du rang
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3.2 Propriété du rang
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L Propriété du rang

Proposition

Soit E et F deux K-espace vectoriel, et soit (e, ..., e,) une famille
de n vecteurs de E. On note G = Vect ((ey,...,ep)). Soit
fe Z(E,F). Alors f(G) est engendré par la famille

(f(e1),-..,f(en)).

Preuve
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L Propriété du rang

Proposition

Soit E et F deux K-espace vectoriel, et soit (e1, ..., e,) une famille
de n vecteurs de E. On note G = Vect ((ey,...,ep)). Soit
fe Z(E,F). Alors f(G) est engendré par la famille

(f(e1),-..,f(en)).

Preuve

» Soit y € f(G) :il existe x € G tel que f(x) =y.
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L Propriété du rang

Proposition

Soit E et F deux K-espace vectoriel, et soit (e1, ..., e,) une famille
de n vecteurs de E. On note G = Vect ((ey,...,ep)). Soit
fe Z(E,F). Alors f(G) est engendré par la famille

(f(e1),---,f(en)).
Preuve

» Soit y € f(G) :il existe x € G tel que f(x) =y.

» Or G = Vect ((e1, ..., en)), donc il existe n scalaires
AL, ..., Ap tels que x = A1eyp + -+ - + Anen.



Applications linéaires
I—Rang d’une application linéaire

I—Propriété du rang

Proposition

Soit E et F deux K-espace vectoriel, et soit (e1, ..., e,) une famille
de n vecteurs de E. On note G = Vect ((ey,...,ep)). Soit
fe Z(E,F). Alors f(G) est engendré par la famille

(f(e1),-..,f(en)).

Preuve

» Soit y € f(G) :il existe x € G tel que f(x) =y.

» Or G = Vect ((e1, ..., en)), donc il existe n scalaires
AL, ..., Ap tels que x = A1eyp + -+ - + Anen.

» Alors y = f(x) = Aif(e1) + -+ + Anf(en).
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I—Rang d’une application linéaire

I—Propriété du rang

Proposition

Soit E et F deux K-espace vectoriel, et soit (e1, ..., e,) une famille
de n vecteurs de E. On note G = Vect ((ey,...,ep)). Soit
fe Z(E,F). Alors f(G) est engendré par la famille

(f(e1),-..,f(en)).

Preuve

» Soit y € f(G) :il existe x € G tel que f(x) =y.

» Or G = Vect ((e1, ..., en)), donc il existe n scalaires
AL, ..., Ap tels que x = A1eyp + -+ - + Anen.

» Alors y = f(x) = Aif(e1) + -+ + Anf(en).

» Donc f(G) C Vect ((f(e1),--.,f(en))).
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I—Propriété du rang

Soit E et F deux K-espace vectoriel, et soit (e, ..., e,) une famille
de n vecteurs de E. On note G = Vect ((eq, ..., e,)). Soit

fe Z(E,F). Alors f(G) est engendré par la famille
(f(e1),...,f(en)).

Preuve

» Soit y € f(G) :il existe x € G tel que f(x) =y.

» Or G = Vect ((e1,...,en)), donc il existe n scalaires
AL, ..., Ap tels que x = A1eyp + -+ - + Anen.

» Alors y = f(x) = Aif(e1) + -+ + Anf(en).

» Donc f(G) C Vect ((f(e1),--.,f(en))).

» L'inclusion réciproque est évidente, car f(G) est un espace
vectoriel.

o
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I—Propriété du rang

Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriel, et f € Z(E,F). On
suppose que E posséde une base (e;).

1. f est surjective si et seulement si (f(e;)) engendre F;
2. f est injective si et seulement si (f(e;)) est libre;

3. f est un isomorphisme si et seulement si (f(e;)) est une base
de F;
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I—Propriété du rang

Soient E et F deux K-espaces vectoriel, et f € Z(E,F).
1. Si E est de dimension finie et si f est surjective, alors F est de
dimension finie et dim(F) < dim(E).
2. Si F est de dimension finie et si f est injective, alors E est de
dimension finie et dim(E) < dim(F).
3. Si E et F sont de dimension finie, et si f est un isomorphisme,
alors dim(E) = dim(F).
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I—Propriété du rang

Proposition

Soient E et F deux espaces vectoriel de dimension finie, et soient f
et g dans Z(E, F). Alors

1. Pour tout A € K*, rg(\f) = rg(f)
2. rg(f +g) < rg(f) + rg(g)

Plan de la preuve

1. Si A #0, alors Im(Af) = Im(f).

2. Par la formule de Grassman, on a dim(Im(f) + Im(g)) =
dim(Im(f)) + dim(Im(g)) — dim(Im(f) N Im(g)).

3. Alors dim(Im(f) + Im(g)) < dim(Im(f)) 4+ dim(Im(g)). Or,
Im(f + g) C Im(f) + Im(g) d'ou le résultat.
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I—Théoréme du rang

Théoréme

Soit f € Z(E, F), avec E un K-espace vectoriel de dimension finie
n. Alors

1. Im(f) et Ker(f) sont de dimension finie;
2. dim(E) = dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = rg(f) + dim(Ker(f))
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Applications linéaires

I—Rang d’une application linéaire

L Théoreme du rang

Preuve
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I—Théoréme du rang

Preuve

» Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E. On note (ey, ..., €p)
une base de Ker(f). Onap<noun=dmE.
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I—Ran d'une application linéaire
g

I—Théoréme du rang

Preuve
» Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E. On note (ey, ..., €p)
une base de Ker(f). Onap<noun=dmE.
» Si p=n, alors Ker(f) = E et Im(f) = {0} et la relation est
vérifiée.
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I—Théoréme du rang

Preuve
» Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E. On note (ey, ..., €p)
une base de Ker(f). Onap<noun=dmE.
» Si p=n, alors Ker(f) = E et Im(f) = {0} et la relation est
vérifiée.
» Si p < n, on compléte alors en une base de E :
(e1,---,€p, €pt1,s---;€n).
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I—Théoréme du rang

Preuve

» Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E. On note (ey, ..., €p)
une base de Ker(f). Onap<noun=dmE.

» Si p=n, alors Ker(f) = E et Im(f) = {0} et la relation est
vérifiée.

» Si p < n, on compléte alors en une base de E :
(e1,---,€p, €pt1,s---;€n).

» Alors, f(E) = Im(f) est engendré par
(f(er),...,f(ep), f(ept1),-..,f(en))
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Preuve

>

Ker(f) est un sous-espace vectoriel de E. On note (ey,...,€p)
une base de Ker(f). Onap<noun=dmE.

Si p = n, alors Ker(f) = E et Im(f) = {0} et la relation est
vérifiée.

Si p < n, on compléte alors en une base de E :

(e1,---,€p, €pt1,s---;€n).

Alors, f(E) = Im(f) est engendré par

(f(er),...,f(ep), f(ept1),-..,f(en))

On en déduit donc que Im(f) = Vect (f(ep+1),...,f(en)).
Reste a prouver que f(ept1),...,f(e,) est une famille libre
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n—p n—p
> Si Z)\kf(ep+k) =0, alors Z)‘kel’“ € Ker(f)

k=1 k=1
> Alors comme Ker(f) est engendré par (ei,...,ep), on en

déduit que A\y =--- = X\, =0.
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n—p n—p
> Si Z)\kf(ep+k) =0, alors Z)‘kel’“ € Ker(f)
k=1 k=1
> Alors comme Ker(f) est engendré par (ei,...,ep), on en
déduit que A\y =--- = X\, =0.

» Conclusion : dim(Im(f)) = n — p et on a le résultat.
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Exemples

1. Soit I'application linéaire f : (x,y) — (2x + y,3x + 5y, y) de
R? dans R3. Il est clair que Ker(f) = {0} donc f est injective.
On retrouve rg(f) = 2.

2. Soit I'application linéaire D : P — P’ de R,[X] dans R,[X].
On trouve Ker(D) = ensemble des polynémes constant donc
dim(Ker(D)) =1 et rg(D) = n.
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Corollaire 1

Soit f € Z(E,F) avec E et F deux K-espace vectoriel de
dimension finie et EGALES. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. f est bijective
2. f est injective

3. f est surjective

Corollaire 2

Si f € Z(E) avec E un K espace vectoriel de dimension finie n
alors f est un isomorphisme de E si et seulement si rg(f) = n.
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Exemples

KX] = K[X] o
> est surjective mais pas injective
P P

R {K[X] — K[X]

est injective mais non surjective
P— XP
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Exemples
K[X] — K[X] - : L
> est surjective mais pas injective
P— P
K[X] — K[X] _— : o
> est Injective mais non surjective
P XP
» Soient n + 1 scalaires ag, ..., a, distincts deux a deux.
C K,[X] — K1
L’application est un
P+ (P(ap),.-..,P(an))
isomorphisme : quels que soient les n+ 1 réels by, ..., b, il

existe un polynéme unique P tel que
P(ao) = bo, ey P(an) = b,,.
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Théoréme

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, de dimension finie. Soit
feZ(E,F)etsoit g e Z(F,G).
1. Si g est un isomorphisme, alors rg(g o f) = rg(f).

2. Si f est un isomorphisme, alors rg(g o ) = rg(g).

Plan de la preuve

1. » On montre que Ker(g o f) = Ker(f) par double inclusion
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Théoréme

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels, de dimension finie. Soit
feZ(E,F)etsoit g e Z(F,G).
1. Si g est un isomorphisme, alors rg(g o f) = rg(f).

2. Si f est un isomorphisme, alors rg(g o ) = rg(g).

Plan de la preuve

1. » On montre que Ker(g o f) = Ker(f) par double inclusion
» Par le théoréme du rang, on déduit rg(g o f) = rg(f).

2. On montre que Im(g o f) = Im(g) par double inclusion.
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