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Ensemble des polynémes

Définition
On appelle polynéme a une indéterminée a coefficient dans K toute
suite d'élément de K nulle a partir d'un certain rang

Remarques

1. Si A= (ak)ken est un polyndme a coefficients dans K, alors :
dneN: Vk>n, a,=0.

On note alors A = (ap, a1,...,4an,0,0,...) et les nombres
ag, ai, ..., an sont appelés les coefficients du polynéme A.

2. On désigne par 0 le polynéme nul, c'est & dire le polynéme
(0,0,...).
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L Structure d'espace vectoriel

Théoréme

L’ensemble des polynémes a coefficient dans K est un espace
vectoriel pour les lois usuelles de KN

Plan de la preuve

» On montre que cet ensemble est un sous-espace vectoriel de
KN

» Si A=(ao,...,ap,0,...) et B=(bg,...,bn,0,...) sont des
polynémes et A et u deux éléments de K, alors la suite
AA + uB est nulle (au moins) a partir du rang max(p, n) + 1.
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I—F‘roduit de deux polynémes

Etant donnés A = (ax) et B = (bx) deux polynémes, on définit |a
suite C = (ck) en posant :

k

Vk eN, ¢, = Za,-bk_;
i=0

Exemples
1. SiA=(1,2,3,0,...) et B=(1,1,0,...) alors
C=(1,3,5.3,0,...).
2. SiA=(1,0,0,...) et B=(1,2,3,4,0,...) alors
C=(1,2,3,4,0,...).
3. SiA=(0,1,0,...) et B=(1,2,3,4,0,...) alors
C=1(0,1,2,3,4,0,...).



S

Polynémes

L Ensemble des polynémes

L Produit de deux polynémes

Proposition

On reprend les notations précédentes. Si
Vk > pg, ax =0 et Vk> qg, by =0,
alors la suite C définie précédemment vérifie :
Vk>po+qo, ck =0 et Cpyrgo = apebago

C est donc on polynéme.
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I—F‘roduit de deux polynémes

Preuve

» Soit k > po + qo. On considére un couple (7, ) tel que
i+j=k.Alors i > pgouj > qg. Tous les termes de la
somme Z ajb; sont nuls.

i+j=k
» Si k= pg + qo. Le seul terme de la somme Z ajb;j qui est
i+j=k
non nul est ap, bg,. Ce terme est égal 3 cpy4qp-
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I—F'roduit de deux polynémes

Définition
Le polynéme C précédemment défini est appelé le produit de A par
B et est noté A x B ou AB.

Remarques

1. On défini ainsi une loi de composition interne
2. Cette loi est
» commutative
associative
posséde un élément neutre :le polynéme (1,0,0,...)
distributive par rapport a |'addition
vérifie : pour tous polynémes A et B, pour tout A € K,

vV vy vy

(M) x B = A x (AB) = \(A x B)

3. Muni des lois précédentes, |'ensemble des polynémes a
coefficients dans K est une algébre commutative
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L Notation définitive

On note X le polynéme (0,1,0,0,...) et X° le polynéme
(1,0,0,...).

On a alors X x X = X2 =(0,0,1,0,0,...) et par récurrence, on
montrer que pour tout entier naturel k,

xk=(0,0,...,0,1,0,0,...)

On peut alors noter un polynéme A = (ag, a1, ...,an,0,0,...):
n
A=) axk
k=0

L'ensemble des polynémes a coefficient dans K se note K[X].
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On peut réécrire les énoncés précédents :
n
» Le polynome A = E ax XX est nul si et seulement si tous les

k=0
ax sont nuls;

> Si A:Zaka et B = Zkak, alors

k=0 k=0
max(n,m)
A+ B= (ak + bi) Xk,
k=0
» SiA= Zaka et B = Zkak, alors
k=0 k=0
n+m

AB=> | > aibj | X
k=0

=0 \itj=k
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L Notation définitive

Remarques

1. On appelle monéme tout polynéme du type AXX:;

2. On appelle polynéme constant tout polynéme du type
(A,0,0,...) = AX? que I'on notera simplement ).
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Polynémes
- Degré
L Définition

Soit A un polynéme non nul. L'ensemble {k € N, ay # 0} est une
partie non vide de N et majorée, donc admet un plus grand élément.

Définition

Soit A € K[X]. On définit le degré de A, noté deg(A) par :

max{k € N, a, #0} si A#0
deg(4) = {—oo siA=0
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L Définition

Remarques
n

» Un polynéme A = Z ai XX est de degré n si et seulement si

k=0
an#0;
» Dans ce cas, a, est le coefficient dominant;

» Si le coefficient dominant est 1, alors on dit que le polynéme A
est unitaire.
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Polynémes

- Degré

I—Opérations sur les polyndmes et degré

Etant donnés A et B dans K[X], on a :
1. deg(A + B) < max(deg(A),deg(B));
2. deg(AB)=deg(A)+deg(B).
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I—Opérations sur les polyndmes et degré

Polynéme dérivé

Soit P =Y"7_, axX* un polyndme de degré n > 0. On appelle
polynéme dérivé de P le polynéme :

n n—1
P'=3" kaX 1 = 5" (k + 1)agga XK
k=0 k=1

Le polynéme dérivé du polynéme nul est le polynéme nul.

Pour tout polynéme P, on a deg(P’) = deg(P) — 1.



Polynémes
L Degré
I—Opérations sur les polyndmes et degré

Intégrité de K[X]

Théoréme

VP, Q@ € K[X],

(PRQ=0 = P=0o0uQ=0)

Preuve

Soit P et  deux polynémes tels que PQ = 0. Alors

deg(PQ) = —oo. Par ailleurs, deg(PQ)=deg(P) +deg(Q) donc
nécessairement, deg(P) = —oo ou deg(Q) = —o0.

Remarque
Ce résultat est faux sur M,(K), sur F(R,R). ..
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Polynémes
- L'espace Kj[X]

Structure

Définition

Soit n un entier naturel. On note K,[X] I'ensemble des polynomes
de degré inférieur ou égal a n.

Exemples

1. Les polynédmes constants sont K,[X], pour tout entier naturel
n. En particulier le polynéme nul est dans tous les K,[X].

2. X2-2+1€eKy[X]

Pour tous entiers naturels n et m, on a

n < m= K,[X] C K,[X] C K[X]



Polynémes
- L'espace Kj[X]

Structure

Théoréme

Soit n un entier naturel. K,[X] est un espace vectoriel de dimension
(finie) n+ 1. Sa base canonique est la famille (1, X,...,X").

Preuve

» On montre que K,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X] :
» K,[X] # 0 car le polynéme nul est dans K,[X]
» Soient P et Q deux éléments de K,[X], A, i deux scalaires.
Alors deg(AP + Q) < max (deg(P); deg(Q)) donc
AP+ 1Q € K,[X].



Polynémes
- L'espace Kj[X]

Structure

» Montrons que la famille (1, X, ..., X") est une base de K,[X].
» Par définition de K,[X], c'est une famille génératrice de K,[X].
» C'est aussi une famille libre, car si dg + M X +---+ XA, X" =0,
alors le polynéme (Mg, A1,...,2,0,0,...) est le polynéme
nul, donc \g=A\1=--- =X, =0.
La famille (1, X, ..., X") est une base de K,[X]. Comme elle
contient n + 1 éléments, on en déduit que

dim(K,[X]) = n + 1
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L Bases de Kn[X]

Familles libres de K[X]

Proposition

Toute famille formée de polyndmes de degré distincts est une
famille libre de K[X].

Plan de la preuve

» On considére une famille 7 = (Py, ..., P,) une famille de n
polynémes de degré distincts

> (Vi.j, i #j = deg(P;) # deg(P;)).

» Soit A\g + A\1P1 + -+ + X, P, une combinaison linéaire nulle de
la famille F. Supposons qu'il existe un entier i tel que \; # 0.

» A ={keN, A\ # 0} est un ensemble non vide et fini.
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L L'espace K,[X]
Bases de K,[X]

Suite de la preuve

» On note N = max{deg(Px), k € A}. Il existe alors un (seul)
polynéme de la famille 7 de degré N. Notons le Py.

> Py= D mPx
KeA, k#N

> deg( Z wkPy) >deg(Py) ce qui est absurde.
kEA, k#N
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L Bases de Kn[X]

Théoréme

Soit (Py, ..., Pp) une famille de n+ 1 polynémes tels que pour
tout entier k, deg(Px) = k (on dit que c'est une famille
échelonnée). Alors cette famille est une base de K,[X].

Preuve
Soit (Po, ..., Pn) une telle famille.

> Cette famille est dans K,[X]

» C'est une famille libre de K[X] donc de K,[X] car les
polyndmes sont de degrés distincts.

» Cette famille contient n + 1 vecteurs, et dimK,[X] = n+ 1.
Conclusion : c'est une base de K,[X].

Remarque

Lorsque P = >"7_, ax XX, les scalaires (ap, ..., an) sont les
coordonnées de P dans la base canonique.
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Exemples
1. La famille (1, X, X(X — 1), X(X — 1)(X — 2)) est une base de
R3[X]
2. La famille (1, X —2,(X —2)2,(X —2)3) est une base de R3[X]
3. La famille (1, X, X3) n’est pas une base de R3[X], , ni de
Ry[X].
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I—Bases de Kj[X]

Exercices

1. On considére le polynome P de Ro[X]: P = X? —2x + 1.
Quelles sont ses coordonnées dans la base canonique ? Dans la
base (1,(X —1),(X —1)?)?

2. Quelles sont les coordonnées du polynéme P =1 — X + 3X?
dans la base (1, X, X(X — 1)) de R,[X]?

3. On consideére le polynéme P de R4[X] dont les cordonnées
dans la base (1, (X — 1), (X —1)%,(X —1)3,(X — 1)*) sont

0
1
2 |. Quels sont ses coordonnées dans la base canonique de
1
0
R4[X]7



Polynémes

L Fonctions polynomiales et racine

Sommaire

4. Fonctions polynomiales et racine
4.1 Substitution
4.2 Racine d'un polynéme



Polynémes
L Fonctions polynomiales et racine
L Substitution

Sommaire

1.1 Définition

1.2 Structure d'espace vectoriel
1.3 Produit de deux polynémes
1.4 Notation définitive

2.1 Définition
2.2 Opérations sur les polynémes et degré

3.1 Structure
3.2 Bases de K,[X]

4. Fonctions polynomiales et racine
4.1 Substitution
4.2 Racine d'un polynéme



Polynémes
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L Substitution

n
Soit P un élément de K[X], P = Z axXk. Pour a € K, on
k=0
définit :

P(a) = Z axak
k=0

On dit que I'on substitue o & X.



Polynémes
onctions polynomiales et racine
L Fonct ly les et

L Substitution

Défintion
Si P est un polynéme non nul a coefficients dans KK, de degré n, la

fonction
. K—K
P :

x — P(x)

est la fonction polynomiale associée a P
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I—Racine d'un polynéme

Soit P € K[X], et soit a € K. On dit que « est une racine de P
lorsque P(a) = 0.

Exemples

1. 2 est une racine du polyndme P = X3 — 6x% + 11X — 6

2. —% + i§ est une racine dans C de P = X%+ X + 1

3. 1+ est une racine dans C du polynéme X2 + iX —3i+1
4

. Le polynéme X2 4 1 n'a pas de racine dans R mais a deux
racines dans C.
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I—Racine d'un polynéme

Théoréme

Soit P un polynéme a coefficient dans K, et soit o € K. Alors «
est une racine de P si et seulement si il existe Q € K[X] tel que
P=(X-a)Q.

Plan de la preuve

(«=) Clest évident : S'il existe un polyndme Q tel que
P=(X—-a)Q, alors P(a) = (« — a)Q(ax) =0
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L Racine d'un polyndme

Suite de la preuve

(=) Soit « une racine de P. On suppose P # 0 et on note n le
degré de P.

» On considére la famille (1, (X — ), (X —a)?,....(X —a)").
» C'est une base de K,[X], et P € K,[X]

» |l existe donc (Ao, ...,An) n+ 1 scalaires tels que
P=X+MX—a)+ -+ (X —a)"
» Comme P(a) =0, on en déduit que Ao = 0.

v

Alors P=X(X—a)+ -+ A (X —a)"=(X - )@
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L Fonctions polynomiales et racine
Y

L Racine d'un polyndme

Exercice

Déterminer les racines dans R du polynéme

P=x3_-3X2_-13X+15
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I—Racine d'un polynéme

Conséquence

Théoréme

Soit n un entier naturel. Un polynéme de degré n a coefficients
dans K a au plus n racines distinctes dans K.

Preuve

Soit P € K,[X]. Supposons que P admette n+ 1 racines distinctes
a1,...,ap+1. On montre qu'alors, il existe un polynéme Q tel que
P=(X—-ai)...(X —apt1)Q et donc, deg(P) =n>=n+1ce
qui est absurde.
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I—Racine d'un polynéme

La formule de Taylor pour les polynémes

Théoréme

Pour tout polynéme P de degré n, pour tout a € K,

" pk)(a
P:ZL k!( )(X—a)k
k=0

ot P(K) désigne le polynome dérivée k fois de P.
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Y

L Racine d'un polyndme

Preuve
Soit P un polyndme de degré n, et a € K.
> La famille (1,(X — ), (X —a)?,...,(X —a)") est une base
de K,[X].
» Donc il existe (n+ 1) éléments de K unique tels que
P=Xo+A(X—a)+ (X —a)2+ -+ \o(X —a)".
» On montre que A\g = P(a), puis que A\; = P’(a), puis que pour

. (k)
tout entier k, Ay = Pk—!(a).
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L Fonctions polynomiales et racine
Y

L Racine d'un polyndme

Remarques

1. Un polyndme peut ne pas avoir de racine dans R (ce n'est pas
vrai dans C)

La fonction cos n'est pas une fonction polynomiale

Tout polyndme a coefficient dans R de degré impair admet
une racine réelle
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I—Racine d'un polynéme

Racines dans C

Théoréme de d'Alembert Gauss

Tout polynéme a coefficient dans K admet au moins une racine
dans C.

Exemple
> % + %i est une racine de X* + 1
> iest une racine de X3+ (=3 — 4i)X? + (-3 +8i)X +5



S
Polynémes

L Fonctions polynomiales et racine

L Racine d'un polyndme

Proposition

Soit P € R[X]. Pour tout a € C,
P(a) =0 & P(a)=0.
Exercice

En remarquant que 1+ i est une racine de P = X3 + X% —4X +6,
trouver les racines de P puis factoriser P dans R[X].
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Polynémes

L Substitution a I'indéterminée

On considére un K- espace vectoriel A, muni en plus d'une loi
interne X qui est

» Associative,
» Posséde un élément neutre

» distributive par rapport a la loi +



Polynémes

L Substitution a I'indéterminée

n
Soit P = Z axX* un polynéme.
k=0

Définition

Pour tout élément x de A, on appelle résultat de la substitution de
x a l'indéterminée X |'élément de A :

P(x) = ap.1 + Z aex”
k=1

ou 1 est I'élément neutre de A pour la loi x.



Polynémes

L Substitution a I'indéterminée

Exemples

1. Le cas A= a déja été vu

2. A= M3(R)

3. A=K]X]. Par exemple, on peut considérer P(Q) avec
P e K[X] et Q € K[X].
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