
HAP704P « Atomes, molécules et rayonnement » -2025

TD 4 : Particule dans un potentiel central

Exercice 6 : Atome d’hydrogène

Soit un atome d’hydrogène, constitué d’un proton (infiniment lourd) et d’un
électron. La position du proton défini l’origine des coordonnées et l’on étudie
le mouvement de l’électron de masse me dans le potentiel central du proton
V (r) = −e2

r .

1. Exprimer le moment cinétique L en fonction des opérateurs position X
et impulsion P.

2. Montrer que L2 = X2P2 − (X.P)2 + ih̄X.P. On fera usage des com-
mutateurs [Xi, Pj ] = ih̄δij , [Xi, Xj ] = 0 et [Pi, Pj ] = 0. On donne
(A ∧B)i = ϵijkAjBk et

∑
i ϵijkϵimn = δjmδkn − δjnδkm avec ϵ symbole

de Lévi-Civita et δ symbole de Kronecker.
3. Ecrire le hamiltonien H du système en faisant apparaître l’opérateur L2.
4. Les trois observables H, L2, Lz commutent. Les fonctions Ψ(r, θ, ϕ) =
R(r)Y (θ, ϕ) sont solutions de l’équation aux valeurs propres HΨ = EΨ.
En s’appuyant sur le fait que les Y (θ, ϕ) sont les fonctions propres des
opérateurs L2 et Lz, établir l’équation radiale satisfaite par u(r) = rR(r)
sous la forme d’une équation de Schrödinger à une dimension dans un
potentiel effectif Veff (r) à définir.

On s’intéresse aux états liés tels que E<0. On introduit les variables adimen-

sionnées ρ =

√
2me|E|
h̄ r = κr et ρ0 = e2κ/|E|. L’équation radiale devient

( ∂2

∂ρ2 − l(l+1)
ρ2 + ρ0

ρ −1)u(ρ) = 0. Le comportement asymptotique des solutions de
l’équation radiale, u(ρ) = Ae−ρ (pour ρ >> l(l + 1), ρ0) et u(ρ) = Bρl+1 (pour
ρ→ 0) amène à poser u(ρ) = e−ρρl+1v(ρ).

5. Montrer que v(ρ) satisfait :(ρ0−2(l+1)+2(l+1−ρ) ∂
∂ρ +ρ

∂2

∂ρ2 )v(ρ) = 0.

6. On suppose que v(ρ) peut être représenté par une série de Taylor : v(ρ) =∑∞
s csρ

s. En égalant les termes de puissance égale de ρ, montrer que :
cs+1 = 2(s+l+1)−ρ0

(s+1)(s+2l+2)cs.

7. La série doit avoir un nombre limité de termes. En déduire les énergies
autorisées sous la forme de la formule de Bohr en fonction d’un nombre
quantique que l’on notera n.

8. Discuter le fait que la fonction radiale est caractérisée par les deux indices
n et l et exprimer la comme Rnl(r) = rl( 1

a0n
)l+1e−r/a0nv(ρ), avec a0 un

paramètre à nommer et à définir.
9. Donner la forme des fonctions Rnl(r) pour les niveaux n = 1 et n = 2.

On ne demande pas de normaliser les fonctions.
10. Soit les Ψnlm(r, θ, ϕ) les fonctions propres de l’atome d’hydrogène. Don-

ner les valeurs des nombres quantiques n, l et m pour les états 1s, 2s et
2p.
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TD 5 : Effet Stark

Exercice 7 : Hamiltonien d’interaction Stark

L’effet Stark provient de l’interaction entre une distribution de charge et un
champ électrique extérieur. L’énergie d’interaction Vs entre une distribution de
charge contenue dans un volume V et sous l’influence d’un potentiel électrosta-
tique ϕ(r) est donnée par Vs =

∫
V ρ(r)ϕ(r)d

3r. Si le potentiel varie lentement à
l’échelle de la distribution et que l’on se contente d’un développement au pre-
mier ordre du potentiel électrostatique, l’hamiltonien Stark Vs, pour un atome
d’hydrogène placé dans un champ électrique E0 de direction ez, peut s’écrire
Vs = −eE0Z. Avec e la charge de l’électron.

1. Justifier la relation Vs = −eE0Z.
2. En laboratoire il est possible de réaliser des champs de 105V.cm−1. Dans

ces conditions, Vs peut-il être considéré comme une perturbation ?
3. Quelle est la parité de Vs ? Que peut-on en déduire sur les éléments de

matrice entre états stationnaires de H0 ?

Exercice 8 : Effet Stark des niveaux n = 1 et n = 2 de l’atome
d’hydrogène

L’atome d’hydrogène est plongé dans un champ électrique uniforme dirigé
selon l’axe z.

1. Pour le niveau n = 1 :
(a) Montrer que la correction d’ordre 1 à l’énergie est nulle. Est-ce le cas

qu’elle que soit la direction du champ électrique ?
(b) En présence du champ électrique, l’état fondamental n’est plus |1, 0, 0⟩

mais |ψ0⟩ = |1, 0, 0⟩ − eE0
∑

n ̸=1,l,m |n, l,m⟩ ⟨n,l,m|Z|1,0,0⟩
E1−En

. Montrer
qu’un moment dipolaire ⟨ψ0|eR|ψ0⟩ est induit par le champ électrique
et qu’il se réduit à −2e2E0

∑
n ̸=1,l,m

|⟨n,l,m|Z|1,0,0⟩|2
E1−En

. Conclure quant
à l’existence d’un déplacement Stark non linéaire et donner son signe.

(c) Soit α = ⟨ψ0|eR|ψ0⟩ /E0 la polarisabilité. En faisant l’approximation
que E1 − En est constant, donner les limites supérieure et inférieure
de la polarisabilité de l’atome d’hydrogène et comparer à la valeur
théorique exacte α = 4.5a30. On remarquera au préalable que, dans
ces conditions, la somme

∑
n ̸=1,l,m peut s’étendre à tous les n.

2. Pour le niveau n = 2 :
(a) Représenter la restriction de Vs au sous-espace n = 2. Les éléments

de matrice non nuls sont tous égaux et seront notés γE0.
(b) Donner les états propres et les énergies propres. La dégénérescence

du niveau n=2 est-elle levée ?
(c) Donner une expression de γ.

Formules :
∫∞
0
e−rrndr = n! ; Y 0

0 =
√

1
4π ;Y 0

1 =
√

3
4π cos θ ; Y ±1

1 = ∓
√

3
8π sin θe±iϕ ;R10 =

2
√

1
a3
0
e−r/a0 ;R20 = 2( 1

2a0
)

3
2 (1− r

2a0
)e−

r
2a0 ;R21 = 1√

3
( 1
2a0

)
3
2

r
a0
e−

r
2a0 .
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TD 6 : Structure fine des niveaux 2P de l’atome d’hydrogène en
champ magnétique

Exercice 9 : Couplage spin-orbite et effet Zeeman anormal

Dans l’atome d’hydrogène, le couplage spin-orbite provient de l’interaction
entre le moment magnétique intrinsèque MS = eS/mec et un champ magnétique
B apparaissant dans le référentiel propre de l’électron en mouvement à la vitesse
v dans le champ électrostatique du proton E. Ce champ B est prédit par la
relativité restreinte et s’exprime comme B = − 1

cv ∧ E.

1. Montrer, au facteur 1
2 près, que le terme d’interaction spin-orbite Wso

peut se mettre sous la forme :

Wso =
e2

2m2
ec

2

1

R3
L.S (1)

2. On note J = L + S le moment cinétique total de l’électron. Après avoir
exprimé L.S en fonction de J2, L2, S2 justifier qu’il convient d’utiliser une
base d’états propres |n, l, s = 1

2 , j,mj⟩ communs à L2, S2, J2 et Jz pour
traiter l’interaction spin-orbite. Pourquoi n’est-il pas préférable d’utiliser
une base d’états propres communs à L2, Lz, S2, Sz ?

3. Calculer la correction à l’énergie des états 1s, 2s et 2p due au couplage
spin-orbite. On donne < 1

R3 >21=
1

24a3
0
.

Le système est plongé dans un champ magnétique uniforme B. L’électron voit
son énergie cinétique modifiée et valant (P− e

cA)2/2me avec le potentiel vecteur
A = 1

2B ∧ r.
4. Montrer, si l’on se restreint au premier ordre en champ, qu’il apparait le

terme Zeeman Hz = − e
2mec

L.B dans l’hamiltonien.

Il faut y ajouter l’interaction avec le moment magnétique de spin de
sorte que, pour un champ magnétique B0 appliqué dans la direction z,
l’hamiltonien d’interaction avec un champ magnétique prend la forme
HB = − eB0

2mec
(Lz + 2Sz) (effet Zeeman anormal).

5. On se place dans la situation où le champ magnétique est suffisament
faible pour que HB puisse être traité comme une perturbation vis à vis de
H0+Hso. On veut déterminer les décalages en énergie ∆EB des niveaux
2p au premier ordre en champ. (On s’aidera des données du TD 3)
(a) Exprimer HB en fonction de Jz et Sz.
(b) Justifier que HB est diagonal dans la base |j = l ± 1/2,mj⟩ et en

conclure que ∆EB = − eB0

2mec
< Jz + Sz >j=l±1/2,mj

(c) Exprimer ∆EB en fonction de mj et l et tracer les déplacements des
niveaux en fonction de B0.
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