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En guise de motivation

A T’inverse de 1’algebre et de la géométrie, étudiées depuis I’ Antiquité, notamment en relation
avec |’architecture, 1’analyse est un domaine relativement récent des mathématiques. Si une école
indienne d’analyse locale, fondée par Madhava (1350-1425), existe des le XIVE™ siecle, il faut
attendre le XVII*™ siécle pour en voir le développement en Europe avec Leibniz (1646-1716)
et Newton (1643-1727), qui fondent le calcul infinitésimal. La notion de dérivée d’une fonction
d’une variable réelle, bien connue des étudiant-e-s de L1, remonte a leurs travaux. De nombreux
outils, tels les développements en séries ou la fonction exponentielle, sont ensuite introduits par
Euler (1707-1783). Au XIX®™ siecle, Bolzano (1781-1848) et Cauchy (1789-1857) formalisent
’analyse et proposent la définition « en (¢, d) » de la limite. Ces travaux sont finalement consoli-
dés par Weierstrass (1815-1897).

Les cours d’analyse de L1 portent sur les notions de nombres réels, de fonctions d’une va-
riable réelle, et de suites numériques. Deux idées centrales dans ce cours seront la notion de
limite d’une suite ou d’une fonction et la notion d’approximation locale d’une fonction réelle.
Ces notions peuvent paraitre simplistes a premiere vue, et les exigences de formalisme de 1’en-
seignant peuvent sembler absurde, tant de nombreux résultats sont « évidents » pour celles et
ceux qui s’en font de bonnes représentations mentales. Toutefois, le rapport intuitif aux mathé-
matiques devient délicat, voir impossible quand on s’intéresse a des objets plus compliqués, par
exemple des fonctions de plusieurs variables, ou bien des fonctions non dérivables.

A titre d’exemple et pour encourager I’étudiant-e intéressé-e par les mathématiques 2 persé-
vérer ce semestre, voici quelques images d’objets mathématiques plus complexes et souvent plus
bizarres que ceux étudiés en L1.

Voici d’abord 1I’escalier de Cantor (1845-1918) :




11 s”agit du graphe de la fonction de Iintervalle [0, 1] dans lui-méme obtenue comme suit. A
I’étape 1, on part de la fonction f;(z) = x, représentée par une ligne droite, et on la remplace
par la fonction f(z) «la plus simple » valant 1/2 sur I’intervalle « tiers du milieu » [1/3,2/3] et
OenOet1en 1. Puis on recommence le processus en remplagant les deux « diagonales » de f,
par des lignes brisées « au tiers du milieu plat » pour obtenir f5, et ainsi de suite.

A 1la limite (laquelle ?), on obtient encore une fonction (en étes-vous sfir-e ? pourriez-vous
en donner une « formule » ?). Cette fonction étrange est une fonction dérivable presque partout
(qu’est ce que cela signifie ?) de dérivée nulle presque partout, mais pourtant strictement crois-
sante. A revoir en L3.

La théorie de Fourier (1768-1830) est une des grandes réussites de 1’analyse mathématique.
Elle permet d’écrire n’importe quelle fonction périodique intégrable (encore un mot a découvrir
en L2) comme une somme infinie (donc en particulier comme une limite) de fonctions trigono-
métriques sin(mkxz /L) et cos(mkxz /L) ou L est la période et k un entier positif. Par exemple, la
fonction « créneau » f(x) valant 1 sur [0, L[ et —1 sur [L, 2L[ et de période 2L satisfait :

4 & 1 T
= 1. — 31 (44— )
/(@) n oo Zk—o k1 ka

pour tout z qui n’est pas un multiple de L. L’ image suivante représente cette fonction créneau et
ses approximations pour n € {1,2,3,4,5}.

Jix)
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Fourier lui-mé&me était tellement surpris par ce phénomene qu’il avait du mal a y croire. Pourtant,
cela fonctionne, et cette technique est aujourd’hui énormément utilisée en traitement du signal, a
la base de nombreuses techniques de transmissions d’informations. Les séries (sommes infinies)
de nombres et de fonctions seront vues en L2 et L3.

Un point de vue tres pratique sur les fonctions réelles d’une variable réelle consiste a tracer
leur graphe dans le plan cartésien. Par exemple, la fonction f est dérivable en x si et seulement
si le graphe admet une tangente non verticale au point d’abscisse x,. Cette visualisation n’est
pas possible pour des fonctions de R” dans R? pour p, ¢ > 2. L’étudiant-e devrait déja méditer le
cas « simple » des fonctions réelles de deux variables réelles, c’est-a-dire les fonctions R? 5 R,
représentables par des surfaces, et ot I’on voit apparaitre des singularités variées. Par exemple,

¥
0.0~

représentent les graphes des fonctions

flz,y) = e @) a gauche, g(z,y) = /Ty au centre, h(x,y) = 5
T

Y a droite.

+ 92
L’étude analytique des fonctions de plusieurs variables sera I’objet du cours de calcul différentiel
en L2. Plus généralement, les fonctions de plusieurs variables sont un outil de base pour I’étude
de la géométrie différentielle (a voir en Master), qui étudie les surfaces et leurs généralisations
en dimension > 3.

Euler Characteristic for each one

2 0 2

Plus élémentaires, les fonctions de R dans RY, représentées par exemple par les courbes du plan
pour ¢ = 2, de I’espace pour ¢ = 3, que I’on étudiera ce semestre, présentent déja des singularités
surprenantes pour les fonctions usuelles. Avec des fonctions plus abstraites, on peut obtenir des
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phénomenes trés étranges, comme une courbe continue de ’intervalle [0, 1] dans R? qui recouvre
entierement le carré unitaire. Peano (1858-1932) a eu I’idée d’une telle courbe, continue, mais
pas dérivable, que I’on peut imaginer par les dessins suivants :

Donner un sens précis a cette « courbe » demande déja une rigoureuse précision.

Les équations différentielles et les équations aux dérivées partielles sont essentielles pour
décrire les phénomenes physiques. Leur étude est tres délicate. Par exemple, pouvez-vous trouver
une fonction réelle satisfaisant

(6f(x) —1)f'(z) — f3(z) = 0 pour tout z € R,

ou f (3)(1‘) désigne la troisieme dérivée de f ? Cette équation différentielle est liée a I’équation
différentielle de Korteweg et de Vries (KdV), qui décrit I’évolution d’une vague dans un canal
étroit.

Ou encore, pouvez-vous trouver une fonction ¢(¢, x, y) de trois variables telle que

2 2
gf — g;f — gyf =0etVe,y € R, ¢(0,2,y) = :621+y2?
Cette équation aux dérivées partielles est appelée « équation de la chaleur ». Elle décrit I’évolu-
tion de la température d’une piece en fonction de la température initiale ¢(0, ., .).

Mais avant tout, de telles fonctions existent-elles ? Sont-elles uniquement déterminées par
I’équation ? Si oui, peut-on les exprimer avec des fonctions usuelles ? Sinon, peut-on en calcu-
ler une bonne approximation ? Que signifie « approcher une fonction » ? Et comment le faire
efficacement ?

Voila des questions naturelles. Les techniques utilisées pour y répondre vont de 1’analyse
fonctionnelle, ou 1’on étudie des espaces vectoriels de fonctions et des transformations de ces
espaces vectoriels (cela permet par exemple de montrer I’existence de solutions), a 1’analyse
numérique, discipline centrale des mathématiques appliquées, pour fournir des solutions « par
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ordinateur » aux physiciens, biologistes, ingénieurs, etc. Ces sujets seront étudiés a divers ni-
veaux d’avancement en Licence et Master.

Enfin, I’étudiant-e de L1 a souvent tendance a penser que les fonctions continues sont déri-
vables, sauf peut-&tre a quelques points spécifiques, comme le montre 1’exemple de la fonction
valeur absolue. Pourtant, les fonctions continues mais dérivables en aucun point non seulement
existent, mais sont méme tout a fait naturelles du point de vue de I’analyse stochastique (qui
méle analyse et probabilités), treés utilisée en finance notamment. Son étude ne sera pas abordée
avant le niveau Master, mais I’étudiant-e de L1 devrait garder en mémoire I’image suivante de
fonctions « cours de la bourse » :

T T
0 0,25 0,50 0,75 1

Ces fonctions sont continues sur [0, 1] mais dérivables en aucun point. On observera aussi que
les minima locaux de telles fonctions sont denses dans leur intervalle de définition.

Ces exemples nombreux, et souvent surprenants montrent que 1’analyse est une discipline
riche. Son développement historique, bien que relativement cours (plus de trois siecles quand
méme) a été riche de rebondissements. La notion de nombre réel, qui peut paraitre intuitive, n’a
véritablement été conceptualisée qu’a la fin du XIX®™ siecle, en relation avec I’introduction de
la logique moderne. D’ailleurs, 1’étudiant-e attenti-f-ve aura remarqué qu’au premier semestre,
nous n’avons pas défini les nombres réels, mais seulement énoncé la propriété fondamentale de
R, a savoir que toute partie non-vide majorée admet une borne supérieure (ne pas confondre avec
maximum).

La notion d’application vue au premier semestre (quelque chose qui va d’un ensemble départ
X vers un ensemble d’arrivée Y et qui a chaque élément de X associe un unique élément de Y))
date aussi de cette époque, tout comme les notions de limites de fonctions ou de suites que nous
étudions en L1. Ce formalisme est crucial pour I’étude des objets mathématiques évoqués dans
cette introduction et de bien d’autres.

C’est pour cela que I’étudiant-e de L1 doit apprendre a exprimer et rédiger de maniére
précise et formelle les énoncés mathématiques que nous allons étudier ce semestre, bien que
parfois (mais heureusement pas toujours) ils lui paraitront « évidents ».
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Chapitre 1

Suites numériques

1.1 Généralités

1.1.1 Définition

Définition 1.1.1. Une suite réelle est une application de N dans R

u: N —- R
n o = un)=u,

c’est-a-dire qu’une suite associe a chaque entier n € N un nombre réel, noté généralement u,,
ou plus rarement u(n). On note cette suite (U, )neny 0U (Uy)n>0 OU encore (uy,). Le nombre réel
u, € R est le n'" terme de la suite.

Deux suites (u,,) et (v, ) sont égales si et seulement si elles sont égales en tant qu’applications,
c’est-a-dire si et seulement si elles coincident terme a terme : Vn € N, u,, = v,,.

Dans la définition, on peut remplacer 1’ensemble de départ N par un ensemble de la forme
{ng,no + 1,n9 + 2, ...} pour un ng € N fixé, et une telle application est encore appelée une

. . 1 i
suite. On la note alors (uy, ),>n,. Par exemple, la suite <> n’est pas définie en 0.
- n
n>1

Remarque 1.1.2. Nous étudions ce semestre les suites réelles, mais de nombreux énoncés s’ap-
pliquent aussi aux suites complexes. Si (z,,),en st une suite complexe, alors pour chaque entier
n € N, le nombre complexe z, s’écrit de maniere unique z,, = z, + 1y, avec x,,y, € R. Les
réels z,, et y, sont appelés respectivement partie réelle et partie imaginaire de z,,. L'étude de la
suite (z,) peut donc se ramener a 1’étude des deux suites réelles (z,,) et (yy,).

Il existe plusieurs manieres de définir une suite. La plus classique est d’utiliser une formule
explicite, par exemple

° VnEN,un:nQ—B,
0 sin pair

oVnGN,vn:{ . .
1 sin impair.



On peut aussi utiliser une formule de récurrence qui permet de calculer w,; en fonction des
termes ug, U1, - . . , U,. Par exemple,

e ug=1letVn € N u,1 = Vu, + 1.
Dans ce cas, il faut étre prudent (voir section 1.6), car une telle formule de récurrence ne définit
pas toujours une suite. Par exemple avec ug = 1 et u,+1 = Vu, — 2, le terme u; n’est pas défini !
Une définition par récurrence peut étre plus compliquée :

o ug=a R uy=beRetVn € N u,11 = 2up11 — Up.

Il y a aussi bien d’autres manieres de définir une suite, par exemple
e la suite des décimales de T,

e la suite des temps oll une comete passe au périgée, etc.

1.1.2 Représentations graphiques

Il est parfois commode de se représenter graphiquement une suite. Pour cela, il y a deux
possibilités. On peut la dessiner dans le plan cartésien comme une fonction réelle. Par exemple,

. . 1
on represente ci-dessous la suite ( .
n>1

n
Up

Uy
1---»

| . o 1

! La suite de terme général u,, = —.

| n
1 3 U2
=Y i
% ””L”J””?ﬁ?)
1 A
: | | | | L4 .6 Uz us

l l l l l l ° ® . ° °

1 2 3 4 5 6 7 8 n

Une autre possibilité est de la représenter sur la ligne réelle. Dans ce cas, on ne dessine que
I'image Im(u) = {u,|n € N} de la suite, c’est-a-dire I’ensemble des valeurs prises. Il est alors

essentiel de se souvenir de I’ordre des termes. On dessine une nouvelle fois la suite <> .
n>1

n
L. Us Uy U3 Ug Uq
0 11 1 1 1 R
54 3 2

11 ne faut pas confondre la suite (u,),cn et I’ensemble

Im(u) ={u, |IneN}={zr eR|3In e Nu, =z}

2



des valeurs prises par la suite (c’est I’ensemble image de 1’application u de la définition 1.1.1).
Ce dernier ne tient pas compte de 1’ordre des termes, ni des répétitions.

1.1.3 Quelques propriétés élémentaires

Dans I’étude des suites, on va s’intéresser a leurs propriétés, et aux relations entre ces pro-
priétés. On retrouve d’abord I’analogue de propriétés bien connues pour les fonctions réelles.
Définitions 1.1.3. Soif (u,,),en une suite réelle. On dit que (u,,) est

e constante si 3c € R, Vn € N, u,, = ¢,

e périodique si Ip € N*, Vn € N, w4, = uy,

e croissante siVn € N, Vm € N, m > n = u,, > u,,

e décroissante siVn € N, Vm € N, m > n = u,, < u,.

I1 est équivalent (cf. le TD) de dire qu’'une suite est croissante (resp. décroissante) si Vn €
N7 Un+1 Z Unp, (resp- S un)

Exercice 1. Démontrer formellement que si (u,) est croissante et décroissante, alors (u,,) est
constante.

Il peut étre intéressant de savoir qu’'une suite a une certaine propriété a partir d’un certain
rang. Par exemple, la suite de terme général u,, = (n — 1)? n’est pas croissante, car uy = 1 >
0 = wy. Mais elle est croissante a partir du rang 1, c’est-a-dire que Vn > 1,Vm > 1,m > n =
Uy, = Up,.

Définition 1.1.4. Soit Ny € N et (u,,)nen une suite réelle. On dit que (u,,) est

e constante a partir du rang Ny si 3c € R, Vn > Ny, u, =c¢

e croissante a partir du rang Ny siVn > Ny, Ym > Ny, m > n = Uy, > Uy,

e décroissante a partir du rang Ny si Vn > Ny, Ym > Ny, m > n = U, < Up,.

On dit que (u,,) est constante (resp. croissante) a partir d’un certain rang s’il existe Ny € N telle
que (u,) est constante (resp. croissante) a partir de Ny.

Bien siir, on définit de la méme maniere les suites périodique ou décroissante a partir d’un
certain rang. Notez qu’une suite constante a partir d’un certain rang est dite stationnaire. Plus
anecdotiquement, une suite périodique a partir d’un certain rang est dite ultimement périodique.

Exercice 2. On note [x] la partie entiere du nombre réel . Montrer que la suite (u,,),>; de terme

1 : :
general U, = |—| est stationnaire.
n

Une suite réelle étant une application a valeurs dans R, on peut lui associer les notions de
majorant, de minorant et de borne.

Définitions 1.1.5. Soit (u,),en une suite réelle.
e Soit M € R. On dit que M majore la suite (u,,) si Vn € N, u,, < M.



o La suite (u,) est majorée s’il existe un réel M qui majore (u,,) ¢’est-a-dire si
dIM eR, VneN, u, <M.

e Soit m € R. On dit que m minore la suite (u,) si Vn € N, u,, > m.

e La suite (u,) est minorée s’il existe un réel m qui minore (u,,) ¢’est-a-dire si
dmeR, Vn €N, u, >m.

e Soit C' € R. On dit que C borne (uy,,) siVn € N, |u,| < C.

o La suite (u,) est bornée s’il existe un réel C' qui borne (u,,), c¢’est-a-dire si

AC eR, VneN, |u,| <C.

On notera (cf. le TD) qu’une suite est bornée si et seulement si elle est majorée est minorée.

On observera également que la suite (u,) est majorée par M si et seulement si le sous-
ensemble Im(u) = {u, | n € N} de R est majoré par M en tant que partie de R, et de méme
pour les cing autres points.

Exercice 3. Soit (u,) une suite réelle. Montrer que les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. (u,) est majorée,
2. (u,) est majorée a partir d’un certain rang.

Soit M un réel. Donner un contre-exemple montrant que les deux assertions suivantes ne sont
pas équivalentes :

3. (u,) est majorée par M,

4. (u,) est majorée par M a partir d’un certain rang.

1.2 Suites convergentes

Définition 1.2.1. Soit (u,,) une suite réelle et { un nombre réel. On dit que la suite (u,,) converge

vers ¢ si
Ve>0, INeN, Vn>N, |u,—/{<e.

On note alors u,, — { ouencore lim wu, = {, et on appelle ¢ la limite de la suite.
n—-+o00 n—-+o00

La valeur absolue |u,, — ¢| mesure 1’écart entre le terme w,, et la limite . On a :

lup, — | <e <— —e<u,—(l<¢
— l(—e<u,<{l+c¢
= u, €l —¢el+el]

La définition ci-dessus s’interprete comme « quelle que soit la précision € demandée, il existe
un rang N a partir duquel I’écart entre le terme u,, et la limite ¢ est majoré par € ».
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Représentation « comme une fonction » d’une suite convergente :

Up A
euUs
b4l
Uy
[ Y03 [ J
N . o
14 oo
o -
OUN1
b—cf-mmmmmmmm
o Us
L X151 Pour n > N, les termes u,,
¢ Ug sont « dans le tube gris ».
N
Représentation « par I’image dans R » d’une suite convergente :
Up U1 Us  UN+1,.. U2 UN Ug us
‘ . . . | —— s ——— .
‘ t t t — — t
0 l—¢ 14 (+e

Pour n > N, les termes w,, sont dans [{ — &, + ¢].

FIGURE 1.1 — Illustrations de la définition d’une suite convergente.
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La compréhension de cette définition peut étre aidée par les représentations graphiques des
suites, voir Figure 1.1.

Remarques 1.2.2.

e Un point clé de la définition est qu’un tel rang doit exister pour toute précision € > 0
requise, aussi minuscule soit-elle. Par conséquent, pour une suite donnée, le rang N dépend
de e.

e Notez que considérer la limite d’une suite revient a faire tendre n vers I’infini, ce qu’on
note n — +oo. La limite « quand n tend vers I'infini » d’une suite étant en général la
seule limite intéressante de la suite, on 1’appelle simplement la limite de la suite. C’est
tres différent avec les fonctions, qui peuvent avoir des limites intéressantes en tout point
adhérent a leur domaine de définition (cf. le semestre 1).

1
Exemple 1.2.3. La suite <> converge vers 0.
N/ p>1

Démonstration. Soit € > ( arbitraire. Soit N un entier tel que N > — (un tel entier N existe
€

1
bien, par exemple N = [] + 1 ot [x] est la partie entiere du réel x). Maintenant, si n > N, on
- Sin = IV

aaussin > — etdonc — < ¢ (on utilise ici que les deux membres de la premiere inégalité sont
€ n

o 1 Lo P
positifs). De plus |u,, — 0] = |—| = —. L’inégalité précédente se réécrit donc |u,, — 0| < e.
n| n —_—
(Les parties soulignées de la démonstration correspondent aux différents éléments de la défi-
nition 1.2.1.) ]

Proposition 1.2.4 (Unicité de la limite). Soif (u,)nen une suite réelle, et soient {, (' € R. Si (u,,)
converge vers ( et (u,,) converge vers l', alors { = {'.

Cette proposition semble évidente, mais notre objectif est d’en donner une preuve formelle
basée directement sur les définitions que nous avons données ci-dessus. Pour cela, on utilise la
célebre

inégalité triangulaire : Va,b € R, |a + b| < |a| + |b|. (Revoir sa démonstration en TD.)

Démonstration de la proposition 1.2.4. (a savoir faire) On procede par 1’absurde, en supposant
=
¢ #{'.Onpose gg := |3’ > 0.
Comme (u,,) converge vers /, il existe N; tel que Vn > Ny, |u,, — £| < &o.
Comme (u,,) converge vers £, il existe N tel que Vn > No, |u,, — /| < .



Il n’y a pas de raison a priori que NV; et Ny soient égaux. Mais si on pose N = max(Ny, N),
alorsonaVn > N, |u, — ¢ < &g et |u, — ¢'| < &o. On en déduit que

-0 = [0 —u,+u, 1|
< |0 —uy| + |u, — ¢'| par I'inégalité triangulaire
< 0= up| + 0 — |

IN

2
co+e0=2e = g\f - 0.

Comme 3 < 1, c’est une contradiction si [/ — ¢'| > 0. (Létudiant-e est invité-e a faire des
représentations graphiques pour comprendre le choix de ¢.) 0l

Définition 1.2.5. Soit (u,,) une suite réelle.
e On dit que (u,,) converge s’il existe { € R tel que (u,) converge vers .

e On dit que (u,,) diverge si (u,) ne converge pas.

La notion de suite convergente est utile car elle permet de mentionner qu’'une suite admet
une limite réelle sans devoir préciser quelle est sa limite (on verra avec 1’expérience qu’il est
souvent beaucoup plus difficile de déterminer la limite d’une suite que de simplement montrer
son existence).

Proposition 1.2.6. Soit (u,) une suite réelle. Si (u,,) converge, alors (uy,) est bornée.

La réciproque est fausse. On vérifiera a titre d’exercice que la suite de terme général u,, =
(—1)" est bornée et divergente.

Démonstration. (a savoir faire) On considere une suite convergente (u,) fixée. Notre objectif
est de trouver un réel C' tel que Vn € N, |u,| < C.

Comme (u,,) converge, on sait qu’il existe un réel ¢ tel que (u,,) converge vers ¢, ¢’est-a-dire
queVe >0, AN €N, Vn > N, |u, — (| <e.

En particulier pour £ = 1 > 0, il existe un rang N; tel que ¥Vn > Ny, |u, — ¢| < 1.

Or |u,| = |u, — 0+ 1) < |u, —£| + |¢| par inégalité triangulaire. A fortiori, Vn > Ny, |u,| <
1+ |¢]. Cela signifie que (u,,) est bornée par 1 + |¢| a partir du rang V;.

On pose finalement C' = max{|ugl, |u1], ..., |un,—1|,1 + |¢|} (le maximum existe car cet
ensemble est fini avec N; + 1 éléments).
OnabienVn € N, |u,| < C. O

Définition 1.2.7. Soif (u,,),ecn une suite réelle.

e On dit que (uy,) tend vers +00 si
VAeR, IN €N, Vn > N,u, > A.

On le note u,, — —+00 ou encore lim u, = +oc.
n—+o0o n—+o0o



e On dit que (u,,) tend vers —oo si
VBeR, AN €N, Vn> N,u, < B.

On le note u,, — —ooou lim u, = —oc.
n—+o0o n—-+o0o

Exercice 4. Montrer que (u,) tend vers —oo si et seulement si la suite (v,,) de terme général
v, = —u, tend vers +o00.

Exercice 5. Si (uy,,) tend vers 400, alors (u,,) diverge.

Exemple 1.2.8. La suite (u,,),cy de terme général u,, = n? tend vers +oo.

Démonstration. Soit A > 0 arbitraire. Soit /N un entier tel que N > v A (un tel entier /V existe,
par exemple N = [V A] + 1 ot [z] est la partie entiere du réel x). Alors pour tout n > N, on a

n > N donc n > VA, donc n? > A, ¢’est-a-dire u,, > A.
Si A < 0, alors pour tout n > 0, on a u,, = n? > A. La définition est valide pour N =0. [

Les exemples 1.2.3 et 1.2.8 se généralisent par la proposition suivante (qui se démontre de la
méme fagon).

Proposition 1.2.9. Soit p € Z, alors

1. sip >0, alorsn”® — 400,
n—+o0o

2. sip <0, alorsn® — 0.
n—-+00
On rappelle que par convention, Vo > 0, z° = 1, de sorte que la suite (n”) est la suite
constante égale a 1.
On rappelle aussi que si , 7 > 0 sont deux réels strictement positifs, alors 2" = ¢""@ > (
est bien défini. On a encore n” — +o0.

n—-+o0o

Proposition 1.2.10. Soit g € R, alors

1. sig>1,alors " — o0,
n—+o0o

2. silql <1, alors " — 0.

n—-+00

Démonstration. Voir le TD pour une démonstration sans la fonction exponentielle. On y étudiera
aussi la suite (¢") pour les autres valeurs réelles de g. Ll

1.3 Opérations sur les limites

Pour étudier la convergence d’une suite donnée par une formule, on utilise rarement la défi-
nition. A la place, on se ramene souvent a des suites bien connues en décomposant la formule
par les opérations usuelles. On déduit alors la limite par le théoréme suivant :



Théoréme 1.3.1. Soient (u,)nen et (Vn)nen. On suppose que u, —+> { et v, —+> ¢ avec
n——+0oo n—-+0oo
0,0 € RU{—00,+00}. Alors

. la suite valeur absolue satisfait |u,| — |{|,
n—-+00

~

. VX € R, la suite multipliée par le scalaire A satisfait \u, — M,

n—-+o0o

. la suite somme satisfait u,, +v, — -+,
n—-4o00

2
3
4. la suite produit satisfait u,v, — 0,
5

n—-+o00

. si € #£0, alors il existe un rang N tel que ¥n > N, u,, # 0 et la suite inverse (bien définie

. a1
a partir du rang N ) satisfait — — -.
Uy n—+00 l

Le sens des opérations est clair pour £ et ¢’ réels (non nuls pour inverser). Dans le cas ol I’'une
des deux limites est infinie, le théoréme s’ applique avec les regles de calcul suivantes :

e Limite de la suite somme (u,, + vy,) :

g/
, —00 eR +00
—00 —00 —o0 | indéterminée
leR —00 L+ 0 400
+00 indéterminée | +oo +o0
e Limite de la suite produit (u,v,) :
f’
—00 0 <0 /=0 ¢ >0 400
—00 +00 +o00 | indéterminée | —oo —00
<0 400 —00
(=0 indéterminée o indéterminée
>0 —00 +00
+00 —00 —00 \ indéterminée \ +00 +00

e [a valeur absolue de 400 correspond a +-oc et la valeur absolue de —oo correspond aussi

a +o00.

e [’inverse de o0 correspond a 0. L’inverse de —oo correspond aussi a 0. Par contre, I’in-

verse de zE€ro est indéterminé.




Remarque 1.3.2. Ci-dessus, I’adjectif « indéterminé » signifie que le théoréme ne donne pas de
réponse. Par exemple, les suites u,, = n? — +ooetuv, = — —> 0 ontdes limites connues.

n—-+oo n n—+o0
Le théoréme ne détermine pas la limite de la suite produit (u,v,,). Pourtant, on peut trouver cette
2

.. . . n . .
limite en faisant un calcul direct u,v, = — =n — 4o0. (L'étudiant-e pourra montrer que
n n—+o0o

n —+> —+o0 en s’inspirant de I’exemple 1.2.8.)
n—-+oo

Le théoréme ne donne pas cette réponse parce qu’on peut trouver d’autres suites u,, —
n—-+oo

+ooetv, — O telles que lalimite de la suite produit (u,v,) n’est pas +oo. A titre d’exercice,
n—-+00

I’étudiant-e pourra chercher deux telles suites dont le produit tend vers 0.
Nous verrons plus loin (cf. corollaire 1.5.5) le cas plus général de la composition d’une suite
par une fonction continue.

Démonstration (partielle) du Théoreme 1.3.1. (a savoir faire) Notre but n’est pas de donner une
preuve complete de tous les cas de suites traités par ce théoreme, mais de bien comprendre com-
ment on démontre ce type de résultats. L’enseignant-e a donc choisi quelques cas emblématiques.

Preuve du 2. avec ( réel. On suppose que u,, —> (et A € R. On doit montrer que

n—-4o0
A, — M.
n——+00
. L. .. S e. &
Soit € > 0 arbitraire. On utilise la définition de u,, — / avec &’ = ’7 > (. Cela assure
n—-+o0o
I’existence d’'un rang N € N tel que
€
Vn > N, lu, — €| <&'= —

Al
c’est-a-dire  |A||u, — ¢| <,
c’est-a-dire  |[Au, — M| < e.

Preuve du 3. avec {, (' réels. On suppose que u,, — {etv, — £'.On doit montrer que

n—-+oo n—-+o0o
Up +v, — L+ 1.
n—-+oo
. . . 3
Soit £ > 0 arbitraire. Soite’ = = > 0.
Comme u,, — ¢, il existe un rang N, tel que
Vn > Ny, |u, — €] < €. (1.1)

Et comme v,, — ¢, il existe un rang N, tel que
Vn > N, |v, — '] < €. (1.2)
On pose N = max(/Ny, N»). On a alors Vn > N
[(tn +vn) — (0 + 1))

|ty — €4 v, — 1]

|, — €] + |v, — '] par inégalité triangulaire,
g + ¢ par (1.1) et (1.2)

= 2 =¢e

INIA
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Preuve du 4. avec (, (' réels. On démontre d’abord le

Lemme 1.3.3. Si s, — Oett, — 0, alors s,t, — O.

n—-+o0o n—-+o00 n—-+o00

Démonstration du Lemme 1.3.3. Soit ¢ > 0 arbitraire. Soit &’ = /¢ > 0. Comme s,, — 0, il

n—-+o00
existe N tel que Vn > Ny, |s,| < &’. Etcomme t,, — 0, il existe Ny tel que Vn > No, |t,,| <
n—-+00
/. On pose N = max(Ny, Ny), et alors Vn > N, |s,t,| = |s,||ta] < & = e. (L'étudiant-e
remarquera la similarité avec la preuve du 3. ci-dessus.) OJ

On considére maintenant nos deux suites u,, — fetv, — {.Onpose s, = u, — £ et
n—+o00o n—-+o00

t, = v, —¢.Onadonc s, = {—0=0ett, - ¢' — ¢’ &’ apres la somme des limites (3.).
n—-+0oo n—-+0oo
On peut alors développer le produit
UnUp = (S0 + ) (tn + ') = sptn + sl + Ct, + 00 (1.3)
Or s,t, — 0d’apreslelemme 1.3.3,s,/ — Oetft, —> 0d apreslamultiplication par
n—-+o00 n—-+00 n—-+oo
un scalaire des limites (2.), et £/’ —+> 00" évidemment. En utilisant une fois de plus la somme
n—-+0oo
des limites (3.), on déduit de (1.3) que u,v,, - 0+0+0+00 =200, O
n——+0oo

L’étudiant-e doit étre capable de traiter les autres cas du théoréme, par exemple démontrer
quesiu, — ¢€Retv, — +o0,alorsu, +v, — +oo.
n——+00 n——+00 n—-+o0o
Le cas de I'inverse (5.) est a peine plus délicat et sera traité en TD en admettant que si ¢ # 0,

alors il existe un rang N tel que Vn > N, u,, # 0. Cette derniére hypothese sera justifiée par la

section suivante.
n*—n

Exemple 1.34. Onau, = —— — +oc.
n2+1 notoo

Démonstration. On factorise

nt—n _n'(l-g)  ,l-gg
Up = 2 == B 1 =N 1 .
6n2+1  n2(6+ ) 6+ 7
1
D’apres la proposition 1.2.9, on a — = n=® —> 0, donc, par somme des limites, 1 —

’n,3 n——4o00

1 1 1 1
— — 1. De méme, 6 + — — 6, et par inverse de limite, ——— — 6 Par produit,

n3 n—o+oo N2 n—+oo n T ol
_#— 1_i ; _>1Enﬁnd’a \1 L. 129 9

6+ = - ( n3> <6+n12> 5 , d’apres la proposition 1.2.9, on a n o +00,

et par produit, u,, e +00. -

Exemple 1.3.5. Soient (v,) et (w,) deux suites telles que v, - 0, wy, - OetVn €
n—-+00 n—-+oo

N, w,, # 0. On considére la suite de terme général u,, = —-. A la question « que peut-on dire de
n

(u,) ? », la réponse est « RIEN ».
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) L . v
En effet, n’importe quelle suite réelle (u,) peut s’écrire sous la forme u,, = — avec deux

w'ﬂ
suites (v,,) et (w,,) ayant ces propriétés. Pour cela, il suffit de poser
1 _ 1 .
— 81 |U,n’ > 1, 2 81 ‘Un| > 17
VneN, v, =< u . etw, =4 —= i <
sy Un _n si0 < ’un‘ S 17 n n si0 < |Un’ S 1,
n
0 siu, =0, wn:ﬁ siu, = 0.

S|

1
On vérifie aisément que Vn € N, |v,| < — et |w,| <
n

1.4 Limites et inégalités

1.4.1 Lien entre le signe de la limite d’une suite et le signe de ses termes

Proposition 1.4.1. Soit (u,)nen une suite qui converge vers { € R. Si { > 0, alors il existe
N € Ntel que¥n > N, u, > 0.

Remarques 1.4.2.
e On remarque que ce résultat est faux pour £ > 0 comme le montre la suite de terme général
1

Uy = ——.
n

e On observe aussi que ¢’est un résultat « asymptotique » au sens ou la conclusion est vraie
seulement a partir d’un certain rang (bien siir, connaitre la limite d’une suite n’indique rien
sur les premiers termes).

e Cette proposition se généralise immédiatement en

Soit a un réel et (u,)nen une suite qui converge vers { € R. Si ¢ > a, alors il existe N € N
tel que ¥n > N, u, > a.
Pour cela, il suffit d’appliquer la proposition 1.4.1 telle quelle a la suite v,, = w,, — a
(Exercice : vérifiez-le !).

Démonstration. (a savoir faire) On utilise la définition de convergence pour € = 3 > 0. Cela
donne I’existence d’un rang N € N tel que

1
N . E
cest-a-dire —= <wu, —{ < —,
2 2
1) N . E E
c’est-a-dire ¢ — 5 <u, <{l+ 2
st ¢ e < 3¢
c’est-a-dire - <, < —.
2~ 2
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En particulier, Vn > N, u, > — 0. (I’ étudiant-e est invité-e a se faire une représentation

[\

graphique de cette preuve.) 0

Proposition 1.4.3. Soit (u,),en une suite qui converge vers { € R. Si Vn € N, u,, > 0, alors
> 0.

Remarques 1.4.4.

e On remarque que I’assertion «si Vn € N, w, > 0, alors £ > 0 » est fausse comme le
’ : ]‘
montre 1’exemple de la suite | — .
n>1
e On observe aussi que la conclusion est encore vraie sous I’hypothese seulement « asymp-
totique » 3N € N, Vn > N, u,, > 0.
e Comme la précédente, cette proposition se généralise en
Soit a un réel et (u,)nen une suite qui converge vers { € R. SiVn € N, w,, > a, alors

!> a.
Démonstration. On procede par I’absurde, en supposant que uw,, — ¢ et que { < 0. On
n—-+00
pose alors v, = —u,. Onawv, — —{ > 0 d’apres la somme des limites. Donc, d’apres la

n—-+00
proposition 1.4.1 (appliquée a (v,,)), il existe N € N tel que VYn > N, v, > 0. Ceci équivaut
avn > N, —u, > 0, c’est-a-dire u,, < 0, ce qui contredit I’hypothese selon laquelle Vn €
N, u, > 0. L]

1.4.2 Limites des suites monotones

On rappelle qu’une suite (u,,) est dite monotone si elle est croissante ou décroissante. (Exer-
cice : donner un exemple de suite non-monotone.) Le résultat fondamental suivant assure que les
suites réelles monotones ont toujours une limite (finie ou infinie). Plus précisément :

Théoréme 1.4.5. Soit (u,,)nen une suite croissante, alors
1. si (uy,,) est majorée, alors (u,,) converge,

2. si (u,) n’est pas majorée, alors u,, — +oc.
n—+o0o

Ce théoreme est tres important. Il permet de montrer qu’une suite converge vers une limite
réelle sans que I’on ait besoin d’identifier cette limite.

Le résultat similaire pour les suites décroissantes s’en déduit comme :
Corollaire 1.4.6. Soit (u,),en une suite décroissante, alors

1. si (uy,) est minorée, alors (u,,) converge,

2. si (u,) n’est pas minorée, alors u — —OQ.
n n
n—-+00
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Démonstration du corollaire 1.4.6. 11 suffit de remarquer que

(un) décroissante <= (—u,,) croissante ,

(un) minorée <= (—u,) majorée ,
et d’appliquer le théoreme 1.4.5. 0
La deuxieme partie du théoreme se montre facilement.

Démonstration du 2. du théoréme 1.4.5. Soit A € R. Comme (u,) est non-majorée, il existe
N € N tel que uy > A. Mais alors Vn > N, w, > uy, car (u,) est croissante. A fortiori,
Vn > N, u, > A. O

La premiere partie du théoreme est plus délicate. Il s’agit d’une propriété essentielle, basée
sur la :

Propriété (Propriété fondamentale de R). Toute partie de R non-vide et majorée admet une
borne supérieure.

On rappelle (cf premier semestre) que le sup (ou borne supérieure) d’une partie X de R est
le plus petit élément (appelé minimum) de 1’ensemble des majorants de la partie X . Notez que
dans un ensemble ordonné autre que R, il peut y avoir des parties majorées qui n’ont pas de borne
supérieure (cela arrive par exemple dans Q). On rappelle aussi la caractérisation du sup vue au
premier semestre :

Théoreme 1.4.7. Soit X C R non-vide et majorée et soit £ un réel, alors

{ majore X (c’est-a-dire Vx € X, x < (),

E_SUP(X)@{ez Ve>0,dre X, x>0—c.

Nous pouvons maintenant démontrer la premiere partie du théoréme 1.4.5.

Démonstration du 1. du Théoréme 1.4.5. Soit X = {u,, | n € N} I’ensemble des valeurs prises
par la suite (u,,). La partie X est majorée car (u,) est majorée et non-vide (elle contient u, par
exemple), donc d’apres la propriété fondamentale de R, la partie X admet une borne supérieure
teR.

On montre maintenant que la suite (u,,) converge vers ce nombre /. Pour cela, on va utiliser
la caractérisation du sup du théoreme 1.4.7.

D’une part, £ majore X, donc on a

Vn eN, u, </ (1.4)

D’autre part, soite > 0 arbitraire. Comme € > 0, il existe x dans X tel que /—¢ < x, c’est-a-dire
qu’il existe N € N tel que ¢ — ¢ < uy. Par croissance de (u,) onaVn > N, uy < u,, et donc
a fortiori,

Vn>N, l—e<u,. (1.5)

En combinant (1.4) et (1.5), on obtient Vn > N, {—e < u,, < { < {+¢,etdonc |u,—¢| <e. O
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1.4.3 Suites adjacentes
Théoréme 1.4.8 (Théoreme des suites adjacentes). Soient (u,,)nen €t (Uy)nen deux suites réelles
telles que

1. (uy,) est croissante,

2. (vy,) est décroissante,

3. VneN, u, < vy,

4 v, —u, — 0,
n—-+o0o

alors il existe { € R tel que (u,,) et (v,) convergent toutes deux vers .

Deux suites satisfaisant les hypothéses 1. A 4. de ce théoréme sont dites adjacentes. Comme
d’habitude, I’étudiant-e est invité-e a représenter graphiquement ce théoréme.

Démonstration. (asavoir faire) Le suite (u,) est croissante, et majorée par v, (car Vn € N, u,, <
v, < wp). D’apres le théoreme 1.4.5 de convergence des suites majorées, on déduit que (u,)
converge, c’est-a-dire qu’il existe ¢ € R tel que u,, —+> L.

n—-+0o0

On ade plus v,, = (v, —u, ) +u,, donc v, est la somme de la suite (v,, —u,,) qui converge vers
0 et de la suite (u,,) qui converge vers £. D’aprés le théoreme 1.3.1 sur les sommes de limites, on
en déduit que (v,,) converge aussi vers 0 + ¢ = /. O

Exemple 1.4.9. Pour n € N* = N\ {0}, on pose

S 1 (=)
— =1—== R .
Su= 2 k T3 1T

k=1

n

On va montrer que les suites (Sa,,) et (S2,,+1) sont adjacentes. Le théoreme 1.4.8 assure alors
qu’il existe £ € R tel que Sy, — fet Soni1 — £. Onen déduit (Exercice, cf. section 1.7)
n—-4o00 n—-+

— 100
que la suite entiere S,, — ¢. On verra en L2 (et on pourra deviner a la fin de ce semestre) que
n—-+00
¢ =1n(2).
Il reste a vérifier les propriétés 1. A 4. des suites adjacentes.

1. (Sa,) est croissante. En effet, on a :

1 1 1
Sy = 1— = - -
2 5T T o1 om
1 1 1 1 1
Somit) = Somiy = 1—=4-- - _ .
Ametl) = D22 s T e 1 T am T oami1 2mae
On en déduit que Vn € N*, S S 1 L o L o
n en dédui e m — Oom = — = U, car =
it que v » P2AmAl) T R2m = T T 5 om + 1

,car2m+ 2 > 2m + 1.
2m + 2

2. (Sam) est décroissante (Exercice).
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3. Vm € N*, Sy, < So,.1. Eneffet, on a

(_1)2m+2 B ((_1)2)m+1 B 1 -0
om+1  2m+1  2m+1~

SQm,Jrl - SQm -

1
4. Sopmy1 — Sopy = ——— — 0.
2+l 2 2m + 1 no+oo

1.5 Quelques liens avec des notions connues

On décrit ici comment les suites peuvent étre utiles pour discuter de notions vues au premier
semestre, comme 1’adhérence d’un point a une partie, la caractérisation de la borne supérieure,
la définition de la limite ou la continuité d’une fonction réelle.

Pour une partie A de R, on rappelle que le réel x est dit adhérent a A si

Ve>0,3a €A, |z —a|l<e.

Proposition 1.5.1. Soit A une partie de R et x un réel. Alors x est adhérent a A si et seulement

s’il existe une suite (a,,) d’éléments de A telle que a,, — .
n—-+oo

Démonstration. Si une telle suite existe, alors en particulier Ve > 0, IN € N, |ay — z| < ¢, et
ay est bien dans A.
Inversement, supposons que Ve > 0, Ja € A, |a—x| < . Pour chaque n € N*, on I’applique

ae = — > 0 pour déduire I’existence de a,, € A tel que |a,, — x| < —. On déduit du théoreme
n
des gendarmes que (a,,) est une suite d’éléments de A qui converge vers . O
En vertu de cette proposition, on dit que 400 (resp. —oo) est adhérent a une partic A de R
s’il existe une suite d’éléments de A qui tend vers oo (resp. —o0).
Exemples 1.5.2.
e Sixz € A, alors x est adhérent a A. En effet, il suffit de prendre la suite constante Vn €
N, a, = .
. 1 s
e (estadhérenta |0, +oc[. En effet, la suite de terme général a,, = — est une suite d’éléments
n
de ]0, +o00[ qui converge vers 0.

e +oo est adhérent a Q car la suite de terme général a,, = n est une suite de rationels qui
tend vers +o00.

e —oo est adhérent a Z car la suite de terme général a,, = —n est une suite d’entiers relatifs
qui tend vers —oo.

1 . )
< 3 n’admet aucune solution entiere.

1 . .
° 3 n’est pas adhérent a N, car I’'inéquation 57

Dans I’esprit de la proposition 1.5.1, I’étudiant-e doit &tre capable de traiter I’exercice suivant,
qui caractérise la borne supérieure d’une partie majorée au moyen de suites.
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Exercice 6. Soient A une partie de R non-vide et majorée, et = un réel. Montrer que

Vae A, a<cz

et il existe une suite (a,,) d’éléments de A telle que a,, — =x.
n—-+0o0o

r =sup A <<

La proposition suivante sera particulierement utile afin d’étudier les suites récurrentes. Elle
donne une caractérisation de la limite d’une fonction par des suites.

Proposition 1.5.3. Soient a,{ € R U {—o00,+00} et soit f : D — R une fonction réelle de
domaine de définition Dy. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. lim f(z) =L

2. Pour toute suite (x,)nen telle que Vn € N, z,, € Dy et v,, — a,ona f(z,) — L.
+

n—-+o00 n——+00

Démonstration. On démontre ce résultat seulement dans le cas ou a, ¢ € R. (Les autres cas sont
laissés a I’étudiant-e a titre d’exercice.) On rappelle que lim f(x) = ¢ signifie :
r—a

Ve >0, 36 >0, Vo € Dy, si|z —a| <4, alors |f(x) — (] <e. (1.6)

On montre d’abord que I’assertion 1. implique 1’assertion 2. Pour cela, on considere une suite
(x,,) d’éléments de D qui converge vers a, et on montre que la suite (f(x,,)) converge vers /.
Soit € > 0 arbitraire. D’apres (1.6), il existe & > 0 tel que, si |z — a| < 4, alors |f(z) —

¢| < e. Or, d’apres la convergence z,, — a avec € = § > 0, il existe un rang N tel que
n—-+oo

VYn > N, |z, —a| < §. D’apres le choix de 4, on en déduit que, pour tout n > N, on a aussi
[f(zn) — €] <e.

On montre maintenant que 1’assertion 2. implique I’assertion 1. Pour cela, on procede par
contraposée, en montrant que 1’assertion « non 1. » implique I’assertion « non 2. ».

On suppose donc que f(z) ne tend pas vers ¢ quand x tend vers a. Cela signifie par négation
de (1.6) :

de>0,V0>0,3x € Dy, |z —a| <det|f(x)— L] >e. (1.7)

On utilise ce ¢ > 0 qui existe bien comme suit. Pour chaque entier n € N*, on considere le réel

1 1
d = — > 0.D’apres (1.7), il existe donc un réel z,, € Dy tel que les deux inégalités |z, —a| < —
n

n
et|f(x,) — | > ¢ sont vraies.

. NPT L 1 1
On déduit de la premiere inégalité que x,, — a (en écrivanta — — < z, < a + — eten
n—-+00 n n

utilisant le théoreme des gendarmes) ;
et I’on déduit de la seconde inégalité que f(x,,) ne tend pas vers ¢ (sans quoi ’on aurait | f(z,,) —
¢| < ¢ a partir d’un certain rang). Ainsi ’assertion 2. n’est pas vérifiée. Ul

Exemple 1.5.4. La fonction cosinus n’admet pas de limite en +oco. En effet, on a z,, = 2mn —
+00 avec cos(x,,) = cos(0) = 1 — 1 d’une part, mais d’autre part y,, = 27n + ™ — +00 avec
cos(y,) = cos(m) = —1 — —1. D’apres la proposition 1.5.3, une limite éventuelle de cos en
—+o00 devrait valoir a la fois 1 et —1, ce qui n’est pas possible par unicité d’une limite éventuelle.
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En pratique, on utilisera plus souvent le corollaire ci-dessous :
Corollaire 1.5.5. Soient f : Dy — R une fonction de domaine de définition Dy C R, et a € R
un point adhérent a Dy. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. L’application f est continue en a.

2. Pour toute suite (T,,)nen telle que'n € N, x,, € Dy et x,, —+> a,ona f(x,) — f(a).
n—-+oo

n—-+o00

Démonstration. C’est un cas particulier de la proposition 1.5.3, car f est continue en a si et
seulement si lim f(z) = f(a) (cf. premier semestre). O
Tr—a

1.6 Suites récurrentes

Question 1.6.1. Que vaut \/1+ \/1+ AV/J1+vV1I+...7

La question semble presque absurde, car pour pouvoir calculer, il faudrait déja connaitre la
réponse. Pourtant, on va voir avec I’étude des suites récurrentes que I’on peut donner une réponse
précise a cette question.

Proposition 1.6.2. Soient A un ensemble, f : A — A une application et a € A un élément.
Alors il existe une unique suite (U, )nen d’éléments de A telle que

up=a et Yn € N, upy1 = f(uy,).

Une telle suite est appelée suite récurrente. Il est essentiel que 1’image de 1’application f
soit incluse dans son domaine de définition, sans quoi la suite ne serait pas définie pour tous les
entiers n (par exemple f(x) = vz — 2 avec ug = 1). Cette proposition se démontre évidemment
par... récurrence !

Exemple 1.6.3. Avec f : R — R, on a quelques exemples classiques ot I’on peut donner une
formule explicite pour le n'*™ terme.

1. Pour f(x) = x + b, ce sont les suites arithmétiques de raison b € R. On a

4+oo sib>0,
Uy = Ug +1b — Ug sib=0,
Tl o sib< 0.

2. Pour f(z) = ax, ce sont les suites géométriques de raison a € R. On a
0 sila] <1louwug=0,
U sia=1
Uy, = a"ug — 0 . ’
n—+oo | +00 sia > 1etug > 0,

—o0 sia>letuy <O,

et (u,) n’a pas de limite si a < —1 et uy # 0 (le vérifier !).
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3. Pour f(z) = ax + b, ce sont les suites arithmético-géométriques (cf. le TD). On a, lorsque
a # 1 (c’est-a-dire lorsque la suite n’est pas seulement arithmétique !),

VnEN,un—a”<uo— b >—|— b
1—a 1

_a.

Etude d’un premier exemple :
On considere une suite récurrente associée a la fonction f : [—1, 400[— [—1, +00[, donnée
par f(z) = vz + 1. Soit donc (u,,) la suite définie par

up € [—1,+o0[ et Vn € N, upi1 = f(un) = Vu, + 1.

Y y==x
y=flz)=vr+1
l
Ug p----------—2 i
Uy 3 3
UO ul u2 o g A
FIGURE 1.2 — Représentation graphique de la suite récurrente associée a f(x) = V1 + .

On commence par observer graphiquement cette suite récurrente. On dessine cette suite pour
1 :
la valeur uy = —3 dans la figure 1.2. Pour cela, on trace le graphe de la fonction f(x) = v + 1.

On considere le point d’abscisse ug sur I’axe horizontal. On reporte alors I’ordonnée u; = f(uyg)
sur I’axe vertical. Au moyen de la diagonal y = x, on reporte par symétrie le point d’abscisse 1
sur I’axe horizontal, et on répete la procédure.

On devine alors que la suite (u,,) converge vers 1’abscisse du point d’intersection de la droite
y = x avec la courbe y = f(z), c’est-a-dire vers la solution ¢ de I’équation ¢ = f (/).

Pour se faire une idée, on cherche a résoudre. On a (attention a I’usage différencié des égali-
tés, des équivalents, et d’une implication) :

fO)=le=VIi+l=t=l+1= = 1P—(-1=0, (1.8)
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donc ¢ doit satisfaire I’équation du second degré concluant la ligne ci-dessus. On calcule le
1+v5 1-5
2 72 '

discriminant A = 5, et on déduit que ¢ € {

On observe alors que la limite ne peut pas étre car ce nombre est négatif (justifiez-

le!). Or, d’apres la proposition 1.4.1, cela impliquerait qu’a partir d’un certain rang, tous les
termes de la suite (u,,) soient strictement négatifs aussi, alors que pour n > 1, ce sont des racines

14++5

carrées, donc des nombres positifs. La seule limite possible est donc ¢ = .

14++/5
7 .
Ces observations sont intéressantes. Elles permettent de deviner la limite, mais ne suffisent

. 1++5
malheureusement pas a prouver que w,, —
E— n—-+oo 2

Notons que ceci semble valide pour foute valeur de uy dans I'intervalle [—1, (] = | —1,

. C’est ce que nous allons faire maintenant,

en trois étapes.

1++5 1++5
9 2 |

e Etape 1. Si uo € [—1,

, alors¥n € N, u,, € [—1,

1++5
9

—1,

, C’est-a-dire que

1++5
9

Pour cela, on montre que Vz €

(o))

5 5 , et le résultat suit par une récurrence immédiate :

Comme la fonction f(x) = vz + 1 est croissante sur [—1, +oo[, comme f(—1) = 0

etcommef<1+\/g>:1+\/5,0naf([—1,1+\/5>C L+ V5

0, , ce qui

2 2 2 2
prouve I’inclusion voulue. (La derniére inclusion est en fait une égalité car f est continue).

1++5
9

, alors la suite (u,,) est croissante.

1++5
2

Vn € N, uy1 = f(u,) > u, (notez que cela utilise I’étape 1. pour s’assurer que ,, 1 est
dans le bon intervalle).
Le résultat est évident si x € [—1,0], car f(z) > 0. Pour z > 0, ona

flz) > 2 <= Vr+12>z,
<= x+1>2? carz— 2° est croissante sur RT,
— -z —-1<0.

e Etape 2. Si u, € [—1,

, f(z) > =x, car dans ce cas,

Pour cela, on montre que Vr € [—1,

Un polynome de degré 2 a coefficient du terme dominant positif prend des valeurs né-

1+\/56t1—\/5
9 9

gatives entre ses racines. Ici, les racines sont (on retrouve I’équation
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1-v5 1+5
2 b)

(1.8)). Donc un réel z satisfait 2z — x — 1 < 0 si et seulement si z € [ 2

On conclut que

14+5

Ve >0, f(z) >r<==x€ 5

0,

En particulier, cela acheve la preuve de I’étape 2.

1++5
2

Les étapes 1. et 2. montrent que si ug € [— 1, , alors (u,,) est croissante et majorée

2
reste donc a montrer :

1 5 .
(par V5 . Donc d’apres le théoréme 1.4.5, la suite (u,,) converge vers un réel /. 11

14+5

, alors la suite (u,) converge vers { = 5

En effet, on sait maintenant que u,, — ¢, donc aussi u,11 — {. Or U1 = f(uy),
—+00 n——+00

n

, 1 5
e Etape 3. Si uy € [—1, +2\f

et la fonction f est continue sur [—1, +o0[, donc continue en ¢. Par le corollaire 1.5.5, on a
f(un) - f(€). Par unicité de la limite (proposition 1.2.4) de la suite de terme général
n——+oo

Upt1 = f(uy), on déduit que f(¢) = £.

On a résolu I’équation ci-dessus en montrant que ¢ = est la seule solution qui peut

étre limite de (u, ). Cela prouve 1’étape 3.

Exercice 7. En s’inspirant des étapes ci-dessus, traiter le cas ug >

1++5
9

, en montrant qu’alors :

1. Vn e Nyu, € ,+00

>

2. (uy) est décroissante,

14+5
3. u, — .

n—-+4oo 2

Finalement, dans cet exemple ot la fonction d’itération est f(x) = /1 + z,ona

1 5!
Vuoe[—l,—i-oo[,un:\/l—l—\/l—i-\/l—i-... 1+uy — +\[.

n—-+00 2

n racines

. 5 . .
En ce sens, on peut donner comme réponse a la question 1.6.1 le nombre . Mais attention,

on verra en TD qu’en général, le comportement d’une suite récurrente dépend de la valeur initiale
Ugp.
De I’étude de notre exemple, on extrait la proposition générale suivante :
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Proposition 1.6.4. Soient I un intervalle de R et f : I — I une application. Soit J C I tel que
f(J) C J. Soit (uy,)nen la suite récurrente donnée par ug € J et Vn € N, w1 = f(uy,). Alors

1. VneN, u, € J,
2. si, de plus,Vx € J, f(x) > x, alors (u,) est croissante,
de méme, siVx € J, f(x) <z, alors (u,) est décroissante.

3. si la suite (u,) converge vers un réel { dans I’adhérence de J, et si I’application f est
continue en {, alors { est un point fixe de f, c’est-a-dire f({) = (.

Démonstration. (a savoir faire) Les deux premiers points se prouvent par récurrence immédiate
(écrivez-la!), et montrent que (u,,) est croissante majorée par b. La convergence de (u,,) vers

un réel ¢ s’en déduit par le théoreme 1.4.5. Pour le troisiéme point, sachant v, — {et f
n——+o0o

continue en ¢ (car f est continue sur ), le corollaire 1.5.5 assure f(u,) - f(¢). Or d’autre
n—-+0o0

part, f(u,) = i1 = ¢ aussi. Par unicité de la limite, on déduit f(¢) = ¢. O
n—-+0oo

Etude d’un second exemple :

. . ( SN . . . T T
On étudie les suites récurrentes associées a la fonction cosinus. Soit f : [O, 5} — [O, 5} la

. T . 18 . £
fonction f(x) = cos z. Pour uy € [O, 5], on considere la suite (u,,) donnée par

Vn €N, w1 = f(u,) = cosuy,.

Comme pour le premier exemple, on commence par faire un dessin (figure 1.3), dont I’ obser-
vation motive les étapes suivantes.

yl\ y_‘r
ul

flo)y=¢

Ug p--4-------------- - -

U F--1--------=-----+-

y = f(z) =cosx

|

|

1
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
L

U U Ug ¢ Us Uy ups

FIGURE 1.3 — Représentation graphique de la suite récurrente associée a f(z) = cos(x).
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o Etape 0 : L’équation f(x) = x admet une solution unique dans [0, g}, que l’on note (.

On considere la fonction auxiliaire g(z) = f(z) — ¢ = cos(x) — z. Cette fonction est
dérivable sur [0, g] , et sa dérivée satisfait Vz € }0, g [, ¢ (z) = —sin(z) —1 < 0. Onen
déduit que g est décroissante strictement. D’apres le théoreme de la bijection réciproque
(cf premier semestre), g réalise une bijection décroissante de [07 g} sur [g (g) , g(O)] =

[—g, 1]. En particulier, I’équation g(x) = 0, qui équivaut & f(z) = x, admet une unique

solution que I’on note £ = ¢g~'(0) € {0, g}

e Etape 1 : Supposons uy € [0, €], alors ¥n € N, uy, € [0, /).

. L T
Comme f = cos est une fonction décroissante sur [0, 5] ,ona

™

70,) < 1@, 5o =1 c [0 5] (1.9)
1([e3]) < [7(5).r0] =0 (1.10)
Ces inclusions permettent de montrer par récurrence 1’assertion
(An) oy € [O,E] et Ugpt+1 € |:£, g] .

En effet, on a ug € [0, /], et par (1.9), u; € {0, g} , ce qui démontre (A,). Supposons
maintenant que (A,,) est vraie. Alors en particulier, ug,+1 € {6, g} . Donc, par (1.10), on
. T

a U(n+1) = Ugnt2 = f(uans1) € [0,4], et aussi U2(n+1)+1 = U2n4+3 = f(uani2) € [57 5}
par (1.9); c’est-a-dire que (A,,;1) est vraie. On conclut que Vn € N, (A,,) est vraie, ce qui
valide 1’étape 2.

On pose v,, = ug,. La suite (v,,) est récurrente pour la fonction f o f, avec premier terme
vo = ug. En effet,

Vn €N, v = U2(n+1) = U2n42 = Jugnir) = f(f(uzn)) = f(f(vn)) = fo flvn).

o Ktape 2 : La suite (v,) est croissante.
11 suffit de montrer que Vz € [0,¢], f o f(x) > x, car alors I’égalité ci-dessus assure
Vn €N, v,p1 = fo f(v,) > vy
On introduit la fonction auxiliaire h(x) = f o f(x) — 2 = cos (cos(z)) — x. Il s’agit de
montrer que Yz € [0, (], h(xz) > 0. Or h est dérivable sur R, et sa dérivée satisfait

™

VzE}O,Q

[, B (z) = —(—sin(z)) sin (cos(x)) — 1 = sin(x) sin (cos(z)) — 1 < 0.

On a utilisé que Vz € } 0, g [ ,| sinz| < 1. Donc la fonction h est décroissante strictement.
On en déduit que Vz € [0, /], h(xz) > h(f) =0, car f(f(¢)) = f(£) = L.
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e Etape 3 : La suite (v,) converge vers (.
Les deux étapes précédentes montrent que (v,) = (ug,) est croissante et majorée par £.
D’apres le théoréme 1.4.5, on en déduit que (v,,) converge vers un réel inférieur a ¢. Mais
d’apres la troisieme partie de la proposition 1.6.4, qui s’applique car f o f est continue

sur [0, q, la limite de (v,,) doit étre un point fixe de f o f. C’est donc une solution de

I’équation f(f(z)) = x, qui équivaut a h(z) = 0. Or £ est une telle solution, unique par
décroissance stricte de h. Ce réel ¢ est donc bien la limite de (v,,).

e Conclusion : La suite (u,,) converge vers (.
D’apres 1’étape précédente, (us, ) converge vers £. Par continuité de f, on en déduit us, 1 =
f(ua,) — f(£) = (£ en utilisant le corollaire 1.5.5. On verra en section 1.7 que cela
n——+oo

garantit que u,, —> £ aussi.
n—-+o00

L’ étudiant-e attenti-f-ve aura observé que nous n’avons traité que le cas ug € [0, ¢]. A lui
ou elle de vérifier que les autres cas s’y ramenent toujours facilement.

Dans les deux exemples présentés dans ces notes, il apparait que la suite récurrente converge
vers la méme limite quelle que soit la valeur initiale uy. Ce phénomene n’est pas vrai en général,
comme on le verra en TD. Le comportement asymptotique de la suite dépend a priori fortement
de la valeur initiale. On verra aussi en TD des exemples de suites récurrentes qui ne convergent
pas, ni n’admettent de limite infinie.

Cette dépendance en la valeur initiale peut étre tres compliquée. Par exemple, si I’on consi-
deére la suite récurrente associée a la fonction complexe f : C — C donnée par f(z) = 2* — 1,
c’est-a-dire la suite complexe donnée par ug € CetVn € N, u,,1 = ui — 1, alors I’ensemble
des points uy du plan complexe pour lesquels la suite (u,,) est bornée (c’est-a-dire que la suite
des parties réelles et la suite des parties imaginaires sont toutes deux bornées) est 1’ensemble
ci-dessous, appelé ensemble fractal de Julia de parametre —1 (I’ensemble de Julia de parametre
c € C correspond a f(z) = 2% + ¢), ou encore fractale de la basilique.

1.7 Suites extraites

Exemple 1.7.1. On a vu que la suite de terme général u,, = (—1)" diverge. Néanmoins, si on
considere seulement les termes d’indices pairs, on a us, = 1, donc la suite de terme général
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Up = Uz, = 1 converge vers 1. De méme, la suite de terme général w,, = us,11 = —1 converge
vers —1. Les suites (v,) et (w,) sont des sous-suites de (u,,), aussi appelées suites extraites de

Définitions 1.7.2.

e On appelle extraction route application ¢ : N — N strictement croissante.

o Soient (up)nen une suite réelle et ¢ : N — N une extraction. La sous-suite de (u,,)
extraite par o est la suite (v, )nen de terme général v, = Uy(y).

Exemples 1.7.3.

e Pour p(n) = n, qui est bien strictement croissante, on retrouve la suite de départ (u,,), qui
est une sous-suite d’elle-méme.

e Pour p(n) = 2n qui est bien strictement croissante, on obtient la sous-suite (us,) des
termes d’indice pair.

Proposition 1.7.4. Soit { € RU{—00, +-00}. Si (u,,) tend vers {, alors toute suite extraite (tUy(y))
tend aussi vers (.

La preuve de la proposition va utiliser le
Lemme 1.7.5. Si ¢ : N — N est une extraction, alors Vn € N, p(n) > n.

Démonstration du lemme 1.7.5. (a savoir faire)
On démontre par récurrence que Vn € N, ¢(n) > n.

L’initialisation est claire : ¢(0) > 0 car (0) € N. Montrons 1’hérédité : on suppose que
©(n) > n. Comme ¢ est strictement croissante, on a ¢(n+ 1) > ¢(n) > n. Comme le plus petit
entier > n est n + 1, on en déduit que p(n + 1) > n + 1. O

On remarque que la preuve de ce lemme utilise fortement la structure des nombres entiers. 11
n’est pas vrai qu’une fonction f strictement croissante de R dans R* satisfait Vo > 0, f(z) >
x. Par exemple, on a Vo > 0, log(1 + =) < x, bien que log(1 + x) soit une fonction strictement
croissante.

Démonstration de la proposition 1.7.4. (a savoir faire)
Soit ¢ > 0 arbitraire. Comme (u,,) converge vers /, il existe N tel que ¥n > N, |u, — ¢| < e.
Mais d’apres le lemme 1.7.5, sin > N, alors ¢(n) > ¢(N) > N, donc |uym) — ¢ < €. O

Le résultat suivant est un des résultats fondamentaux sur les suites. Il nous permettra par
exemple de prouver des résultats essentiels sur les extrema des fonctions réelles a la section
24.1.

Théoreme 1.7.6 (Théoreme de Bolzano-Weierstrass). Soit (u,,)nen une suite réelle. Soit |a, b]
un intervalle fermé et borné de R. On suppose que ¥'n € N, w, € [a,b]. Alors il existe une
sous-suite (Uy(n)) qui converge vers un élément { de lintervalle [a, b].

La preuve est difficile, mais intéressante. Elle repose sur un argument de dichotomie.
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Démonstration. On va démontrer par récurrence que Vk € N, I"assertion (Ay,) suivante est vraie :
(i) ar-1 < ap < b < gy,

b—a
ok 7

(11) bk — ap =

(Ak) Hak,bk S [a,b}, HN]C € Ntels que (111) a < U, < bk;

(IV) Nk > Nk—la

[ (v) Tensemble {n > Ni | u, € [ax, b]} est infini.

Admettons-le provisoirement. On observe qu’alors les suites (ay)gen et (bg)ren sont adja-
centes. En effet, la croissance de (ay) et la décroissance de (by) découlent de (i), tout comme les
inégalités Vk € N, a;, < by. Enfin la suite (b — aj) converge bien vers 0 par (ii) car b — a est une
constante et (27) tend vers +o0o. D’aprés le théoréme 1.4.8 des suites adjacentes, on en déduit
qu’il existe ¢ dans [ag, by] = [a, b] tel que (ax) et (by) tendent toutes deux vers /.

On définit d’autre part la fonction ¢ : N — N par ¢(k) = Nj. C’est bien une extraction par
(iv). Par (iii), on a Vk € N, ap < uyr) < by, et par le théoréme des gendarmes, on en déduit que
(u¢(k)) converge aussi vers ¢ (et noter I’indice k ou n ne change rien !).

Notons que, comme Vk € N, a < u,) < b, la proposition 1.4.3 assure également que la
limite ¢ de la suite (u,y)) est bien dans [a, b].

Reste a prouver ’assertion par récurrence. On initialise avec ag = a, by = b et Ny = 0. Les
cinq conditions sont vérifiées (les conditions faisant intervenir ’indice —1 sont dans ce cas vides,
donc vérifiées).

Pour I’hérédité, on suppose que (Ay) est vraie. Montrons que (A1) s’en déduit. On observe

ay, + by

que le réel est le milieu de I’intervalle [ay, by]. On distingue deux cas :

ay + by

Premier cas : Si I’ensemble G = {n > Ny | up, € [ak, ] } est infini, alors on pose

ay + by

Akl = Ak, bpa1 = et Ny, = minG. Les conditions (i), (iii), (iv) et (v) sont alors

clairement satisfaites. Pour (i1), il suffit de faire le calcul

ay, + by bp—ar b—a b—a

9 T Ty Taokg T ok

bk+1 — Qg1 =

b
Second cas : Sil’ensemble ( est fini, alors I’ensemble D = {n > Ni | u, € {ak _2|_ k ) bk] }

est infini. En effet, 'ensemble GU D = {n > Ny, | u,, € [ay, b]} est infini par (v). On pose alors

ap +b . .. o s
Qg1 = i 5 k, byr1 = by et Nyy1 = min D. Les conditions (i), (iii), (iv) et (v) sont encore

satisfaites, tout comme (ii) par un calcul similaire.
Dans tous les cas, I’assertion (Aj) implique bien I’assertion (A1) O
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Ce résultat appelle la définition suivante :

Définition 1.7.7. Soit (u,,) une suite réelle. On dit que le réel { est une valeur d’adhérence de
la suite (uy,) s’il existe une sous-suite (Uy(y)) qui converge vers (.

Avec la notion de valeur d’adhérence, le théoreme de Bolzano-Weierstrass peut étre refor-
mulé sous la forme du

Corollaire 1.7.8. Toute suite réelle bornée admet une valeur d’adhérence.

Exemple 1.7.9. Les réels 1 et —1 sont des valeurs d’adhérence de la suite de terme général
u, = (—1)". En effet, ua,, — 1 et ug, 1 — —1. On pourra montrer a titre d’exercice que ce sont
les deux seules valeurs d’adhérence de cette suite.

On rappelle la définition de la notion de point adhérent a une partic A de R : le réel z est
adhérent a Asi Ve > 0, Ja € A, |a — x| < e. Ces deux notions d’adhérence sont cohérentes
comme le montre 1’exercice suivant.

Exercice 8. On va construire une suite dont I’ensemble des valeurs d’adhérence est I’intervalle
[0, 1]. Auparavant, on présente quelques rappels du premier semestre sur les développements
décimaux des nombres réels.

Tout réel = € [0, 1] admet un développement décimal unique noté

Tr = O,dldgdg e

ou Vi € N*, d; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, et la suite (d;);en+ n’est pas stationnaire de limite 9
(c’est cette derniere condition qui assure I’unicité du développement). On rappelle qu’un nombre
réel est dit décimal si la suite (d;) de ses décimales est stationnaire de limite 0.

Pour un entier k& > 0, la troncature du développement de z 2 la k™ décimale est le réel noté
t;(x) dont le développement décimal est obtenu en remplacant d; par 0 pour touti > k + 1 :

tp(x) = 0,dydy . .. dr0000. .., qu’on note plus souvent t(z) = 0, dyds . . . dy.
On a, pour tout = € [0, 1] et pour tout entier k& > 0,
0<x—tp(z) <0,000...01=10"*"1,
k—1 zéros

Du théoréme des gendarmes, on déduit que pour tout = € [0, 1], la suite (¢;(x))ren des tronca-
tures converge vers le réel x.
Remarque 1.7.10. On peut réécrire une troncature de développement décimal comme suit :

k

dq ds ds di a
t(z) = 0, dydads . . dy = = + = TR T :
#(@) = 0,drdods - dy = 75+ 705+ 505+ F I ;102

Par convergence des troncatures, on écrira
+o00
: di
x = lim t(z) =
k—o0 —
1=

10°°
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On définit maintenant une suite réelle (u,,) dont I’ensemble des valeurs d’adhérences est
Iintervalle [0, 1]. La suite (u,,) est la liste de tous les développements décimaux tronqués de
I’intervalle [0, 1[ ordonnée comme suit :

Uy = 0 Uy = 07 0 Uil = O, 00 U1l = 0, 000 U111 = O7 0000
Ug = 0, 1 U2 = 0, 01 U112 = 0, 001 :

U9 — 0, 9 Ugp — 0, 09 U120 = 0, 009
Ug1 = O, 10 U121 = 0, 010
Ug2 — 0, 11 U129 = 0, 011

U110 = 0, 99 U210 = 0, 099
U110 = 0, 999

ur1110 = 0,9999

(On remarque ici qu’'une définition formelle n’aurait d’autre effet que d’embrouiller 1’étudiant-e.
Le formalisme est utile en ce qu’il aide a la compréhension, pas comme fin en soi !)

Soit maintenant = € [0, 1[. Montrons que x est une valeur d’adhérence de la suite (u,,). Pour
cela, on observe que pour tout entier k > 0, la troncature t;(z) de x & la k™ décimale apparait
dans la suite (u,), donc il existe un entier NV}, (qui dépend de z) tel que uy, = tx(x). On pose
alors p(k) = Ny, qui définit bien une extraction (qui dépend de z !) et on a

Up(k) = UN, = ti(T) /H—+>oo T.
Cela montre bien que x est valeur d’adhérence de (uy,).

Si x = 1, la sous-suite u;g = 0,9 puis w119 = 0,99 puis u1119 = 0,999 etc converge bien
vers 1.

Finalement, tout réel de I’intervalle [0, 1] est une valeur d’adhérence de (u,,). Il n’y en a pas
d’autre en vertu de I’exercice suivant.

Exercice 9. Soient (u,,) une suite réelle et [a, b] un intervalle fermé borné tels que Vn € N, w,, €
[a, b]. Alors toute valeur d’adhérence de (u,,) est dans [a, b].

1.8 Limites inférieures, limites supérieures
Soit (u,,)nen une suite réelle majorée. On considére la suite (u,,) définie par

Vn €N, u, =sup{u, | p > n} =sup{r € R|Ip >n, u, =z}
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La borne supérieure de la partie {u, | p > n} existe bien, en vertu de la propriété fondamentale
1.4.2 de R, car cette partie est non-vide (elle contient w,, par exemple) et majorée (puisque la
suite (u,) I’est). La suite () satisfait la proposition suivante :

Proposition 1.8.1. Soit (u,),ecn une suite majorée. Alors la suite (i )nen définie ci-dessus tend
vers une limite { € RU {—o0}.

Démonstration. (a savoir faire) 11 suffit de vérifier que la suite (1, ) est décroissante, car alors,
en vertu du corollaire 1.4.6 au théoreme des suites croissantes, elle est convergente si minorée et
tend vers —oo si elle est non-minorée. Or on a I’inclusion des ensembles

VneN, {u, |p>n+1} C{u, |p>n},
d’ot I’on déduit I’inégalité

Vn €N, t,41 =sup{u, | p > n+1} <sup{u, |p > n} = a,.

Cette proposition appelle la définition suivante :

Définition 1.8.2. Soif (u,,),cn une suite réelle.

o Si (uy,) est majorée, alors on appelle limite supérieure de la suite (u,) la limite { €

R U {—oo} de la suite (u,) définie ci-dessus. On note lim sup u,, = /.
n—r-+00

e Si (un) est non-majorée, alors, par convention, lim sup u,, = +o0.
n—+o0o

Cette convention est cohérente avec 1’idée intuitive que la borne supérieure d’une partie non-
bornée (chose qui n’existe pas) devrait étre « infinie ». On rappelle ici que +o0 et —oo n’existent
pas par eux-mémes et sont simplement des notations pratiques pour des énoncés sur des compor-
tements asymptotiques de suites ou de fonctions.

On définit de maniére symétrique la notion de limite inférieure. Soit (u, ) une suite réelle
minorée. On pose

Vn € N,u, = inf{u, | p > n}.

Cette suite est bien définie (justifiez!) et croissante (prouvez-le !). Elle admet donc une limite
L e RU {+o0}.

Définition 1.8.3. Soif (u,,),en une suite réelle.

o Si (uy) est minorée, alors on appelle limite inférieure de la suite (uy,) la limite { € R U

{+00} de la suite (u,,) définie ci-dessus. On note lim Jinf u, = L.
n——+0o0

e Si (uy,) est non-minorée, alors par convention lim inf u,, = —oc.
n—-+o0o
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Exemple 1.8.4. Soit (u,,) la suite de terme général u,, = (—1)". On a

Vn €N, 4, =sup{(-1)? |p>n} =1, doncu, — 1,

n—-+00
Wne N, u, =sup{(~1)" |p>n} = 1, doncw, — 1.
n—-+oo
Ceci démontre que limsup (—1)" = 1 et liminf (—1)" = —1.
n—+o00 n—r+00

On observe que les seules suites a avoir a la fois une limite supérieure et une limite inférieure
réelles sont les suites bornées.
On a toujours :

VneN Vk>n, u

T

= inf{u, | p > n} < wu, <sup{u, | p > n} < a,. (1.1D)
On en déduit les propositions suivantes :
Proposition 1.8.5. Soit (u,),ecn une suite réelle. Toute valeur d’adhérence ( de (u,,) satisfait

liminf u,, < /¢ < limsup u,
n—+00 n—-+00

Démonstration. (a savoir faire) On donne la preuve dans le cas ou (u,) est bornée. Le cas
ou (u,) est non-majorée (resp. non-minorée) se traite de maniere similaire, sachant qu’alors

lim sup u,, = +o0 (resp. lim inf u,, = —o0) par convention.
n—-+o00 n—+00
Soit £ € R une valeur d’adhérence de (u,,). D’apres la définition 1.7.7, il existe une extraction

o telle que (uy(,)) converge vers £. On utilise (1.11) avec k = ¢(n) > n (voir le lemme 1.7.5
d’extraction), qui donne
Vn €N, u, < ugm) < Up.

Les trois suites sont convergentes et, a la limite, on obtient lim u, < ¢ < lim ,, qui est
n—-4o0 n—-4o00

I’inégalité demandée. O

Théoréme 1.8.6. Soit (u,),en une suite bornée. On note V. A(u,,) l’ensemble de ses valeurs
d’adhérence. Alors

e la limite supérieure lim sup w,, de la suite (u,,) est le maximum de V. A(u,,),

n—-+00
e la limite inférieure lim inf u,, de la suite (u,,) est le minimum de V. A(u,,).
n—-+00

Le théoreme énonce en particulier que 1’ensemble des valeurs d’adhérence d’une suite bornée

admet un maximum (= plus grand élément) et un minimum (= plus petit élément).

Remarque 1.8.7. Si la suite (u,) n’est pas majorée, alors lim sup u,, = +o0, et elle admet une
n—-+4oo

sous-suite qui tend vers +o0o. De méme, si la suite (u,) n’est pas minorée, alors lim inf u,, =
n—-+oo

—o0, et elle admet une sous-suite qui tend vers —oo. Ces résultats sont similaires au théoreme
1.8.6, mais bien siir ni 400, ni —oo ne sont des valeurs d’adhérence (ce ne sont méme pas des
réels !).
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Démonstration. On prouve 1’énoncé pour la limite supérieure. Celui pour la limite inférieure et
similaire.

D’apres la proposition 1.8.5, le réel £ = limsup u,, = lim 1, est un majorant de I’ensemble
n—-+oo n—+00

V. A(u,) des valeurs d’adhérence de (). Pour en déduire que ¢’est son maximum, il suffit donc
de voir que ¢ € V. A(u,,), ¢’est-a-dire que ¢ est une valeur d’adhérence de ().
Par définition de la limite supérieure, on sait que @, — /, c’est-a-dire que
n—-+o0o

Ve>0,INEN, Vn >N, { —e <@, =sup{u, | p>n} <l+e.

En particulier, de I’encadrement du sup par des inégalités strictes (voir remarque 1.8.8 ci-
dessous), on déduit I’existence d’un entier p > n tel que ¢ — 2¢ < u, < { + 2¢. En résumé,
ona

Ve >0,VneN, Ip>n, |u, — | < 2. (1.12)

(Noter la disparition du NV, car si n < N, on peut trouver un entier p pour /N qui « conviendra »
aussi pour n.)
Pour tout entier & € N*, on construit par récurrence une suite d’entiers naturels (py)xen-

satisfaisant 1’assertion : )
(Ak) Pr—1 < pg €t ‘Upk — £| < E

Initialisation : pour & = 1, on applique (1.12) avec ¢ = 1 et n = 0. On obtient I’existence de
p1 € Ntel que |u,, — (| < 1.
1

Hérédité : supposons (Ay) vérifiée. On applique alors (1.12) avec ¢ = m etn =
- 1
pr+1 > pi. Cela garantit ’existence d’un entier pry1 > n > py tel que |uy, ,, —f] < 2e = PR

ce qui prouve (A)j1.
On a donc construit par récurrence une suite d’entiers (py) telle que

- 1
Vk € N, pp_1 < pg et |u,, — | < T
On définit alors ¢ : N* — N* par p(k) = py. C’est bien une extraction, et on a
_ 1 — 1
vk € N*, f—%§u¢(k) Sf-ﬁ-%

-1 ~ 1 _
Comme /——~ — letl{+-— — (, ondéduit duthéoreme des gendarmes que u,x)y — L.

_ k—4o00 k—+o00 k—+o00
Ainsi, £ = lim sup w,, est bien une valeur d’adhérence de (uy,). O
n—-+o00

Remarque 1.8.8. Au début de la preuve ci-dessus, on a utilisé la propriété suivante d’une partie
non-vide majorée A de R :

Vae A, a<zx

x—supA<:>{ et Yy<uz, JdJac A y<a

pourm:sup{up|P2n}etyzg—25.
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Remarque 1.8.9. Dans la preuve précédente, on a montré directement a partir de la définition

de limite supérieure que limsup wu, est une valeur d’adhérence de (u,). En particulier, cela
n—-+00
fournit une deuxieme preuve du théoreme 1.7.6 de Bolzano-Weierstrass qui assure 1’existence

d’au moins une valeur d’adhérence pour toute suite bornée.

Corollaire 1.8.10. Soit (u,,) une suite réelle bornée. On a

liminf «,, = limsup u, = { <= lim u, = /.

n—+00 n—+00 n—+00
Démonstration. Supposons liminf u, = lim u, = limsup u, = lim @, = ¢. Alors (1.11)
n—4o0o n—-4o0 n——+oo n—4o0o

(pour k& = n) et le théoreme des gendarmes montrent que (u,,) converge vers (.

Réciproquement, supposons que lim wu, = ¢. Alors la proposition 1.7.4 assure que pour
n—-+o0o

toute extraction ¢, la suite (u,(,)) converge vers ¢, ¢’est-a-dire que V. A(u,,) = {{}. Le théoréme
1.8.6 assure que la limite supérieure (resp. inférieure) de (u,,) est le maximum (resp. minimum)
de cet ensemble V. A(u,,) = {¢}. C’est donc /. O

Dans le corollaire 1.8.10, la limite ¢ est forcément réelle car (u,,) est bornée. La généralisation
au cas non-bornée est 1’objet de 1’exercice suivant :

Exercice 10. Soit (u,) une suite réelle. Montrer que

1. liminf u,, = +oo si et seulement si lim wu, = 400,

n—-+4o00 n—-+400
2. limsup u,, = —oo si et seulement si lim u, = —o0.
n—+4o00 n—+00

1.9 Suites de Cauchy

Définition 1.9.1. Soir (u,),en une suite réelle. On dit que (u,,) est de Cauchy si
Ve >0, IN €N, Vp,q > N, |up — uy| < e. (1.13)

Cette définition est a comparer avec la définition de suite convergente. Une suite est de Cau-
chy si pour toute précision € > 0 requise, il existe un rang N a partir duquel deux termes
quelconques de la suite different d’au plus ¢.

Un premier exemple de suite de Cauchy est donné par la proposition suivante.

Proposition 1.9.2. Soit (u,),en une suite réelle. Si (u,,) converge, alors (u,,) est de Cauchy.
Démonstration. (a savoir faire) Si (u,,) converge, alors il existe un réel / tel que

Ve>0,INeN, Vn> N, |u, — (| <e. (1.14)

Montrons qu’alors (u,,) est de Cauchy. Soit € > 0 arbitraire. On utilise (1.14) pour &’ = % > 0.
Cela fournit N € N tel que Vp,q > N, |u, — ¢| < &' et |u, — | < &'. Mais alors on a :

lup = ug| = |up — 4 —uy
< |u, — €| + |€ — uy,| par inégalité triangulaire
< 4 =2
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C’est-a-dire |u, — u,| < e. O

Cette proposition permet de démontrer facilement que certaines suites divergent :

Exercice 11. Redémontrer que la suite de terme général u,, = (—1)" diverge en montrant qu’elle
n’est pas de Cauchy.

En fait, dans I’ensemble R des nombres réels, les suites de Cauchy sont exactement les suites
convergentes. C’est I’objet du

Théoréme 1.9.3. Soir (u,,) une suite réelle. Alors (u,,) converge si et seulement si (u,,) est de
Cauchy.

Ce théoreme est tres utile. Il permet de démontrer la convergence de suites sans connaitre
leur limite. Sa démonstration utilise le lemme suivant :

Lemme 1.9.4. Soit (u,,)nen une suite réelle. Si (uy,,) est de Cauchy, alors (u,,) est bornée.

Démonstration du lemme 1.9.4. (a savoir faire) On utilise (1.13) pour ¢ = 1. On en déduit
I’existence de N dans N tel que, en particulier, Vp > N, |u, — uy| < 1. On a alors

Vp > N, |up‘ = |up_uN+uN| < ’up+uN| <1+ Junl.

ol I’on a aussi utilisé I’inégalité triangulaire. Cela montre que la suite (u,,) est bornée a partir du
rang N. Elle est donc bornée sur N par le nombre réel suivant :

C = max(|ugl, |u1l, ..., [un_1], 1 + |un]).
Comme cet ensemble est fini, son maximum existe bien. On a bien Vn € N, |u,| < C. ]

Démonstration du théoreme 1.9.3. On a vu a la proposition 1.9.2 que toute suite convergente est
de Cauchy. Reste a démontrer la réciproque.

On considére une suite (u, ) de Cauchy. Il s’agit de montrer que (u,,) converge.

D’apres le lemme 1.9.4, la suite (u,) est bornée, c’est-a-dire qu’il existe C' > 0 tel que
Vn € N, u,, € [-C, C]. On peut donc appliquer a (u,,) le théoréme 1.7.6 de Bolzano-Weierstrass,
qui assure qu’une sous-suite converge, c’est-a-dire qu’il existe une extraction ¢ et un réel ¢ €
[—C, C] tels que (uy(n)) converge vers .

Reste a voir qu’en fait la suite toute entiere (u,) converge vers /, et pas seulement cette
sous-suite. On considére donc € > 0 arbitraire. -

On utilise le fait que (u,,) est de Cauchy avec &’ = 3 > 0 pour déduire I’existence d’un entier

Ny tel que
Vp,q > Ni, |u, —ug| <€ (1.15)

D’autre part, on utilise la convergence de (u,(,)) vers ¢ pour déduire I’existence d’un entier
N, tel que

Vn > Na, |ugm) — ¢ < €. (1.16)
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On pose alors N = max (N7, Ny). On rappelle que, par le lemme 1.7.5, on a p(N) > N.
Maintenant :

Vp = N, Jup — £ = up — up() + tp) — ¢
< up = upwy| F Jupvy — €| par inégalité triangulaire,
< ¢ +¢& =2 =¢epar(1.15) et (1.16).

On a montré que Ve > 0, IN € N, Vp > N, |u, — (| < g, c’est-a-dire que (u,,) converge
vers {. H

Remarque 1.9.5. L”énoncé du théoreme 1.9.3 n’est pas vrai pour les suites rationnelles (a valeurs
dans Q). En effet, si on prend la suite (t,(v/2))ren des troncatures du développement décimal
de /2, c’est une suite de rationnels qui converge dans R, donc qui est de Cauchy, mais dont la
limite v/2 n’est pas rationnelle. Cette suite ne converge donc pas dans Q.

D’ailleurs, I’étudiant-e attenti-f-ve aura remarqué que le théoreme 1.9.3 utilise le théoréme
1.7.6 de Bolzano-Weierstrass, qui repose sur le théoreme 1.4.8 des suites adjacentes, qui repose
Iui-méme sur le théoreme 1.4.5 de convergence des suites croissantes majorées, qui repose enfin
sur la propriété fondamentale de R, a savoir I’existence d’une borne supérieure pour toute partie
non-vide majorée.

Application : le théoréme du point fixe des applications contractantes.
Définition 1.9.6. Soit f : R — R une application. On dit que f est contractante si
dK € [0,1], Vz,y € R, |f(z) — f(y)| < K|z — y|. (1.17)
Exercice 12. Montrer que si f est contractante, alors f est continue sur R.
On se propose d’utiliser les suites de Cauchy et les suites récurrentes pour démontrer le

Théoreme 1.9.7. Soit f : R — R une application contractante, alors f admet un unique point
fixe (c’est-a-dire que I'équation f({) = { admet une unique solution { € R).

Démonstration. On montre d’abord 1’unicité. Supposons que f(¢1) = ¢; et f(¢3) = {5. Alors on
déduit de (1.17) que

[0 — bo] = [f(£r) — f(l2)] < K|l — Ly,

d’ou (1 — K)[¢; — ls] < 0.Comme 1 — K > 0, cela force |¢; — (5] = 0, soit {; = (o, ce qui
prouve I’unicité.

Montrons maintenant I’existence. Pour cela, on considere une suite récurrente, donnée par
up € RetVn € N, uyrg = f(uy).

En appliquant (1.17) avec * = u,,4+1 et y = u,, on obtient que

Vn €N, |tpro — tUny1]| < Kltngr — ty.
Par une récurrence immédiate (écrivez-la!), on obtient

Vn €N, |upr1 — up| < K™ up — gl (1.18)
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On montre maintenant que la suite (u,) est de Cauchy. Pour cela, on considere ¢ > 0 arbi-

n+1
traire. On observe d’abord que, comme | K| < 1, la suite < luy — u0\> converge vers
1-K neN
N+1
0. On en déduit qu’il existe N € N tel que T & |ur — up| < e.

Soient maintenant p, g > N. Par symétrie, on peut supposer que p > g. On a alors

[(up — tp—1) + (up—1 = up—2) + -+ + (ug1 — ug)|

|up — up—1| + |up—1 — up_a| + - - + |ug41 — uy| par inégalités triangulaires,
(KP~' 4 KP72 oo K9 |uy — ul par (1.18),

KTHEP I 4+ K+ 1) g — gl

|up — ]

INIA

1— KP4 . .
Kt (1—K> |uy — ug| par somme d’une suite géométrique,

1
KN“_iK\ul — ug| < & par choix de N,

1
KT ——Juy — | <
T vl 1

ce qui montre que (u,,) est de Cauchy.
D’apres le théoreme 1.9.3, on en déduit que (u,,) converge, c’est-a-dire qu’il existe £ € R tel

que u, — /L.
n—-4o00

Mais alors on a aussi u, 1 — £, et comme f est continue d’apres 1’exercice 12, on a aussi
n—-+00
Uni1 = f(u,) — f(¢). Par unicité de la limite de la suite (u,41), on a f(¢) = ¢. Donc f
n—-+o0o

admet bien un point fixe. O

En fait, les suites de Cauchy peuvent étre utilisées pour définir I’ensemble R des réels a partir
de I’ensemble Q des rationnels. Pour cela :

(a) On considere ’ensemble R des suites de Cauchy a valeurs dans Q, et on quotiente par la

relation d’équivalence définie par (u,,) ~ (v,) <= v, —u, — 0. On obtient alors un
n—-+00

ensemble, noté R, dont les éléments sont des classes d’équivalences de suites de Cauchy
de rationnels !

b) Les opérations d’addition et multiplication se définissent sur les représentants de ces classes
P p p
par addition et multiplication des suites terme a terme. Il faut alors montrer que cela ne dé-
pend pas du choix des représentants.

(c) De méme, on définit la relation d’ordre sur R en disant que la classe de (u,) est < a la
classe de (v,,) s’il existe un rang N € N tel que Vn > N, u,, < v,,. Il faut encore montrer
que cela ne dépend pas du choix des représentants.

(d) 1l faut encore montrer que 1’on retrouve Q comme une partie de R (ce sont les classes
représentées par une suite constante).

(e) Enfin, il faut montrer que la propriété fondamentale 1.4.2 est vraie dans cet ensemble R.

Faire tout cela en détail n’est pas une partie de plaisir, et finalement peu instructif. Par contre,
il est trés intéressant de savoir que ce procédé, dit de complétion, peut étre reproduit dans bien
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d’autres contextes. Par exemple, on verra en L3 qu’on peut interpréter I'espace L'[0,1] des
fonctions intégrables au sens de Lebesgue sur I’intervalle [0, 1] comme le complété de 1’espace

1
C°[0, 1] des fonctions continues sur [0, 1] pour la norme || f||; = / |f(t)|dt.
0

1.10 Rudiments de topologie de R

On ne cherche pas en L1 a définir la notion de topologie, qui sera I’objet d’un cours complet
de L3. On se contente ici simplement d’étudier certaines propriétés des parties de R. Il sera
instructif de relire cette section lors du cours de topologie en L3, afin de comparer ce qui est
spécifique a I’ensemble R et ce qui se généralise a d’autres espaces topologiques.

Soit A une partie de R. On dit que (u,, ) ey est une suite d’éléments de A siVn € N, u,, € A.

1.10.1 Parties fermées, parties completes

Définition 1.10.1. Une partie A de R est dite fermée (on dit aussi que A est un fermé de R) si,
pour toute suite (u,,) d’éléments de A convergente, la limite de (u,,) est dans A.

Exemples 1.10.2.

e Soit b € R. Lintervalle A; =] — o0, b] est fermé.
En effet, supposons que Vn € N, u,, € Ajetu, — (€ R. AlorsonaVn € N, u, <b

n—+o0o

et par passage a la limite (proposition 1.4.3), on déduit ¢ < b, c’est-a-dire £ € A;.

e Lintervalle Ay = |0, 1] n’est pas fermé.

. 1 14 .

En effet, la suite () d’éléments de A, converge vers 0 qui n’est pas dans A,.

n
n>1

e [’ensemble QQ des nombres rationnels n’est pas fermé.

En effet, la suite (£,(v/2)) des troncatures décimales de /2 est bien une suite d’éléments
de Q qui converge vers v/2, et v/2 n’est pas dans Q.

Proposition 1.10.3. Soit A une partie de R. Soit A Iensemble des points adhérents a A. Alors
A est fermée si et seulement si A = A.

Démonstration. (2 savoir faire) Supposons d’abord A fermée. On a toujours A C A. Reste
voir que A C A. Or, si z € A, alors par la proposition 1.5.1, il existe une suite (a,,) d’éléments
de A telle que a, — x.Comme A est fermée, on en déduit que = € A.

n—+00
Supposons maintenant que A n’est pas fermée. Alors il existe une suite (a,) d’éléments de

A qui converge vers une limite ¢ ¢ A. Mais, par la proposition 1.5.1,/ € A.Donc A # A. [
La notion de partie fermée est a distinguer de la notion suivante :
Définition 1.10.4. Une partie A de R est dite complete (ou que A est un complet de R) si toute

suite de Cauchy d’éléments de A converge vers une limite dans A.
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Le théoreme 1.9.3 assure que R est une partie complete de R. Plus généralement, les parties
completes de R coincident avec les parties fermées d’apres la proposition suivante. Cela n’est
plus vrai dans d’autres espaces.

Proposition 1.10.5. Soit A une partie de R. A est compleéte si et seulement si A est fermée.

Démonstration. Supposons A complete. Soit (u,,) une suite d’éléments de A convergente. Alors
(u,,) est de Cauchy, donc converge dans A (puisque A est compléte). Donc A est fermée.
Réciproquement, supposons A fermée. Soit (u,,) une suite de Cauchy d’éléments de A. Alors
(u,,) est convergente (dans R), donc convergente dans A (puisque A est fermée). Donc A est
complete. O

La complétude est une des propriétés essentielles de R. Par exemple, c’est cette propriété
qu’on utilise pour définir correctement les fonctions logarithme et exponentielle (et par consé-
quent aussi les fonctions trigonométriques). En effet :

e si on choisit de définir In comme la primitive de — qui s’annule en 1 (et exp comme sa

x
réciproque), cette primitive se définit a I’aide d’une intégrale, et une intégrale est la limite
des sommes de Riemman (2 voir en L2). Cette limite existe car les sommes de Riemman
forment des suites de Cauchy et car R est complet.

e si, de maniere équivalente, on choisit plutét de définir exp comme 'unique solution de
I’équation différentielle ' = y valant 1 en O (et In comme sa réciproque), on utilise en-
core le critere de Cauchy. Il est intéressant de noter qu’il s’agit 14 de 1’approche originale
de Cauchy, qui a défini ce critere pour montrer I’existence de solutions a des équations
différentielles (voir le théoreme de Cauchy-Lipschitz en L3).

1.10.2 Parties ouvertes

Définition 1.10.6. Soit U une partie de R. On dit que U est ouverte (ou que U est un ouvert de
R) si
VeeU, JFe>0, |z —¢e,x+e[CU.
Exemples 1.10.7.
e R est ouverte (il suffit de prendre ¢ = 1).

e Lintervalle ]0, +oo est ouvert. En effet, si z € ]0, +o0], alors, pour ¢ = g > 0,o0na

T 3z

RE)

e L’intervalle [0, 1[ n’est pas ouvert. En effet, pour x = 0, quel que soit ¢ > 0, I'intervalle
| — €, +¢[ contient des réels strictement négatifs, donc n’est pas inclus dans [0, 1[.

]xs7m+e[:] [C]O,+oo[.

Exercice 13. Donner un exemple de partie de R qui n’est ni ouverte, ni fermée.

Exercice 14. Montrer qu’un intervalle ouvert est un ouvert, et qu’un intervalle fermé est un fermé.
Quels sont les intervalles a la fois ouverts et fermés ?
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Proposition 1.10.8. Soit A une partie de R. Alors
A est fermée <= R\ A est ouverte.

Démonstration. Supposons d’abord que R\ A est une partie ouverte. Montrons que A est fermée.
Pour cela, on considere une suite (a,,) d’éléments de A qui converge vers une limite ¢/ € R. Il
s’agit de montrer que £ € A. On procede par 1’absurde. Si ¢ n’était pas dans A, alors il serait
dans R\ A qui est ouverte, donc il existerait ¢ > 0 tel que |¢ — ¢,¢ + ¢[ C R\ A, et donc aucun
élément de |¢ — ¢, ¢ + ¢[ ne serait dans A. Or, comme a,, — /, il existe un entier NV tel que

n—-+o00
Vn > N, a, € |l —¢,l +¢[eta, € A. C’est une contradiction. Cela montre que la limite ¢ est
bien dans A.

Pour la réciproque, on procéde par contraposée en supposant que R \ A n’est pas ouverte. Il
existe alors z € R\ A tel que, pour tout € > 0, Iintervalle |x — ¢,z + £[ n’est pas inclus dans
R\ A. En particulier, pour tout ¢ > 0, il existe un élément a qui est dans A (le complémentaire
de R\ A) et tel que |z — a| < e. En particulier, cet = est adhérent & A. Au total, ona v € A et
x ¢ A.Donc A # A. D’apres la propositon 1.10.10, on conclut que A n’est pas fermée. O]

1.10.3 Parties compactes

Définition 1.10.9. Soit K une partie de R. On dit que K est compacte (ou que K est un compact
de R) si pour toute suite (U, )nen d’éléments de K, il existe { € K et une extraction o telles que
(Uy(ny) converge vers L.

Par exemple, le théoreme 1.7.6 de Bolzano-Weiertrass énonce que les intervalles fermés bor-
nés sont compacts. Plus généralement, on a :

Proposition 1.10.10. Soit K une partie de R. Alors K est compacte si et seulement si K est
fermée et bornée.

Démonstration. Supposons d’abord K compacte. Montrons que K est fermée. Soit (a,) une
suite d’éléments de K qui converge vers un réel /. Il s’agit de montrer que ¢ € K. Or, par

compacité, il existe ' € K et une extraction ¢ telles que a,,y —> ¢. Mais alors £ = ¢/, car
n—-+00

une suite convergente a pour unique valeur d’adhérence sa limite (proposition 1.7.4).

Montrons maintenant que K est bornée. Supposons par 1’absurde que K est non-bornée.
Alors elle est non-majorée ou non-minorée. Si elle est non-majorée, alors il existe une suite (a,,)
d’éléments de A qui tend vers +oc0, et alors toutes ses sous-suites tendent aussi vers +oo, donc
aucune sous-suite ne peut converger. Cela contredit la compacité. Le cas d’une suite non-minorée
se traite de la méme maniere.

Supposons maintenant K fermée et bornée. Montrons qu’elle est compacte. Pour cela, on
consideére une suite (a,) de K. Cette partie étant bornée, il existe C' > 0 tel que Vn € N, a,, €
[—C, C]. Le théoreme 1.7.6 de Bolzano-Weierstrass assure alors qu’il existe une extraction ¢ et
0 e [-C,C] tels que ay () o ¢. Mais comme Vn € N, ay,,) € A, on en déduit par fermeture

o0

quel € K. 0

38



39



40



Chapitre 2

Etude locale de fonctions réelles

2.1 Comparaison locale et comparaison asymptotique

2.1.1 Notion de voisinage

Définition 2.1.1. Soit U une partie de R.

e Soit xg € R. On dit que U est un voisinage de x si
Ja >0, |zg — a, 20+ [ C U.
e On dit que U est un voisinage de +oo si
JA€eR, |A, +oo[ C U.
e On dit que U est un voisinage de —oo si
dBeR, | —o0,B[CU.

Exemples 2.1.2.
e Soient zy € Ret o > 0. L’intervalle |xy — «, 29 + o[ est un voisinage de .
e Soit A € R. L'intervalle ] A, +oo[ est un voisinage de +oo.
e Soit B € R. L’intervalle | — oo, B[ est un voisinage de —oc.

Les voisinages des exemples 2.1.2 sont appelés les voisinages de base de xy, +00 et —o0
respectivement.
Il y a bien siir beaucoup d’autres voisinages. Par exemple, | — 0o, —5] U N est un voisinage

13 1
de —oo (mais pas de +00), et Z U } 1 [ est un voisinage de 5 (pour quels « ?), mais il nous
suffira en général d’utiliser les voisinages de base.

Exercice 15. Soit zg € R U {—o00,+0o0}. Soient U; et U, deux voisinages de . Montrer que
Uy NU; et Uy U Us sont aussi des voisinages de .
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Cette notion de voisinage est utile, car elle permet de reformuler la définition de limite sans
avoir a distinguer entre les cas réels ou infinis.

Proposition 2.1.3. Soient f une fonction réelle et xy,{ € R U {—o00, +00}. On suppose que x
est adhérent au domaine de définition Dy de f. Alors la limite de f en x est { si et seulement s,
pour tout voisinage U de {, il existe un voisinage V de xy tel que f(V) C U.

On peut aussi retrouver dans ce contexte les limites a droite, les limites a gauche ou les limites
épointées en zy € R vues au premier semestre. Pour cela, il suffit de demander en plus que V'
soit un voisinage a droite (resp. a gauche, resp. épointé) de z, c’est-a-dire qu’il existe o > 0 tel
que |zg, ko + ] C V (resp. |xg — a, 9] C V, resp. Jxg — o, ko[ U |xg, xo + [ C V).

Démonstration. On donne les éléments de la preuve dans le cas ol x et £ sont tous deux réels.
L’étudiant-e est invité-e a réfléchir aux huit autres cas.

D’apres la définition 2.1.1, U est un voisinage de x, si et seulement s’il existe ¢ > 0 tel
que |xg — €,m9 + [ C U, et V est un voisinage de ¢ si et seulement s’il existe 6 > 0 tel que
0—06,04+6[CV.

Or, d’apres la définition du premier semestre, on sait que f(x) — ¢ si et seulement si
T—T0

Ve > 0,30 >0, Vo € |xg— 0,20+ 9], f(x) €l —e,l+¢],

¢’est-a-dire que, pour tout voisinage de base U’ de /, il existe un voisinage de base V' de z tel
que f(V') c U
La proposition se déduit aisément de ces deux observations. Ul

Les résultats des sections 1.3 et 1.4 concernant les suites ont tous des analogues évidents
concernant les fonctions. En général, il suffit de remplacer « AN € N, Vn > N » par « U
voisinage de =y, Vo € U ». L’étudiant-e est invité-e a relire ces sections en cherchant a adapter
les résultats concernant les suites aux fonctions réelles.

2.1.2 Notion de « petit-o »

Définition 2.1.4. Soit o € R U {—o00,+00} et soient f et g deux fonctions réelles définies sur

un voisinage V de xo. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de zq et on note

f(x) = o (g(x))ou f = o (g9) (qu'onlit « f est un petit-o de g en o ») s’il existe un
T—rx0 T—rTQ

voisinage U C 'V de x( et une fonctionr : U — R tels que

Ve e U, f(x)=r(x)g(x) et r(x) — 0.

T—T0

En particulier, si la fonction g ne s’annule pas sur un voisinage U de z, alors la fonction f est

négligeable devant g au voisinage de x lorsque le ratio r(x) = g((f;; tend vers 0 en x.
La formulation de la définition est un peu plus compliquée, car il faut tenir compte du fait

que la fonction g peut s’annuler. Notez qu’on autorise le voisinage U a étre plus petit que V.

42



Remarque 2.1.5. 1l nous arrivera d’étudier aussi des fonctions non définies en x (par exemple la

fonction — avec xy = 0). La définition 2.1.4 s’adapte immédiatement a ce contexte en remplacant

x
les voisinages
définitions 2.1

V et U par des voisinages épointés. Cette remarque sera aussi valable pour les

.15 des « grand-O » et 2.1.19 des équivalents.

Exemples 2.1.6.

e On a 22

(=)

g(z)
e Onazd

=_0 (z*). En effet, sur le voisinage U = 0, +-o0[ de +o0, on pose 7(z) =
Tr—r+00
22
=— = 272 On abien ¥z € )0, +oo[, 2° = r(z)z* etr(z) =272 — 0.
iy T—r+00
= o (2°). En effet, sur le voisinage U = R de 0, on pose r(x) = z” (on a bien

z—0

5
= @) = —; pour z # 0, mais cette définition ne convient pas pour x = 0 car on
x

divise par 0). On a bien Vz € R, 2° = r(z)2% et r(x) = 2 — 0.
z—

Pour un z; fixé, la notion de o permet de définir une hiérarchie entre les fonctions. Par

T—T0

exemples, les deux fonctions 2% et 2! tendent toutes deux vers +o0 en +o0, mais dire que z2 est
négligeable devant 2* en +oo est une maniére de dire qu’en +oo, z* tend vers +o0o « plus vite
que z° ». (Notez que si on change x,, on change complétement cette hiérarchie. Par exemple, z*
est négligeable devant z2 en 0.)

FIGURE 2.1 — Les graphes des fonctions puissances.
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Les exemples 2.1.6 se généralisent dans la

Proposition 2.1.7. Soient o, B € R, alors on a

e %= o (2P)sietseulement si o < B,
T—>+00

e 2= o (2P) sietseulement sia > j3.
z—+0

Démonstration. Cela découle immédiatement des limites bien connues

+oo siy>0 0 siy>0
2 — 1 siy=0 et [27]— ¢ 1 siy=0
T—+00 . z—0 .
0 siy <0 400 siy <0
en posant () = x*” sur un voisinage adapté. O

On rappelle la proposition suivante vue au premier semestre, qui sera tres utile dans les exer-
cices :

Proposition 2.1.8. Soient o, 3,7 € R. Ona:

R BN 400 sia >0,
T—+00 0 sia < 0.

+oo i >0,

o 2|zl ﬁ_ﬁoo{ 0  sif<o.
e {0, 020
T—r .

Le moyen mnémotechnique pour se souvenir de cette proposition est de dire que « les expo-
nentielles I’emportent sur les puissances, et que les puissances I’emportent sur les logarithmes ».
La preuve est laissée en exercice (voir feuille TD du premier semestre).

Proposition 2.1.9 (Addition des « petit-o »). Soit xy € R U {—00, +00}. Soient fi, fa, g trois
fonctions réelles définies sur un voisinage de xq et \, u € R. On suppose que f1(x) = o (g(z))
T—x0

et fo(x) = 0 (g(x)). Alors

Mi(@) + pfa(x) = o (g(x))-

r—x0

Démonstration. (a savoir faire) On sait qu’il existe U; voisinage de g et 1 : U — R tels que

Ve e Uy, filr) =ri(z)g(xz) et r(x) — 0.

T—rxQ

De méme, il existe U, voisinage de z( et o : Uy — R tels que

Vo € Us, fa(x) =ra(x)g(x) et ry(x) — 0.

T—T0
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Alors, sur le voisinage U = U; N U, de x, pour la fonction r : U — R donnée par r(x) =
Ary(z) 4+ pre(z), on a bien

Vo € U, Mi(x) + pfo(x) = (Ari (@) + pra(2))g(x) = r(x)g(z) et r(z) — 0,

T—T0
par somme et multiplication par un scalaire de limites en z;. Ul

Cette proposition est tres pratique. Il faudra toutefois faire attention :
Danslecasou A = 1,onabien o (g(z))+ o (g(z)) = o (g(x)) mais il est étrange
T—=T0 T—T0 T—T0

d’écrire QHogﬂo(g(ﬂc)) + xgmo(g(x))

la méme fonction. A chaque fois qu’on écrit o (g(z)), on désigne une fonction négligeable
Tr—rx0

=2 o (g(z)) car les deux termes de la somme ne sont pas
T—rT0

devant g en zy, mais cette fonction (tout comme le voisinage correspondant de z() change a
priori a chaque occurrence.

2 1 1 1
Exemple 2.1.10. Ona — + — = o (—|.Eneffettona — =22 = o (27! =
x? a8 z—+o0 \ T 2 z—+00
1 1 1
o2 <x> et i 3 = x—)o—&-oo(x_l) = o <az> par la proposition 2.1.7, et on applique

la proposition 2.1.9.
Exercice 16. Est-il vrai que si fi(z) = o (g(z)) et fo(z) = o (g(x)), alors fi(x)fo(z) =

T—rT0 T—rT0
92
0 (9(a)°

Donner une condition suffisante sur g(z) pour que ce soit vrai.

La notion de “petit-0” permet de reformuler la dérivabilité d’une fonction en un point.
Proposition 2.1.11. Soit f une fonction réelle, et xy € Dy. Les deux assertions suivantes sont
équivalentes.

0=

a) La fonction f est dérivable en xy avec f'(x¢) = a (c’est-a-dire que
q
T — xg )

(b) f(x) = f(zo) +alx—z0)+ o (z—xp).

T—T0

En particulier, si f est dérivable en z, alors on a

f(@) = fzo) + f'(xo)(x —20) + 0 (2 — ).

T—T0

On interprete cette écriture en disant que = — f(xo) + f'(x0)(z — xo) est la meilleure approxi-
mation affine (c’est-a-dire polynomiale de degré 1) de f au voisinage de zy. Graphiquement, on
retrouve le fait bien connu que la droite d’équation y = f(z0) + f'(xo)(x — z0) est tangente au
graphe de la fonction f au point d’abscisse xg, voir la figure 2.2.

fz) = f(zo)

Tr — Xy

f(@) = f(zo) + alx — zo) + r(z)(z — x0).

Démonstration. Soit a € R. On pose r(z) = — a, ce qui équivaut a
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Y y = f(xo) + f'(20)(x — 20)

y = f(v)
f(20)

Zo T

FIGURE 2.2 — La droite tangente en xy correspond a la meilleure approximation affine de la
fonction au voisinage de xg.

On a (a) si et seulement si 7(x) — 0. D’autre part, on a (b) si et seulement si r(z)(x — zo) =

T—T0
) r(z)(e —x
o (xr — xg), c’est-a-dire que r@)( = z) =r(z) — 0.
T—T0 Tr — X T
On en conclut que (a) et (b) sont bien équivalents. ]

Cette caractérisation de la dérivée permet de calculer des limites délicates, comme le montrent
les exemples ci-dessous.

Exemple 2.1.12. On a appris en terminale que Sme — 1.
Tr T

Sachant que la fonction dérivée f = sin est f = cos, on retrouve cette limite facilement par
le (b) de la proposition 2.1.11, qui s’écrit :
sinz — sin 0

sin(z) = sin(0) + cos(0)(z — 0) + o (z) <

—cos0=1.
z—0 x—0 z—0

Cette limite nous permet de faire un prolongement par continuité de la fonction f(x) =
sinx

en 0. Cette fonction n’est pas définie en 0 car = figure au dénominateur. Mais on peut
x
considérer la fonction

f(0)=0
Cette fonction coincide avec f sur R\ {0}. En particulier, elle est continue sur R \ {0} (et méme
dérivable et, mieux encore, de classe C). De plus, comme

lim f(z) = lim f(z) =1 = £(0),

{ f(z) = sirxw: siz#0

la fonction f est aussi continue en 0, comme on le « voit » sur la figure 2.3. On pourra vérifier
plus tard a titre d’exercice que f est en fait dérivable sur R.
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FIGURE 2.3 — 1l est visible sur le graphe que la fonction el

se prolonge par continuité en 0.

Exemple 2.1.13. On veut déterminer la limite en 0 de la fonction (1 + m)i — ™5 On est

confrontés a une forme indéterminée car In(1 + z) et x tendent toutes deux vers 0.
Mais la fonction f(x) = In(1 + x) est dérivable sur | — 1, +o00[ donc elle est dérivable en 0.

Ona f'(z) =

, et d’apres la proposition 2.1.11, on a

1+
In(1+z)=f(z)=f(0)+ f'(0)(z)+ o (x)=z+ o (x).
x—0 x—0
On en déduit que
1 n(l+x m+z:>( = o
(1—'—‘1‘)5261(7,‘#) =e n:) :€1+z~>0(1)H61:€7
x—0

car la fonction e* est continue en 1.

Exemple 2.1.14. On veut déterminer le comportement de f(z) = vz + 1 — /z en +o0.

1
On factorise f(7) = Vo +1— Vx = Vx (\ [14+—— 1). On va utiliser le changement
x

1
de variable y = — — 0 et la dérivée de la fonction g(y) = /1 + y en 0. On rappelle que

€Tr T—+0o0o

1
¢'(y) = ————, d’ou I'on tire par la proposition 2.1.11 que

SNiET
Vity=g) =90)+gO)y+ o (y)=1+ %y +,9,)

On a alors

=i (g G) ) = ()
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2.1.3 Notion de « grand-O »

Définition 2.1.15. Soit o € R U {—o00,+00} et soient f et g deux fonctions réelles définies
sur un voisinage de x. On dit que [ est dominée par g au voisinage de x ef on note f(xr) =
O (g(x))ou f= o (g)(quonlit« f est un grand-O de g en x( ») s’il existe un voisinage U

T—x0 —x0
de xg et une fonction r : U — R tels que

Ve e U, f(x) =r(z)g(x) et restbornée surU.

Ici aussi, si g ne s’annule pas sur un voisinage de xg, alors f est dominée par g lorsque le
: f(z . -
ratio r(x) = ((; est borné sur un voisinage de .
g(x

Exemples 2.1.16.
e Ona (2+ cos(z))e® = O (e).Eneffet, sur U = R, la fonction r(z) = 2 4 cos(z) est

T—r00
bornée.

3 1
e Ona i O+ <> En effet, sur le voisinage U =]0, +-o00[ de +00, on a r(z) =
T—r1+00

x+2 x
3
3 3
m; == f2 < ?I = 3, bornée par 3.
24+ 1 . ..
eOna —— = — |- En effet, r(x) = 2 + x est bornée par 4 sur le voisinage
T z—0 \ T
U=]—-1,1[de0.

Proposition 2.1.17. Soit o € R U {—o00, +0o0} et soient f et g deux fonctions réelles définies
sur un voisinage de xq. On a:

_ 3U voisinage de xo, 3C' > 0,
fl@) =0 (9(x)) = { Ve e Un Dy D, [f(@) < Clg(@).

Démonstration. Pour la premiére implication, on prend pour C' une borne sur la fonction r. Pour
la réciproque, on pose

fl@)
— sig(x 0,
r@) =4 g(a) g(z) #
0 sig(z) =0.
On a bien r bornée par C sur U. Ul

Proposition 2.1.18. Soit o € R U {—o00,+00} et soient f, g, h trois fonctions réelles définies
sur un voisinage de xo. Si f(x) = o (g(z))etg(x)= o (h(x)), alors f(x) = o (h(x)).
T—T0 T—x0 T—T0

Démonstration. (a savoir faire) Il existe un voisinage U; de xg tel que

Vo e Uy, f(x) =ri(x)g(x) et r estbornée sur U.

48



D’autre part, il existe un voisinage Us de x tel que

Vo € Us, g(x) =ra(x)h(z) et ro(x) — 0.

T—rx0
On pose 7(x) = r1(z)r2(x) sur le voisinage U = U; N U NV de z. On a bien

Ve e U, f(x) =r(z)h(z) et r(x) — 0,

T—T0

c’est-a-dire que f(z) = o (h(x)). O

T—rT0

2.1.4 Notion d’équivalent

Définition 2.1.19. Soit vq € RU{—o00, +00} et soient f et g deux fonctions réelles définies sur un
voisinage de xo. On dit que | est équivalente a g au voisinage de x ef on note f(x) ~ g(z)
T—T0

ou f ~ g s’il existe un voisinage U de x et une fonctionr : U — R tels que
)

Ve e U, f(x)=r(x)g(x) et r(xr) — 1.

T—x0

Encore une fois, si g ne s’annule pas sur un voisinage U de x, alors f est équivalente a g au

voisinage de x si le ratio r(x) = fgmi tend vers 1 en .
g(x
Exemples 2.1.20.
1 1
e Onazx+1 ~ x.Eneffet,i:1+— — 1.
r——+00 X €r xr——+oo
1
1 1 PG 1
e Ona ~  —. En effet, +1f S - - — L
e Soit £ un réel. Si f(x) — Cet{ # 0, alors f(x) ~ (. En effet, on a alors o) —
T—To T—T0 14 T—T0

— = 1 par opération sur les limites.

14
En particulier, si f est continue en xy € R et f(zg) # 0, alors f(x) ~ f(xo).
T—x0

Proposition 2.1.21. Soir xy € R U {—00, +00}. Soient f, g, h trois fonctions définies sur un
voisinage V de xy. On a

1. f(x) ~ g(x) sietseulementsi g(x) ~ f(z).

T T—X0

2. Si f(x) ~ g(x) et g(x) ~ h(x), alors f(x) ~ h(zx).

Tr—x0

Donc ~ est une relation d’équivalence.
T—T0
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Démonstration. Le premier point est évident si f et g ne s’annulent pas sur V. Le cas général
est laissé en exercice.
Pour le second, on a deux fonctions r; et ry définies sur des voisinages U; et U, de xq tels que
Ve e Uy, f(z) =ri(x)g(z) et limr, = letVe € Us, g(x) = ra(x)h(x) et limry = 1. Surle
T—To T

voisinage U = Uy NU, de xg, on définit r(z) = ri(z)re(z). Onabien Vo € U, f(x) = r(z)h(z)
et limr = 1. ]

T—x0
Proposition 2.1.22 (Lienentre o et ~ ). Soit z9 € RU {—o00,+00} et soient f et g deux
T—xT0 T—x0
fonctions réelles définies sur un voisinage de x,.

L Sif(x) = o (g(x)), alors f(x) +g(x) ~ g(x).
T—T0 T—T0
2. Sif(x) ~ glx) alors f(x) —g(zr) = o (f(x)).
Tr—rx0 T—T0
Démonstration. (a savoir faire) Pour le premier point, on a un voisinage U de xg tel que Vz €
UNnDyND,, f(x)=r(x)g(x)ou limr = 0. Toujours sur U, pour 7(z) = r(z) + 1, on a bien
T—T0
f(z) + g(z) = 7(x)g(z) et lim 7 = 1 par addition de limites.
T—T0
Le deuxieme point se traite de maniere similaire. Ul

Proposition 2.1.23. Soient f1, f2, g1, g2 quatre fonctions définies sur un voisinage V de xo €
R U {—00 + oc}. On suppose que f1(x) ~ fa(z) et g1 () ~ g2 ().
T—T0 T—T0

1. Si fi(x) e g1(x), alors fy(x) S g2().
2. 8i fi(z) = 20 (91()), alors fo(x) = o (ga(x)).

—T0 r—x0

La preuve est laissée en exercice.

Proposition 2.1.24. [Multiplication des équivalents] Soient f1, f2, g1, g2 quatre fonctions dé-
finies sur un voisinage V de ry € R U {—oco + co}. On suppose que fi(x) ~ fo(x) et
T—x0

g1(z) W g2(x). Alors
h(@)gi(x) ~  fax)ga(2).

Démonstration. (a savoir faire) On a deux fonctions r et v’ définies sur des voisinages U et U’
de zgtelsque Ve € UNV, fi(x) =r(x)fo(x) et :611_)12107“ =letVe e U'NV, gi(x) =1 (2)g2(x)
et lim 7" = 1. Sur le voisinage U” = U N U’ NV de xg, on définit r"(z) = r(z)r'(z). On a bien
vx:rgw& fi(@)gi(x) = r"(z) fo(x)g2(z) et xli_glor” = 1 par produit de limites. O
Exercice 17. Trouver quatre fonctions fi, fa, g1, g telles que f; eds faetgy L 02 et fi+aq
ne soit pas équivalente en +o00 a fy + go.

Exercice 18. Soit h : R — R une application continue. Est-il vrai que si f(z) ~ g(x) alors

T—T0
M(f(2)) ~ hlg(x))?
On pourra considérer les fonctions f(x) = z, g(x) = x + 1 et h(z) = €” pour xy = +o0.
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Proposition 2.1.25 (Signe de fonctions équivalentes). Soit f et g deux fonctions réelles définies
sur un voisinage V de xo € RU {—o00, +00}. On suppose que f(x) ~ g(x). Alors il existe un
T—rT0o

voisinage U de x tel que
f(x) >0 = g(z)

> 0,
VeeU, ¢ f(r) <0< g(x) <0,
f(z) =0<=g(x) =0.

Démonstration. (a savoir faire) On montre seulement le premier point. On a une fonction r
définie sur un voisinage U, telle que Vo € Uy, f(z) =r(z)g(z) et limr(z) = 1.
T—rT0

1
Cette limite assure que pour € = 3 > 0, il existe un voisinage U C U; de z( tel que
r(U) C |1 —e,1 + €[, donc en particulier que Va € U, r(x) > 0.
La coincidence des signes découle alors de I’égalité Va € U, f(z) = r(x)g(x). O

Proposition 2.1.26. [Inverse des équivalents] Soient f, g deux fonctions définies sur un voisinage
Vde xg € RU{—00 4+ oo}. On suppose que | ~ g et que [ ne s’annule pas sur V. Alors il
T—T0

existe un voisinage U sur lequel g ne s’annule pas et

1 1

~ .
f(x) a0 g(x)
Démonstration. Laissée en exercice. O]

Remarque 2.1.27. Les notions de petit-o, de grand-O et d’équivalent sont bien sr valables pour
les suites, qui sont des fonctions réelles ayant pour domaine de définition N. On définit ainsi que

u, ~ v, sietseulement s’il existe un entier N et une suite (7, ),>y tels que Vn > N, u, =
n—+4o0o =

raUn etr, — 1. Et de méme, mutatis mutandis, pour les notions de petit-o et grand-O.
n—-+00

2.2 Formules de Taylor

Définition 2.2.1. Soit I un intervalle de R.

e Sixg € I, ondit que | est dérivable au point x si ’application I \ {0} — R donnée par
B f(xo +h) — f(wo)

cette limite f'(xy).

admet une limite (épointée) lorsque h tend vers 0. On note alors

e On dit que f est dérivable sur Dintervalle [ si Vxo € I, f est dérivable au point I. On
appelle fonction dérivée de [ la fonction f' : I — R donnée par xo — f'(xo).

e Soitn € N\ {0,1}, on dit que f est n fois dérivable sur I’intervalle / si f est (n — 1)
fois dérivable sur I et si sa dérivée (n — 1)°™ f ("=1) est dérivable sur I. On appelle alors

n®™ fonction dérivée de f, ou dérivée n°™ de f, la fonction f™ = ( f (”*1))/.
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La notion de dérivée n®™ est donc définie par récurrence. On a bien sir f) = f’ et

f® = f" etc. On remarque que la dérivée seconde au point zo n’est pas définie directement
a partir de la fonction f. Elle ne peut &tre définie que si f est dérivable sur un voisinage de x, et
alors on utilise f’ sur ce voisinage pour définir le réel f ”(xo) comme la limite, si elle existe, de
f(@o + h) — f'(0)
h
Définition 2.2.2. Soient I un intervalle de R et f : I — R une application. On dit que f est de

classe C" sur I si f est n fois dérivable sur I et si sa dérivée n°™ ™) est continue sur I. On dit
que f est de classe C° sur [ si f est de classe C" sur I pour tout n € N.

quand h tend vers 0.

En particulier pour n = 0, f est de classe C° sur I si et seulement si f est continue sur /.

Exemple 2.2.3. De nombreuses fonctions usuelles sont C'* sur leur domaine de définition. C’est
le cas des puissances, de I’exponentielle, du logarithme, du sinus, du cosinus... La fonction racine
est quant a elle C*° sur R’ , mais seulement C% sur R,

De plus, comme la composition et les opérations de somme et multiplication préservent la
continuité et la dérivabilité, elles préservent aussi la classe C" pour un n fixé, et donc a for-
tiori la classe C'™. Le passage a I’inverse préserve aussi ces propriétés dans les domaines ou le
dénominateur ne s’annule pas.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer la formule de Taylor-Lagrange. Cette formule
est a connaitre par ceeur. Ses utilisations en analyse sont innombrables. Sa généralisation pour
n = letn = 2 a des applications RY — R sera un des sujets centraux du cours de calcul
différentiel en L2 (c’est déja difficile pour d = 2 ou 3).

Théoréme 2.2.4 (Formule de Taylor-Lagrange a ’ordre n). Soientn € Net f : [a,b] — R une

application. On suppose que f est de classe C" sur [a,b] et que f est (n + 1) fois dérivable sur
la, bl

Alors il existe ¢ € ]a, ] tel que

(b—a)?
2l

(b—a)"
n!

(b—a)"*!

O

f(b) = fa)+f'(a)(b—a)+["(a) +.. 4+ (a)

—i—f’”(a) (b —!CL)

3

Dans cet énoncé, on note [a, b| et |a, b[ pour désigner les intervalles fermé et ouvert dont les
bornes sont a et b indépendamment de 1’ordre entre a et b (on note par exemple [1, 0] de maniére
équivalente a [0, 1]) ; c’est-a-dire que [a, b] := {z € R, |a — x|+ |z — b] = |a — | }.

Il est important de bien noter le role du c qui apparait seulement dans le dernier terme. En
utilisant le symbole sigma, on peut réécrire la formule de Taylor-Lagrange (on rappelle que, par
convention, 0! = 1) :

(b—a)

£6) = 3 19 ¢ o

(n+ 1)1~

On remarque aussi que, pour n = 0, la formule de Taylor-Lagrange n’est autre que le théo-
reme des accroissements finis :
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Théoreme 2.2.5 (Théoreme des accroissements finis). Soient a < b et f : [a,b] — R une
application continue sur |a, b] et dérivable sur |a, b[. Alors il existe ¢ € ]a, b] tel que

f) — (@)

flo ==

Graphiquement, ce théoréme assure qu’il existe sur le graphe de la fonction f un point d’abs-
cisse ¢ ou la tangente est parallele a la corde entre a et b (cf. 1a figure 2.4).

En cinétique, cela s’interpréte comme suit. Si la fonction f(t) représente la position a I’instant
t d’un point mobile sur une droite (qui peut modéliser une voiture sur une route par exemple),
alors la fonction dérivée f’(t) décrit la vitesse de la voiture a I’instant ¢ (et la dérivée seconde
f"(t) mesure I’accélération a I'instant t). Le théoréme des accroissements finis assure qu’il existe

b) —
un instant ¢ o la vitesse « instantanée » f’(c) est égale a la vitesse moyenne f(Z)_CJ:(a) entre
aetb.

Y
f(b)
b) —
pente 7](( ) = /(@) f(z)
b—a
f(a)
pente f'(c)
a C b x

FIGURE 2.4 — Illustration du théoreme des accroissements finis 2.2.5. La corde bleue et la tan-
gente rouge sont paralleles.

Il est plus difficile d’interpréter intuitivement la formule de Taylor-Lagrange aux ordres su-
périeurs.
On rappelle la preuve du théoreme des accroissements finis 2.2.5, vue au premier semestre :

Démonstration du théoreme des accroissements finis 2.2.5. (a savoir faire)
Ce théoreme est en fait une version « améliorée » du lemme de Rolle (cf. 2.4.6).
On pose, Vz € [a, b],
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bf(a) —af(b)
b—a

la, b[ car f I’est. On peut donc applique_r le lemme de Rolle 2.4.6, qui assure qu’il existe ¢ € |a, b]
tel que ¢'(¢) = 0. Or, Vx € |a, b],

Par calcul, on a g(a) = g(b) = . De plus, g est continue sur [a, b] et dérivable sur

g(w) = () - TO I
On a donc bien f'(c) = f(bl)):i:(a). O

Démonstration de la formule de Taylor-Lagrange 2.2.4. La preuve du théoréme des accroisse-
ments finis se généralise pour obtenir la formule de Taylor-Lagrange 2.2.4 :
On pose, YV € [a, b],

(n+ 1)

ou A € R est défini par

 (n+1)! - i (b—a)k
)\_(b—a)"“<f<b)_ f()(a) X >,

k=0

c’est-a-dire que A est choisi pour avoir g(a) = 0. Il suffit donc de montrer qu’il existe ¢ € |a, b]
tel que A = f™+Y(¢).

On vérifie facilement que g(b) = 0 (seul le terme pour & = 0 ne s’annule pas, et il se simplifie
avec le premier f(b)). On a donc g(a) = g(b), et g est continue sur [a, b] (car f y est de classe
C™) et dérivable sur |a, b[ (car f y est (n + 1) fois dérivable). On peut donc appliquer le lemme
de Rolle, qui nous fournit un réel ¢ € Ja, b tel que ¢'(c) = 0.

Orona, Yz € [a,b],

o) = 0= (F@)+ £ -0+ H 00
3) T (n) T — T n+1
+L 3!( )(b_x>3 +od n'( )(b_x)n> - A(lzn +)1)! ’
et donc, Vx € |a, b,
s = = (1@ + @00 - e+ 0@ -
() ;!x) - f(3)(:13)3(b3_!$) +o+
N A e R T
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k 1
d’ot, la plupart des termes s’éliminant par télescopage en appliquant 1’égalité i o)
n (b—z)" (b—ax)"
g(x) = =@ B B
Ainsi, (
n b— C)n
0=g'(c) = (A= f""V(e) ="
Comme b — ¢ # 0, on en déduit bien que A = f™ 1 (¢). O

Application de la formule de Taylor-Lagrange 2.2.4 : On va montrer que In(1,003) =
0,00299550 + ¢ avec 0 < £ < 107®, c’est a dire qu’on va donner les 8 premiéres décimales du
nombre réel In(1,003).

Pour cela, on va utiliser les formules de Taylor-Lagrange 2.2.4 aux ordres 2 et 3 pour la
fonction f(z) = In(1+x) entrea = O et b = = > 0. On rappelle d’abord les dérivées successives

1 -1 2 —6
! _ " _ (3) _ (4) —
On en déduit que
f0)=0, f(0)=1, f'(0)=-1, fO0)=2 f40)=-6
La formule de Taylor-Lagrange a I’ordre 2 assure qu’il existe ¢ € |0, | tel que
2 9.3 2
In(l4+2z)=x— % + ﬁ On en déduit que Vo > 0, In(1 +z) >z — %

La formule de Taylor-Lagrange a I’ordre 3 assure qu’il existe ¢’ € |0, z[ tel que

2 3 4 2 3
In(1+2x) = T S On en déduit que Yz > 0, In(1+2z) < P,

2 "3 41+ )

On en déduit au total que

2 3

2 2 3
Vm>07x—%<ln(1+x)<x—%+%.

2 3
Pour = = 0,003, cela donne 22 = 9.1075, donc % — 45.1077; et 2% = 27.10~°, donc % -

9.107? < 10~%. Finalement :
0,00299550 < In(1,003) < 0,00299551.

Dans le membre de droite de la formule de Taylor-Lagrange, le dernier terme (compor-
tant le ¢ inconnu) peut ainsi étre pensé comme une erreur entre f(b) et son approximation

n h— k
Z f (k)(a)( k'a) . Cette erreur diminue d’autant plus vite quand b tend vers a que 1’ordre
k=0 '

n est grand. C’est le sens de la formule suivante :
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Corollaire 2.2.6 (Formule de Taylor-Young). Soit I un intervalle et f : I — R de classe C" sur
I, alorsNxg €1, ona:
2

F@) = o) + £ @o)(a — o) + £ ao) L1

2!
+...+ f(”)(xo)w + o ((z—z0)").
n! T—rT0
Démonstration. On applique la formule de Taylor-Lagrange 2.2.4 a I’ordre n — 1 (comme on
ignore si f () est dérivable, on ne peut pas I’utiliser a I’ordre n), avec a = xg et b = x. On obtient
qu’il existe ¢, € |z, z[ tel que

f@) = f(zo) + f'(wo)(x — o) + JCII(IO)(I_2!2:0)2

o fY ()

(x — xo)" !

(n—1)!

En écrivant £ (c,) = £ (z0) + f™(c,) — £ (), on en déduit
2

F(x) = flzo) + f(wo)(x — m0) + f,,(%)(w—;@

(z — ;"30)” n J™(ca) —’ S (o)
n! n!

(n) — f)
Le dernier terme est de la forme r(z)(x — zo)" avec r(x) = fes) 'f (xo). Comme f™
n!
est continue, il suffit de voir que ¢, — ¢ pour en déduire que r(z) — 0.
T—T0 T—T0

Cela découle évidemment de I’inégalité |c, — zo| < |z — xo|. O

(x — a:o)”.

+ f(")(cx) -

o f ()

(x — x0)".

De la formule de Taylor-Lagrange découle également 1’inégalité suivante, qui donne une
majoration de I’erreur :

Corollaire 2.2.7 (Inégalité de Taylor-Lagrange). Soit [ : [a,b] — R de classe C" sur [a,b] et
(n -+ 1) fois dérivable sur]a, b|. On suppose qu’il existe M > 0 tel que Yz €]a, b], |f™V (z)| <
M. Alors

b — a|™+!

- (n+1)

6) - (Z 7 )

Démonstration. On a, d’aprés la formule de Taylor-Lagrange 2.2.4, ’existence de ¢ € |a, b] tel
que

‘f(b)— (Zﬂ“(@“ ;!C‘) >‘ _ 'f<n+1>(c)(b—a>’” _ o lo—al

— m+D! | = (n+1)!°

O

Remarque 2.2.8. Les hypothéses de ce corollaire sont satisfaites dés que f est de classe C™**
sur [a,b]. En effet, cela signifie que f™*V est continue sur [a,b]. Le théoréme des extrema
2.4.7 assure alors que f™*Y est bornée sur [a,b], c’est-a-dire qu’il existe M > 0 tel que
Vo € [a,b], |f"D(x)] < M.
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2.3 Développements limités

2.3.1 Définition et premieres propriétés

Définition 2.3.1. Soient f une fonction réelle et vy € R adhérent a Dy. On dit que f admet
un développement limité a I’ordre n en xy (on abrégera souvent en DL,,) s’il existe des réels
ag, Ay, - - .,y tels que

f(z) = aog+ ai(x — z0) + ag(x — 20)® + -+ an(z —20)" + 0 ((#—20)"),

T—T0

c’est-a-dire s’il existe un polynome P de degré < n tel que f(r) = P(x—xz9)+ o ((x — x0)").
T—T0

Proposition 2.3.2. Le DL, de f en x( est unique; ¢’est-a-dire que si
f@) = ao+ai(z—xo) +azx(z—x0)* + - +an(@—m0)"+ o ((z—20)")
T—>TQ

et f(x) = bo+bi(x—x0)+bo(x —0)> + - +bu(z — )"+ 0 ((x—1)"),

T—T0
alors V0 <i<mn, a; =b;,.

Démonstration. (a savoir faire) Par ’absurde : si ¢’est faux, on pose j = min{i | a; # b;}. Par
soustraction, on a . ‘
0=(a; —bj)(z—x0)’+ o ((3: - xO)J) )

T—rT0
En divisant par (z — z0)’ pour z # xp, on obtient 0 = a; —b; + o (1) — a; — b; = 0.
T—x0 T—T0
Contradiction. OJ

Remarque 2.3.3. On peut montrer en adaptant la preuve ci-dessus (exercice : faites-le !) que si
f(x) = ao+ ai(r — 20) + ag(w — 20)* + ... + an(x — 20)" + 0 ((x — xo)"), alors
T—x0

f(x) ~ aj(zr —x0)’, ot j = min{i | a; # 0}.
T—T0

Par contre, si tous les termes du DL,, sont nuls, on ne peut pas en déduire d’équivalent de f
€n Top.

Remarques 2.3.4.

e On a les équivalences immédiates :

faunDLyenzy <= day €R, f(x)=ao+ o (1),
T—rT0o
— f(x) — ay,
T—T0o
<= f estcontinue en xq et f(xg) = ay.
e D’apres la proposition 2.1.11, on a les équivalences :
faunDLyenzy <= Jap,a1 €R, f(z) =ap+ai(x —x9)+ o (x— ),
T—rx0

<= f est dérivable (et donc continue !) en zg et f(zg) = ag et f'(x9) = a;.
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e D’apres la formule de Taylor-Young 2.2.6, si f est de classe C™ sur un voisinage de xo,

alors f admet un DL, en z( avec a;, = f(k;(‘xo).
f@) = Fao) + P — o) + 1) ™
+..+ f<”>(:,:0)M + o0 ((z—1x0)").

TL' T—TQ
e Pour n > 2, il existe des fonctions admettant un DL,, en xy mais qui ne sont pas n fois
dérivables en zy, comme le montre 1I’exemple suivant avec n = 2 et g = 0.

Exemple 2.3.5. On considere la fonction définie par

1
Fz) = 23 sin (3:2> siz # 0,
0 siz =0.

1 1
On a pour z # 0, f(z) = zsin (2> 2? = oO(xZ) car x sin <2) tend vers 0 en 0. Donc f
x x T

—
admet un DL, en 0 avec ag = a1 = a, = 0.

Néanmoins, on sait que f est dérivable sur R \ {0} par les opérations usuelles et on a

Vz #0, f'(z) = 32°sin (;) — 2cos (;) :

Quand x — 0, le premier terme tend vers 0 et le second terme n’a pas de limite. On en déduit que
f'(z) n’admet pas de limite quand z tend vers 0, donc que f’ n’est pas continue en 0. A fortiori,
/' n’est pas dérivable en 0 et donc en particulier, la dérivée seconde en 0 n’existe pas.

2.3.2 Développements limités usuels

Dans cette section, on donne les développements limités a tout ordre des fonctions usuelles
au point g = 0. Ces DL sont a connaitre absolument !
Pour la fonction exponentielle en zo = 0, on a

2 $3 "

O |¥n eN, ex:1+x+7+7+...+ﬁ+

ol 3l 90| ©

z—0

T

En effet, on a pour f(z) = e
Vi eN, fB(z) =€ etdonc Vk € N, fP(0) =" =1,

et on applique la formule de Taylor-Young 2.2.6 a I’ordre n.
La formule de Taylor-Young permet aussi de calculer facilement les DL a tous ordres des
fonctions sinus et cosinus.
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On rappelle que

cos si k =0 mod 4 1

(k) _ — sin Si k =1 mod 4 (k) . 0
COS"" =\ _cos sik=2mod4 donc cos™(0) = -1

sin si k =3 mod4 0

si k = 0 mod 4
sik =1 mod4
si k = 2mod 4
si k = 3 mod 4.

En appliquant la formule de Taylor-Young raffinée a I’ordre 2k + 1 en xy = 0, on en déduit que

22 gt g6 o8 L a2 peit
Q@ V/{:EN,Cosx—l—a—FE—a—}—g— +(_)(2k‘)! w~>0( )
De méme pour sinus, on a
sin si k =0mod 4 0 sik=0mod4
oo (k) _ ) cos sik=1mod4 (B) () — 1 sik=1mod4
St —sin  sik =2mod4 done sin™(0) 0 sik=2mod4
—cos sik=3mod4 —1 sik =3 mod4.

Q

En appliquant la formule de Taylor-Young 2.2.4 a I’ordre 2k + 2 en 2y = 0, on en déduit que

$3 5 7

. ¥’ x x
VkGN,smx::/v—g ST (=1

2k+1

Q

kil S

($2k+2).

0

Q

Exercice 19. En admettant que les développements limités de la fonction exponentielle restent
vrais pour des variables complexes, retrouver les DL de sinus et cosinus a I’aide de la décompo-

sition en partie réelle et partie imaginaire ' = cos(x) + i sin(z).

Un autre DL tres utile a connaitre est le suivant : Vo € R,

1
O |vneN (1422 =1+ast+ 20Dy

ala—1)...(a—(n—1))

21 n!

"+ o (x").

z—0

Démonstration. C’est la formule de Taylor-Young 2.2.6 avec

f@) = (1+2)° £(0) =1

7/(x) = a(l +2)*! 70 =a

7(z) = ala = 1)(1+2)"? oy F'O) =afa—1)

FO() = afa = (@ - 2)(1+2)* 790 = ala - 1)(a —2)

S (@) = ala— 1)(a—2)...(a—(n—1)(1+2)"",

Certains DL peuvent s’obtenir sans utiliser la formule de Taylor-Young. Par exemple, on a

@

1
Vn € N, 17:1+x+x2+x3+---+x"+ o (z").
-z

z—0

v
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Démonstration. Par somme d’une suite géométrique, on sait que

1_l.n+1
VxGR\{l},1+x+x2+-~-+x”:17
-z
On en déduit que
1 2 3 n o n
—=1l+o+2"+ao 4+ +a" + x",
1—x -2z
et la fonction 7(z) = tend vers 0 en 0. O

— T

Exercice 20. Retrouver les DL de

via les formules de Taylor-Young.
—x

Par changement de variable, on obtient les DL de n
T

1 1
Vn € N, = =l-z+2°—2°+-+(=1)"2" + o (z").
l+z 1—(-x) 20

(car —z tend vers 0 si « tend vers 0), ou encore les DL de T 5

T
1 ,
VneN, —— =1-2?+2* 2%+ + (=12 + o (2¥").
1+ x2 z—0
Enfin, le dernier DL classique a connaitre est
O |VneN, In(l1+z) = x—2+x—3 x—4+ + ( 1)”+1x—n+ (z").] ©
n , In T)=2— 5 1 o).
Il s’obtient a partir des DL de T en prenant les primitives terme a terme, en application
T

de la proposition suivante :

Proposition 2.3.6. Soient f une fonction réelle et x un réel adhérent a Dy. Si

f(z) =ag+ ai(x — o) + an(x — 20)* + -+ an(z —20)" + o0 ((x—30)"),

T—x0

alors son unique primitive s’annulant en x satisfait

g x—x0)? x — xo)" !
F(z) = /IO f(t)dt = a0($—$0)+a1( 5 o) oy '+an(n+oi+z_gm ((z —20)"?).

Attention, cette proposition assure que les DL peuvent s’intégrer (se primitiver), mais il n’est
pas possible de dériver des DL (cf. le TD).
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Démonstration. On observe d’abord que la fonction ay(z — x¢)* a pour unique primitive s’an-
(ZC _ $0)k+1
k+1

11 suffit donc de voir que si g(x) = o ((x — xo)"), alors
T—x0

nulant en xq la fonction a;

G(az)—/xg(t)dt— o ((z—zo)™)

T—T
0 0

Ona g(t) = r(t)(t — zo)" ou r(t) tend vers 0 en 0. Donc pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
|t — 20| < ¢ implique |r(t)| < e.
Fixons un ¢ > 0 arbitraire, et soit ¢ associé par ce qui précéde. On a alors, Vz € |z¢—0, zo+0],
/ (1)t — xo)”dt‘

foa] - |

< [ e = wolae
o
< / ez — xo|dt car |t — xo| < |xr — 20| < O

Zo

|G(x)] =

T
< €|x—x0\”/ ldt = e|z — xo|" .
x

0

G
Ainsi Ve > 0, 30 > 0 tel que si |z — xo| < 0, alors __Glo) < e. Cela montre que
(x — @)™ *!
G(SE) , N _ n+1
tend vers 0 quand x tend vers x, ¢’est-a-dire que G(z) = o ((z —zo)"™). O
(:1; — $0)n+1 T—x0

Exercice 21. Utiliser la proposition précédente pour déterminer les DL a tout ordre de la fonction
arctan.

Remarque 2.3.77. On se contente dans bien des exercices de considérer les développements limités
en 0. Pour le cas général, on peut toujours s’y ramener en posant y = x — 2o (qui équivaut a
x = xo + ). On a bien y — 0 si et seulement si x — xq. Il faut alors exprimer f en fonction de
y, faire le DL en y — 0 puis revenir a la variable .

Remarque 2.3.8. En voyant les formules des développements limités & tout ordre des fonctions
usuelles, on peu légitimement se demander si la suite des approximations qu’ils fournissent
converge vers la fonction. Plus précisement,

n

sivVn e N, f(z) = Zakazk + o (a2"), a-t-on f(z) = lim apx®? (2.1)
=0 z—0 n—+00 o

On observe que c’est toujours vrai pour z = 0, mais que c’est faux en général pour x # 0,
comme le montre I’exemple classique ci-dessous :
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Exemple 2.3.9. On pose f(z) = e six # 0 et f(0) = 0. A tout ordre n, le polyndéme nul
donne un développement limité pour f. En effet, on a Vn € N, f(z) = oo(x”). Cela découle
z—

de la limite

1 n
lime =227 = lim e Yy2z =0,
z—0 Yy—r+00
en utilisant la proposition 2.1.8 et le changement de variable y = — ou x — 0 équivaut a

2
n

y — +o00. On en déduit que Vn € N, Zaerk:O — O#e_w%:f(az) siz # 0.

n—-+o0o
k=0
Par contre, la réponse a la question (2.1) est oui dans les cas suivants :

e pour tout € R pour les fonctions classiques exp, cos, sin,

1
e pourtout x € | — 1, 1] pour les fonctions (1 + z)* ot v ¢ Neet T
—x

e pour tout x € | — 1,1] pour In(1 + z).

Les fonctions jouissant de cette propriété pour un intervalle | — R, R[ sont dites « dévelop-

pables en séries entieres », et le plus grand tel R est appelé rayon de convergence de la série
+00

Z arx”. Cette propriété extrémement intéressante sera étudiée en L2. On notera que le contre-
k=0
exemple f(z) =e

1 R .
=2 est quand méme une fonction de classe C™ sur R.

2.3.3 Opérations sur les développements limités

Proposition 2.3.10 (Combinaisons linéaires de DL). Soient A, u deux réels. Supposons que f et
g admettent un DL,, en xq de la forme

flx) = Plx—xz0)+ o ((x—w)"),

T—T0

g(r) = Qx—x0)+ o ((xz—m)"),

T—T0

avec P et () deux polynomes de degré < n. Alors la fonction \f + ug admet pour DL,, en xg
A(@)+pgle) = AP(e =) + Qe —m0) + o ((z—20)").
Démonstration. On écrit les DL en utilisant la définition des petit-o.
f(x) = Plr—x0)+rx)(r—0)"
g(z) = Qz—wxo) +r2(z)(x — 20)",
ol r; et o tendent vers 0 en zy. On en déduit
Af(2) +pg(x) = AP(x = xo) + pQ(x — x0) + (Ar1(x) + pra(2)) (2w — 20)",

qui est bien le DL voulu, car Ar; + uro tend aussi vers 0 en x, par combinaison linéaire de
limites. 0l
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2
Exemple 2.3.11. On donne un DLj3 de la fonction e* + T en 0.
x a? 3 1 2, .3 3
Pour cela, on rappelle que ¢* = 1+2+—+—+ o (2°)et = l+az+a 42"+ o (2°).
2 6 x—0 1— z—0

On déduit de la proposition que

- 2 5 4 13 4 3

Proposition 2.3.12 (Produits de DL). Sous les hypotheses de la proposition 2.3.10, le produit fg
admet un DL,, en x( obtenu en faisant le produit des polynomes P et () et en tronquant a I’ordre
n.

Démonstration. La preuve est laissée en exercice. 1l est plus utile de traiter des exemples. ]

Exemple 2.3.13. On se propose de donner un DL, de cos(z)y/1 + 2 en 0.
On utilise les DL, de cos(z) et V1 + 2 = (1 + 33)% et on développe le produit :

2 2
v 3 r_ 2
(1 5 +$go(m )) <1+ 5 S —i—mgo(x ))

2 2 2
— r_r y_ LT r_or 2
= 1+5 -5+ o) -3 (1—+ —+x30@:)>

cos(x)V1+x

Les sept autres termes sont tous des o 0(1'2). On ne se donne pas la peine des les expliciter. Reste
T—r

a ordonner notre résultat :

CeWVTTo=1+5-2 0 @)
COS(T r = 9 3 xg() X ).

Proposition 2.3.14 (Composition des DL). Soient f, g deux fonctions telles que

flx) = Px)+ o ((x—w)"),

T—rTQ

gly) = Q)+ o ((y—w)"),

Y—Yo

avec P et () deux polynomes de degré < n et f(xy) = yo. Alors go f admet un DL,, en x, donné
par la troncature a I’ordre n du polynéme ) o P(x) = Q(P(x)).
Démonstration. La preuve est laissée en exercice. 1l est plus utile de traiter des exemples. ]

sinx

Exemple 2.3.15. On se propose de donner un DL3 de ™" * en 0.
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3 2 3

. o X 4 Y _ Yy ) 3 14
On rappelle que sin(z) = r + xgo(a: Jete! =1+y+ 5t 5 + ygo(y ). On va utiliser
la seconde formule en posant y = sinx —0> 0. On obtient
T—
=3
esinx = ex_T_'_:vg(](le)

3 3 2
_ _ 4 1i,_= 1
= 1+ <IE 5 +mgo(z )) + 5 (m 5 +3£>0(:1: )) +

= l4+z— v + 1(:cz) + 1(333) + o (2%).
6 2 6 z—0
Comme on veut un DL3, on ne garde que les termes de degré < 3 quand on développe les
puissances. Reste a ordonner les termes :

2

- T
sine _ | i 3 )
e +a+ 5 + mgo(x )
Exemple 2.3.16. On se propose de donner un DL, de v/1 + cosx en 0.
22 y P

3 — . 3 e l: _—— 2
On rappelle que cosz = 1 2+Igo(x)etm (1+y)2 1+2 8+ygo(y)-11

est tentant de poser y = cos x et d’injecter le premier DL dans le second. C’est malheureusement
faux car le second est vrai pour y — 0 et cosz — 1 (on n’a pas f(z) = yo si on veut appliquer
2

la proposition). C’est pour cela qu’il faut poser y = cosz — 1 = —% + 00(x3) —O> 0.0Ona
T— T—
alors

Vidcoszr = 24+y=V2 1—1—%

= V2 (1 +24 oo(y)) d’apres le DL, de /1 + y en 0 appliqué a %,
Yy—

4
- V2 <1 +i (—f) +£o(x3)> —V2- \/zxg + o (2%).

On remarque qu’il suffit en fait du DL; de (/1 + % car  est dominée par 2°. On remarque aussi

qu’on a donné le DL, de /2 4 y en 0, ce qui est équivalent a donner le DL, de v/1 4+ z en 1.
Exemple 2.3.17. On se propose de donner un DL3 de tan(z) en 0. On a

- 4 o (a4

tan(x) _ sin(m) — 6‘2 z—0
cos(z) 1-2 + 00(333)
z—

3
1
= (x—x—i— 0(x4)>>< S —.
6 z—0 1_%+ 0(1}3)
z—0
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1 2
Pour inverser un DL, on utilise la composition par 1 =149+ Oo(y) avec y = % +

o (z°) — 0. Ici, on obtient immédiatement
el

tan(z) = <x — xgo(ﬁ)) (1 + 5+ mﬁo(x2)>

Reste a ordonner, et on conclut :

tan(z) = x + 4o (z%).
3 x—0

2.4 Utilisations des DL

Voici quelques exemples d’utilisation des DL. Il y en a bien d’autres !

2.4.1 Extrema locaux et globaux

Définition 2.4.1. Soient f une fonction réelle et vy € Dy. On dit que

o f admet un maximum local au point x s’il existe un voisinage U de x tel que

f(xo) =max{f(t) |t e UND;} = ml?xf.

e f admet un minimum local au point xq s’il existe un voisinage U de x tel que

f(xo) =min{f(t) |t e UND;} = mUinf.

o f admet un extremum local au point x si f admet un maximum ou un minimum local au
point x.

o f admet un maximum, minimum ou extremum global en x si on peut prendre U = R.

Proposition 2.4.2. Soit zy € R. On suppose qu’il existe k € N tel que

f(z) = f(zo) = am(z —20)* + o ((z — zo)%) ,

T—XQ

out asy, # 0. Alors
1. si ag, > 0, alors f admet un minimum local en x,

2. siag <0, alors f admet un maximum local en x.

Si f est deux fois dérivable sur un voisinage de z et que f'(zy) = 0, alors la formule de
Taylor-Young 2.2.6 assure que le cas 1. s’applique quand f”(zo) > 0 et le cas 2. s’applique
quand f"(zq) < 0.
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Démonstration. (a savoir faire) Quand as;, # 0, on a

f(x) = f(wo) ~ ag(x — x0)*.
T—xo
D’apres la proposition 2.1.25 sur le signe des équivalents, il existe un voisinage U de x( sur
lequel f(x) — f(z0) a le méme signe que ag,(z — x0)**. Cela implique que si ag, > 0 (resp.
ag, < 0), alors Vo € U\ {zo}, f(z) > f(xo) (resp. f(z) < f(xg)), donc que f admet un
minimum (resp. maximum) local en z. ]

Proposition 2.4.3. Soit I un intervalle de R et soit x intérieur a I, c’est-a-dire que I est un
voisinage de xq. Soit f : I — R une fonction admettant un développement limité a I’ordre n > 1
en x.

Si f admet un extremum local en xy, alors le premier terme non nul du DL,, de f(x) — f(z0)
en g est d’ordre pair. En particulier, f'(zy) = 0.

Quand f'(xg) = 0, on dit que x( est un point critique de f.

Démonstration. (a savoir faire) On démontre la contraposée, ¢’est-a-dire que si le premier terme
non nul du DL,, de f(z) — f(z0) en x, est d’ordre impair, alors f n’admet pas d’extremum en .

Supposons donc que f(x) = f(2q) + agpsr (x —20)* ™ + 0 ((z — m9)***"). On distingue
T—X0o

deux cas. Tout d’abord si agx41 > 0. La remarque 2.3.3 nous assure que
f(@) = fxo) ~ agrpr(w — xo)*
T—rxQ

Donc, par la proposition 2.1.25 sur les signes des équivalents, il existe un voisinage U de x sur
lequel f(z) — f(x0) et agpsr(z — 20)* ! ont méme signe. En particulier,

Vo > xo,  agper(z — 20)* T > 0= f(z) > f(xo),
Vo < xo,  Ggpyr(r — 20)* T <0 = f(x) < f(zo).

La premiere ligne assure que f n’admet pas de maximum en x,. La seconde pas de minimum. II
n’y a donc pas d’extremum en xg.
Le cas asi,+1 < 0 se traite de maniere similaire. U

Exemple 2.4.4. On profite de la preuve ci-dessus pour faire I’observation suivante : avoir f'(xq) >
0 n’implique pas que la fonction f soit croissante sur un voisinage de x,. Par exemple, on pourra

1
étudier en TD la fonction donnée par f(z) = x + x* cos <2> siz # 0et f(0) = 0. Cette fonc-
T

tion est bien dérivable sur R, sa dérivée en 0 est f'(0) = 1 > 0. Pourtant, f n’est croissante sur
aucun voisinage de 0 comme on le « voit » sur la figure 2.5.

Ce fait est certainement contre-intuitif. On retrouve le résultat qu’on imagine si on fait une
hypothéese supplémentaire de continuité de la dérivée, comme le montre 1’exercice suivant.

Exercice 22. Soit f une fonction réelle dérivable sur un voisinage de x. On suppose que f'(xq) >
0 et que f’ est continue en x. Montrer qu’il existe un voisinage de g sur lequel f est croissante.
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FIGURE 2.5 — Une fonction telle que f'(zo) > 0 mais n’étant croissante sur aucun voisinage de
xo. Noter que la proposition 2.4.3 s’applique quand méme.

Exemple 2.4.5. On se propose de déterminer les extrema locaux de f(x) = 122° + 152 — 402>,
Pour cela, on calcule f'(x) = 602?(z—1)(x+2). Les points critiques sont 0, 1 et —2. Pour savoir
si ce sont des minima, des maxima ou ni I’un ni I’autre, il faut faire une étude plus détaillée. Ici,
on fait une étude du tableau de variations, mais plus tard on pourra faire plus simplement un
développement limité.

On vérifie que f'(x) > 0 sur|—oo, —2[ U ]1, +oo] et que f'(x) < 0 sur | —2, 1[. On en déduit
que f est strictement croissante sur | — 0o, —2], strictement décroissante sur [—2, 1] et strictement
croissante sur [1, +00]. Ainsi, f admet un maximum local en —2, un minimum local en 1, et pas
d’extremum local en 0. Comme lim f(z) = +ooet lim f(x) = —o0,lafonction f n’admet

T—>+00 T——00

pas d’extremum global.
Le graphe de cette fonction est dessiné a la figure 2.6.

La proposition 2.4.3, qui assure que les extrema intérieurs sont des points critiques, s’avere
tres utile. Elle permet de démontrer le :

Lemme 2.4.6 (Lemme de Rolle). Soient a < bet [ : [a,b] — R une application continue sur
a, b], dérivable sur]a, b]. On suppose que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ € |a, b| tel que f'(c) = 0.

Démonstration. (a savoir faire) D’apres le théoreme des extrema 2.4.7, il existe zy € [a, b] tel
que f(zg) = IF&T{ f- On distingue deux cas :
a,b

Si zg € ]a, b], alors la proposition 2.4.3 assure que f'(zo) = 0, et on prend ¢ = x.
Sinon, alors f(a) = f(b) = rflaﬁ f. Mais alors, le théoreme des extrema 2.4.7 assure qu’il

existe yo € [a, b] tel que f(zo) = r[mbr]l f. On distingue a nouveau deux cas :
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) ()Xl} T

FIGURE 2.6 — Graphe de la fonction f(z) = 122° + 152 — 402° et ses points critiques en
—-2,0, 1.

Si yo € |a, b], alors la proposition 2.4.3 assure que f’(yo) = 0, et on prend ¢ = yj.

Sinon, alors f(a) = f(b) = r[ne})]x f= r[mbr]l f, et donc f est constante sur [a, b]. Dans ce cas,

ona f’(c¢) = 0 pour tout ¢ €]a, b|.
Dans tous les cas, on a trouvé un point critique intérieur. O

On a vu des criteres nécessaires et des criteres suffisants assurant 1’existence d’extrema. On
donne ici un théoréme assurant 1’existence d’un maximum et d’un minimum pour les fonctions
continues sur un intervalle fermé borné.

Théoreme 2.4.7 (Théoréme des extrema). Soit f : [a,b] — R une application continue. Alors f
est bornée et admet un maximum et un minimum, c’est-a-dire qu’il existe c,d € [a, ] tels que

fle) = sup{f(t) [t € [a,b]} = max{f(t) |t € [a,0]},
F(d) = f{f(t) |t € [a,b]} = min{f(t) | € [a,8]}.
On note que le théoréme serait faux si on remplagait [a, b] par un intervalle non-fermé ou

o1 . . .
non-borné. Par exemple, la fonction — est bien continue sur |0, 1] mais n’est pas bornée, car
x

lim — = +o0.
x—0

Exercice 23. Montrer que le théoreme est faux si I’on supprime 1’hypothese de continuité.

Démonstration. On montre que f est majorée et admet un maximum (la minoration et le mini-
mum se montrent de la méme fagon).

68



On montre d’abord que f est majorée. Par I’absurde, supposons que f n’est pas majorée.
Alors, pour tout n € N, on pourrait trouver un réel ¢,, € [a,b] tel que f(t,) > n. En particulier,
la suite ( f(,))nen tendrait vers +o0.

Mais comme la suite (¢,,),en est a valeurs dans [a, b], elle est bornée, et d’apres le théoreme
1.7.6 de Bolzano-Weierstrass, on en déduit qu’il existe un réel ¢ € [a, b] et une extraction ¢ tels
que t,;,) — (. Comme f est continue en ¢, on en déduit que f(t,n)) — f(¢) € R.Cela

n—+00 n—+00

contredit le paragraphe précédent. On conclut que f est majorée.
Reste a voir que f admet un maximum. Sachant qu’elle est majorée, elle admet une borne sué-

rieure. D’apres I’exercice 6, il existe une suite (¢, ),y d’éléments de [a, b] telle que f(t,) —
n—+o0o

sup f. Or, d’apres le théoréme 1.7.6 de Bolzano-Weierstrass, il existe un réel ¢ € [a, b] et une ex-
[a,b]

traction ¢ tels que t,(,,) — c. Comme f est continue en ¢, on en déduit que f(t,(n)) e f(e).

On conclut que f(c) = sup{f(t) | t € [a,b]}. Donc f atteint son maximum en c. O

On note que le théoréme reste vrai si on remplace [a, b] par une partie compacte de R (cf. la
section 1.10.3).

Remarque 2.4.8. Soit f : I — Rune application continue, ot / est un intervalle. Le théoréme des
valeurs intermédiaires vu au premier semestre assure que pour tout couple y, y' d’éléments dans
I'image de f, le segment [y, 3/'] est inclus dans I'image de f. Cette observation assure que Im( f)
est un intervalle de R (prouvez-le !). Le théoreme des extrema montre que si [ est un segment
(intervalle fermé borné), alors son image par une fonction continue est aussi un segment.

Le théoreme des extrema 2.4.7 permet d’améliorer légérement la formule de Taylor-Young
226:

Corollaire 2.4.9 (Formule de Taylor-Young raffinée). Si f est de classe C™** au voisinage de
xo, alors

f/l (:L,O)

flx) = flxo) + f'(zo)(x — 20) + 9] (x — )
f(n) (I()) n n+1
Démonstration. Soit U un voisinage de z, sur lequel f™*Y est continue. Il existe a > 0 tel
que |xg — a,xo + «[C U. A fortiori, [xo — %, o + %} C U est un intervalle fermé borné
sur lequel f™*Y est continue. Le théoréme des extrema 2.4.7 donne M > 0 tel que V& €
@ « (n+1)
$0—§,$0+§ A f (z)] < M.
On déduit alors de I'inégalité de Taylor-Lagrange 2.2.7 avec ¢ = zgetb = zy £ % que

Vo€ [z - 5w+ |

€T To— —., & —1,

0 2) 0 92
11 (n) M

’f(x) - (f(xo) T ()@ — o)+ L é‘fO) (z—20)2 4+ + fn(!f%)(x - xo)"> ’ S P T
On conclut par la proposition 2.1.17. 0
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Remarque 2.4.10. La formule de Taylor-Young raffinée 2.4.9 donne un peu plus d’informations

que la formule de Taylor-Young basique 2.2.6, car savoir que le reste est O ((x — xo)"“) est
T—T0o

. . 1
plus précis que savoir o ((z — x0)") ; par exemple, un reste de I’ordre (z — x()" 12 est exclu
T—T0

dans la forme raffinée, pas dans la forme basique. Le « cofit » a payer pour cette information est
que la forme raffinée nécessite des fonctions un peu plus régulieres. Dans le cas des fonctions de
classe C*°, les deux formules sont valides.

2.4.2 Calcul de limites
1 1

On se propose de montrer que — —. Pour cela, on calcule un DL3 en 0 :

(sinz)? 22 20 3’

1 1 1 1 1 1
; 2T 2 T 27 2 27 2
(sinx) T ( % :1:4)> T <1_7+ o (333)> x
x—>0 z—0
1 1 1 x?
= —-1] = 1+ = H—1
x? 1—£+ 0 (a3) 22 ( * 3 —i—xgo(x) )
20
Sl o]
o 3 mgox x—0 3

2.4.3 Position d’une courbe par rapport a sa tangente

On se propose de donner la tangente en 0 et localement la position de la courbe par rapport a
Sr — x®
3+a?
On rappelle que 1’équation de la droite tangente a f en zg esty = f(xo) + f'(z0)(z — x0),
donnée par un DL; en z

cette tangente pour la fonction f(z) =

f(@) = fzo) + f'(xo)(x —20) + 0 (v —1m0).

T—T0

Pour déterminer la position de la courbe par rapport a sa tangente, il faut regarder le premier
terme de degré > 2 non nul dans les DL de f en xg. On faitun DL3 en O :

50 — a3 3 1 1 3 1 - ’
fo) =3 = (5$—x>xgx1+z;_(5x_“x3x<l_3“30(37)
_ 1 S 3 3 n)_>b 8 .3 4

, X o ) .
On en déduit que la tangente a f en 0 a pour équation y = 51‘ De plus, la différence entre la
courbe et la tangente est



5
On déduit de la proposition 2.1.25 qu’il existe un voisinage de 0 sur lequel f(x) — gaz a méme

8
signe que —§x3, soit (cf. la figure 2.7) :

5
siz >0, alors f(x) < gx, donc le graphe de f est en dessous de la tangente,

Y
siz <0, alors f(x) > gx, donc le graphe de f est en dessus de la tangente.

5y — 3

5
—_— t 2 t t = =
522 en rouge par rapport a sa tangente y = S

FIGURE 2.7 — Position relative de f(z) =

en 0.

2.4.4 Approximation locale de fonctions réciproques

On se propose de donner des solutions approchées de I’équation ze® = y pour x, y proches
de 0. Plus précisément, on va calculer un DL3 de la fonction réciproque de f(z) = xe®™ .

Il faut d’abord poser plus précisément le probléme. On consideére la fonction f(x) = ze .
Elle est de classe C™ par composition et produit de fonctions C*°. Sa dérivée estVz € R, f'(z) =
(222 + 1)6952 > 0. Donc f est strictement croissante sur R. De plus, on a par opérations usuelles
sur les limites :

lim f(z) =400 et lim f(z)= —o0.
T—+00 T——00

La fonction f étant aussi continue, le théoréme de la bijection réciproque vu au premier semestre
assure que f : R — R est bijective, et que sa bijection réciproque f~' : R — R, c’est-a-dire
I’unique fonction telle que 1’on ait

Vi,y €R, f(z) =ae” =y = fl(y) ==,
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< . _ . . y . 2 . L
(c’est-a-dire que f~!(y) est I'unique solution de I’équation ze” = 7) est aussi une bijection
croissante continue. De plus, comme f ne s’annule pas sur R, la réciproque f~' est aussi déri-
vable sur Retona:

VyeR, () (y) = fofll(y) (2.2)

En fait, la fonction f~' est de classe C*™ sur R. Pour le justifier, on montre par récurrence
que Vn € N, f~! est de classe C™. L’initialisation pour n = 0 est vraie d’apres le théoréme de
la bijection réciproque. Supposons par récurrence que f ' est de classe C". On sait que f’ est
de classe C" (en fait de classe C'™ car f elle-méme est de classe C*°) et ne s’annule pas sur R.
La formule (2.2) donnant la dérivée de la réciproque assure alors par composition et inversion
que (f7') est de classe C™, c’est-a-dire que ' est de classe O™, assurant I’hérédité de notre
récurrence.

La formule de Taylor-Young 2.2.6 nous assure alors que f~' admet un DL, & tout ordre
n € N, et ceci en tout point 3y € R. Notons aq, .. ., as les coefficients du DL3 en 0, c’est-a-dire

F(y) = ao + a1y + axy® + azy® + ygo(yS)-

On doit maintenant identifier les valeurs numériques de ces coefficients. Pour cela, on utilise
. _ _ 2 .2 .
I’égalité bien connue Vo € R, x = f' o f(z) = f*(ze* ). Pour y = z¢” — 0, on obtient,
T—

en notant 1’équivalent 2'e** ~ a'etle DL de I’exponentielle e =1+a2%+ 00(x3), que
T—

z—0

o 2 2 2 2
v=fYze") = ag+aixe” + ar’e® +azz’e® + o <I3€3$>
T
2 2 3 3
= ap+ az(l+2%) + asx® 4 azz” + 00(1‘ )
T—r

= ap+ a1+ asx® + (ay + az)a® + go(x3).

Par unicité du DL3 de la fonction z, il vient :

(10:0 (10:0
(11:1 — (11:1
(12:0 (12:0
a1+a3:0 ag:—l.

Finalement :

W =y=9"+ o).
Pour une résolution de 1’équation explicite ze® = 0,03 = 3.1072 = y, nous obtenons une
approxXimation Tapprox = ¥ — y° = 3.1072 — 27.107% = 0,029973. Une calculatrice donne
= f'(y)=0,029973060571....
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2.5 Développements asymptotiques

Il est aussi naturel de chercher la position d’une courbe par rapport a une asymptote, ou de
., , . 2 N R T 1. e
vouloir résoudre I’équation ze* = y pour x,y trés grands, c’est-a-dire au voisinage de +oo.
Pour cela, on introduit la notion suivante :

Définition 2.5.1. Soit o € R U {—00, +00}. Supposons que

f@) =ui(z) +ug(x) + -+ up(x) + Igmo(un(x)), (2.3)
avec V1 < i <n—1, uii(z) = o (ui(x)). On dit alors que (2.3) est un développement

T—rT0
asymptotique a n termes de f(x).

La notion de développement asymptotique généralise celle de développement limité. Par
exemple, les formules (2.4) et (2.5) sont des développements asymptotiques. Il y a aussi des
exemples tres simples de fonctions qui n’ont presque pas de DL, mais de bons développements
asymptotiques.

La fonction sin /2 n’admet pas de DL, en 0 (elle n’y est pas dérivable), mais on a

3
. T T2 T
Vn €N, sm\/fzm—g-i-a_W

7 2n+1
xr2 +”'+(_1>n xr 2 1o (x2n2+1)
(2n + 1)‘ —0 ’

Définition 2.5.2. S’il existe a, b deux réels tels que f(x) — (ax + b) - 0, alors on dit que la
T—r+00

5
2

droite d’équation y = ax + b est asymptote au graphe de f en +oco.

Application 2.5.3 (Position d’une courbe par rapport a une droite asymptote). On se propose de

montrer que la fonction f(x) = x ] admet une droite asymptote en +oc et de déterminer

la position relative de la courbe et cette asymptote.

On va montrer que

1 1
= =z -1+ — — .
Jx) = s+l N 2z +x—>0+oo <x>

Ce n’est pas un DL, car x — +o00. Pour pouvoir utiliser la puissance de calcul des DL, on pose

y=—.0nay — 0" siet seulement si 2 — +o0c. On calcule :
x

-1 1 1= 1
y Yy
=, —ZL == 1— 1—y+y%2+ 2
1 y‘/1+y y( y)( y+y ygo(y)>
1

1
= ~ l—y+y*+ o (y2)—y+y2=f\/1—2y+2y2+ o (?)
Yy y—0 Yy y—0

2

_ 1 (1+;(—2y+2y2)—(_§y)+ygo(y2)> Z;—1+y+ o (y).

2 y—0
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fx—1

FIGURE 2.8 — Position relative de f(z) = = z 1 en rouge par rapport a son asymptote
x

y =2 — 1en +oo.

2

La troisieme ligne a été obtenue en utilisant v/1 + z = 1 + g - % + 00(22) avec z = —2y +
Z—
2> + o (y?) — 0. En revenant a la variable z, on conclut :
y—0 y—0
f(z) 1+ ! + ! 2.4)
r)=1a— — o |- .
2 zo+too \ T

1 1
On en déduit que f(x) — (x — 1) = % + o () - 0, c’est-a-dire que la droite
€T T—4o0o0 \ I T—+00

d’équation y = = — 1 est asymptote au graphe de la fonction f. De plus, comme — > 0 quand

x
x — 400, on en déduit qu’il existe un voisinage de +oo sur lequel le graphe de f est au-dessus
de I’asymptote (voir figure 2.8).

Application 2.5.4 (Développement asymptotique de fonctions réciproques au voisinage de +00).
On se propose de donner une bonne estimation de f~*(y) quand y — +oo au moyen de fonctions
usuelles.

On commence par déterminer un équivalent en +o0o de f~!(y). Ona
y=rze" <= Iny=In(z)+2> < /Iny = /In(z) + 22
| 1
<— /Iny= \/x2 <1 + n(;v)) =x\/1+ n(z) ~ x=f"(y).

x ,1,‘2 T—+00

On en déduit que



Cet équivalent est trés intéressant en lui-méme, mais on voudrait étre plus précis, c’est-a-dire
estimer 1’écart entre ces deux fonctions (I’erreur). On calcule en réinjectant la ligne précédente

fly)—vlny = z—x 1+lna§2x)

" Inzx n Inzx
= x—=x — o —
222 z—too \ 22
Inz Inz Inz
= 4+ o [—) ~ —=
2z z=+o0o \ T z—+too 20

. e z Inz . .
ala seconde ligne, on a utilisé vV1+2z =1+ -+ o (z)avec z = —— — 0. Reste a revenir
2 z—0 1,‘2 r——+00

a la variable y dans I’équivalent.
On sait déja que v = f*(y) ~ In y. Donc
Y—+00

Vi) = (Virg+ o )

y—+o00

Inz = lnfl(y):ln< Iny+ o
y

—+00

ln\/lny+ln<1+ 0 (1)>:ln Iny + o (Inv/Iny) ~yioo Iny/Iny.
y—+00

Yy——+00

(On rappelle qu’on ne peut pas en général composer des équivalents par une fonction, d’ou
les deux lignes de calcul précédent. C’est en fait possible avec la fonction In, pourvu que les
équivalents auxquels on I’applique ne tendent pas vers 1, cf. le TD.) Comme les équivalents
s’inversent (2.1.26) et se multiplient (2.1.24), on en déduit que

Inz Inf! In+/In
) - Vi o - Vi) mr-nl . e

On conclut que

1y Iny/Iny ln\/lny>
[T y)=vIny + 7y +yﬁ‘im<2\/@ : (2.5)

2.6 Régularité des fonctions : entre continuité et dérivabilité

2.6.1 Continuité uniforme

On rappelle d’abord qu’une fonction f : I — R est continue sur I’intervalle [ si Vy € I, f
est continue en ¥, c’est-a-dire si

Vyel, Ve>0,30>0,Veel, x—yl <d=|f(z)— fly)| <e. (2.6)

On peut I'interpréter en disant que quel que soit le point y et quelle que soit la précision &
demandée sur I’image f(y), il existe une précision § a la source telle qu'une valeur approchée z
de y avec précision 0 donne une valeur approchée f(x) de f(y) avec précision e.
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Définition 2.6.1. Une application f : I — R est uniformément continue sur 7 si
Ve>0,30>0,Vyel, Veel, |x—yl<d=|f(z)— fly)| <e. 2.7)

La seule différence avec la continuité usuelle (2.6) est la position des quantificateurs. Pour la
continuité uniforme, on demande de pouvoir trouver un ¢ qui convienne pour tous les y a la fois.
La proposition suivante est évidente si I’on a bien compris le sens de I’ordre des quantificateurs.

Proposition 2.6.2. Si f est uniformément continue sur I, alors f est continue sur 1.

En fait, la réciproque est fausse comme nous allons le voir bientdt. Pour cela, on reformule
la continuité uniforme au moyen de suites.

Proposition 2.6.3. Une application f : I — R est uniformément continue sur I si et seulement
si pour toutes suites (x,,) et (y,) de I, si x, — yn - 0, alors f(x,) — f(yn) - 0.
n—-+0oo n—-+0oo

Ce résultat est a comparer au corollaire 1.5.5, qui assure que f est continue sur [ si et seule-
mentsiVy € I,sixz, —> y,alors f(xz,) — f(y) (c’est-a-dire si et seulement si la condition
n—+o00 n—+o00

de la proposition 2.6.3 est vraie pour (y,,) suite constante).

Démonstration. Supposons f uniformément continue sur /, et soient (x,, ), (y,,) deux suites telles
que z,, —y, — 0. Montrons qu’alors f(z,) — f(yn) - 0.
n—-+oo

n—-+4o00

Soite > 0. Soitd > Otel que |z —y| < 0 = |f(x) — f(y)| < e. Comme z,, —y,, — 0,1l

n—+o0o

existe N € Ntel que Vn > N, |z, — y,| < 0. On en déduit que Vn > N, |f(z,) — f(yn)| < €.
Pour montrer la réciproque, on proceéde par contraposée. On suppose que f n’est pas unifor-
mément continue sur I. Il existe alors £y > 0 tel que

V6 >0, Jx,yel, |[x—y| <o et |f(x)— f(y)| > eo.

1 1
Pour 6 = — > 0, on obtient x,,,y,, € I tels que |z, — y,| < — et |f(z,) — f(yn)| > 0. On en
n n
déduit que z,, — y, e 0 mais f(z,) — f(yn) s 0. O
Application 2.6.4. La fonction f(x) = x° n’est pas uniformément continue sur R.

Cela montre qu’il existe des fonctions continues qui ne sont pas uniformément continues.

. 1 . 1 .
Démonstration. Pour x, =nety, =n+ —,onabienz, —y, = —— —> 0, mais
n n n—+oo

Fn) — () =0 — (n+1>2 _ 9 L
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Si on fait un dessin, on se rend compte que la courbe représentative de f(z) = z? est « de
plus en plus verticale » vers +00. On devine alors que pour € > 0 fixé, un d convenable pour y
dans la définition de continuité doit tendre vers 0 quand y — +oo. Mais il nous faut un § > 0
uniforme pour tous les y. Ce n’est pas possible pour 2. On voit que le probléme vient ici du
comportement a I’infini de la fonction. Le théoréme suivant assure que c’est le seul obstacle.

Théoréme 2.6.5. [Théoréme de Heine] Soit f : |a,b] — R une application. Si f est continue sur
la,b], alors [ est uniformément continue sur [a, b].

Démonstration. Soient (x,,), (y,) deux suites d’éléments de [a, b] telles que z, — y, — O.
n—-+00

D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass 1.7.6, il existe une extraction ¢ et £ € [a, b] tels que
Tymy — L. On en déduit que Yy, o ( aussi.
—+4o00

n——+00
Comme f est continue en /¢, on déduit du corollaire 1.5.5 que f(w,m) — f(£) et

n—+00
Few) 2 FO).Done f(aowm) = fYow) —2 f(O) = f(6) =0.
D’apres la proposition 2.6.3, f est donc uniformément continue sur [a, b]. O

Remarque 2.6.6. Le théoréme est encore vrai si on remplace [a, b] par une partie compacte K de
R. Voir section 1.10.3.

On verraen L2 que si F et I sont deux espaces vectoriels (pas forcément de dimension finie)
etsi ¢ : F — F est continue, alors elle est uniformément continue. Cette observation est a la
base de la notion de norme d’opérateur, aussi appelée norme triple, essentielle a toute I’analyse
fonctionnelle.

D’un point de vue plus pragamatique, une fonction uniformément continue peut étre appro-
chée par des fonctions « en escalier » au sens de la norme infinie || f||; = sup{] f(@)|}. Cest

utile théoriquement, et en pratique aussi car si on veut tracer une fonction sur un écran d’ordina-
teur, on ne pourra tracer qu’une approximation en escalier.

2.6.2 Fonctions lipschitziennes

Définition 2.6.7. Soit f : I — R une application. On dit que f est lipschitzienne (ou de
Lipschitz) si
K >0, Vo,y € 1, [f(2) = fy)| < K|z —yl.

Le plus petit K satisfaisant cela est appelé le rapport de Lipschitz de  sur I.
Proposition 2.6.8. Si f est lipschitzienne sur I, alors f est uniformément continue sur 1.

Démonstration. Si K = 0, alors f est constante, donc uniformément continue. Supposons K >
€ :
0. Pour ¢ > 0, on pose § = e > 0. On a bien

-yl <d=|f(z) - f)| < K|z —y| < Kb =&
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La preuve montre que les fonctions lipschitziennes sont les fonctions uniformément continues
pour lesquelles on peut « prendre 6 comme une fonction linéaire de € ».
La proposition suivante fournit de nombreux exemples de fonctions lipschitziennes :

Proposition 2.6.9. Si f est dérivable sur I et si f' est bornée sur I, alors f est lipschitzienne sur
I

Démonstration. Soit K = sup{|f’(t)|}. D apres le théoréme des valeurs intermédiaires, on sait
tel

que Vx,y € I, ilexiste t € [z, y] (ou [y, z]) tel que f@) = fly) = f'(t). On en déduit immédia-
Tz —
tement que Y
Ve,yel, 'M‘ < K.

r—y
Ul

Corollaire 2.6.10. Si f est de classe C" sur un intervalle fermé borné [a, b, alors f est lipschit-
zienne sur [a,b].

Démonstration. Comme [’ est continue sur [a, b], elle est bornée sur [a, b] par le théoréme des
extrema 2.4.7. l

1
Exemple 2.6.11. La fonction f(z) = x*sin <5) pour z # 0 et f(0) = 0 est dérivable
x
sur R (prouvez-le!), mais n’est lipschitzienne sur aucun voisinage de 0. En effet, pour z, =
1 1

A T

,ona

— +o00.
n—-+o0o

‘f(rn) — f ()

Tn — Yn

A la vue de la proposition 2.6.8, il est naturel de se demander si toutes les fonctions unifor-
mément continues sont lipschitziennes. La réponse est non, comme le montre 1I’exemple suivant.

Exemple 2.6.12. La fonction f(x) = y/z n’est pas lipschitzienne sur [0, 1]. Par contre, elle est
uniformément continue sur [0, 1] d’aprés le théoreme de Heine 2.6.5.
En effet, si \/x était lipschitzienne, il existerait un X > 0 tel que

1
Avec y = 0, on en déduirait que Vz € [0,1], vz < 2. D’ou Ve = 7
T T

. 1
C’est une contradiction, car — — +0o0.

\/E z—0

Cet exemple justifie I’introduction d’autres notions de régularité.

< K pour tout z > 0.
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Définition 2.6.13. Soit o € ]0,1]. On dit que f : I — R est a-holdérienne sur I si

EIKZO? vxvyeja ’f(x)_fQJ)’ SK‘x_y‘a

On observe que f est 1-holdérienne si et seulement si elle est lipschitzienne

Exercice 24. Soit I = [0, 1].

1.

Soit o < 5. Montrer que si f est a-holdérienne, alors f est S-hdldérienne.

2. Montrer que f(z) = 2 est a-holdérienne.
3.
4

. Montrer que la fonction f(z) = 2 In x se prolonge par continuité en 0. Montrer qu’elle est

Soit 5 < a.. Montrer que f(x) = 2® n’est pas §-holdérienne.

a-holdérienne pour tout v € ]0, 1[, mais pas lipschitzienne.

Donner un exemple de fonction uniformément continue sur / qui ne soit a-holdérienne
pour aucun « € ]0, 1].

Les fonctions obtenues lors d’un mouvement brownien (dernicre illustration de I’introduc-

: , 1 . 1 -
tion) sont a-hdldériennes pour tout o € } 0, 3 mais ne sont pas i—hélderlennes.

Ces notions de régularité sont tres utiles, notamment pour considérer de bons espaces vecto-
riels dans lesquels trouver des solutions d’équations différentielles ou d’équations aux dérivées
partielles.
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