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Questions isolées
a. Soit j = ¢35 . Déterminez les éléments inversibles de I’anneau Z[ j].

Z[ j] est ’'image du morphisme ¢ : P € Z[X] — P(j). Comme ker(¢) est engendré par X> + X + 1, les
éléments de Z[j] sont de la forme z = a + bj avec a,b € Z. Un élément z € Z[ /] est inversible si et
seulement si N(z) = zz = 1. On a N(a + bj) = a* + b* — ab. Comme |ab| < max{a?, b*}, la relation
a* + b* = ab + 1 implique que inf{a?, b*} = 0 ou 1. Finalement, on voit que les éléments inversibles de
I’anneau Z[ j] sont £1, +j, (1 + j).

b. Soit I le noyau de I’homomorphisme d’anneaux de C[X, Y] dans C donné par P(X,Y) — P(1,2).
Montrer que I n’est pas un idéal principal.

Tout polynéme P € C[X, Y] s’exprime de maniere unique sous la forme
P=> an(X -1y -2,
k,leN

Comme agy = P(1,2), on voit que 1’idéal I est engendré par {X — 1, Y — 2}. L'1déal I n’est pas principal
car les polynomes X — 1 et Y — 2 sont irréductibles : il n’existe pas de polyndme non-constant qui divise
alafoisX—-1letY —2.

¢. A isomorphisme prés, combien y a-t-il de groupes abéliens de cardinal 600 ? En donner la liste.

On a 600 = 3 - 5% - 23 On cherche les groupes G = Z/a1Z X - - - X Z[a,Z associés a une suite d’entiers
ay >2,...a, > 2 tels que

a\ax\ -+ \qy et aya -+ - a, = 600.

Voici les 6 possibilités :
(1) g =1: Alors a; = 600.
(2) g =2: Alors (a;, a) € {(10,60), (5,120), (2,300)}
(3) g = 3: Alors (a;, a2,a3) € {(2,10,30), (2,2,150)}.

d. Déterminer une base du Z-module M := {(x,y,z) € Z°, 10x + 15y — 8z € 4Z)}.

On pose ¢(x,y,z) = 10x + 15y — 8z. On voit que I'image de ¢ est égal a 10Z + 15Z + 82 = Z car
pged(10,15,8) = 1. Posons u = (0, —1, -2). Comme ¢(u) = 1, on a

73 = ker(p) ® Zu et M = ker(¢) ® Z4u.

Soit (x,y,z) € ker(ep). La relation (x) 10x + 15y — 8z = 0 impose que 2\ 15y et donc y = 2y" avec y’ € Z.
La relation (x) devient 10x + 30y" — 8z = 0 soit Sx + 15y" — 4z = 0. Cette relation implique de la méme
facon que 5\4z et donc z = 57’ avec 7’ € Z. Finalement on obtient x + 3y’ — 47" = 0. On a montré que

ker(p) = {(=3y" +47,2y',57); ¥',7 € Z}.
Conclusion : {(-3,2,0), (4,0, 5)} est une base de ker(¢), et {(-3,2,0),(4,0,5),4u} est une base de M.
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Exercice 1

Soit A un anneau commutatif integre et soit M un A-module. Soit M,,, I’ensemble des éléments de
torsion de M, c’est-a-dire I’ensemble des m € M tels qu’il existe a € A — {0} tel que am = 0.

(1) Montrer que M,,, est un sous-module de M.
(2) Montrer que le module quotient M/M,,, est sans torsion (i.e. O est le seul élément de torsion).

Cet exercice a été traité en cours.

Exercice 2

Soit p > 2 un nombre premier. On note F, := Z/pZ le corps a p €lément et 7, : Z[X] — F,[X] le
morphisme associ€ a la projection canonique Z — F,. Soit ®, := Zf;& Xk e Z[X].

(1) Montrer que pour tout 1 < k < p, le coefficient binomial C;, est divisible par p.
Ona p! = C} (p— D!k!, donc p divise le produit C; (p — )!k!. Si 1 < k < p, p ne divise pas
(p — D!k!, et donc p\Cy.

(2) Montrer que pour tout P,Q € F,[X],ona (P - Q) = PP — QF.
La formule du bin6me donne

p
(P=0Q) =) CH=1\PQ = PP+ (-1yQ"
k=0

car C; = 0 dans F,, pour k # 0, p. Maintenant on voit que (-1)” = —1 dans F,, pour tout nombre
premier p > 2.

(3) Montrer que 7,(®,) = (X — 1)?"'. On calculera (X — 1),
Comme (X-1)®, = X’ -1, on anp((X— l)d),,) = X? -1 = (X-1)? dans F,[X] d’apres la ques-
tion précédente. La relation (X—1)xr,(®,) = (X-1)” permet de conclure que 7,(®,) = (X— 1)L

(4) Montrer que @, est irréductible dans Z[X].
Supposons que @, n’est pas irréductible dans Z[X]. Comme @, est primitif et unitaire, il existe
deux polyndmes unitaires A, B € Z[X] de degré > 1 tels que @, = AB. Les images A := ©,(A)
et B := @,(B) sont des polyndomes unitaires de [F,[X] qui satisfont la relation AB = (X — 1P,
Comme X — 1 est irréductible dans F,[X], il existe o, > 1 telsque a + B =p — 1 et

A=X-1D" et B=X-17F~
Relevons ces identités dans Z[X] : il existe P, Q € Z[X] tels que
AX)=X-1*+pP(X) et BX)=(X-1F+poX).
Finalement,
®,(X) = ACOBX) = ((X = 1) + pP(X)) (X = 1Y + pQ(X))
En évaluant la relation précédente en X = 1, on obtient
p=®,(1) = A(HB(1) = p*P(HO(1).

Sachant que P(1)Q(1) € Z, on constate que la relation précédente est fausse. On a ainsi montré
que @, est irréductible dans Z[X].



