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Questions isolées (6 points)

a. Déterminer une base du Z-module M := {(x,y,z) € Z*,8x + 6y — 14z € 5Z)}.
b. Déterminer les facteurs invariants du Z-module (Z/100Z) x (Z/80Z) x (Z/457Z).

¢. Soit M un Z-module. Montrer que le Z-module M ®; Q est sans torsion.

Exercice 1 (6 points)

d. On considere le groupe diédral Dy, d’ordre 12 : il est engendré par deux élements r, s satisfaisant les

relations r® = 1, s> = l et srs = r\.

(1) Expliciter le groupe dérivé de Dy5,.
(2) Déterminer les classes de conjugaison de D;,.
3) Etablir la table des caratéres de Dy,.

Exercice 2 (6 points)

On considere deux C-espaces vectoriels E et F' de dimension fini. Soient ¢ € End(FE) et ¢ € End(F).

(1) Montrer qu’il existe une application linéaire § € End(E ®c F) définie par la relation f(e ® f) =
P(e) ® Y(f).

(2) A quelles conditions 6 est un isomorphisme ?

(3) Montrer la relation : rang(6) = rang(¢) rang(¥r). On pourra considérer des supplémentaires de

ker(¢) et ker(y).

Exercice 3 (6 points)

Soit p : G — GL(V) une représentation complexe d’un groupe fini. On considere les sous-espaces
vectoriels Sy et Ay de V ®c V suivants :

Sy = Vecth@w+w®v;, v,we V}, Ay =Vectv@w—-wev;, v,we VL
(1) Si{ey,...,e,} est une base de V, expliciter des bases respectives de V ®c V, Sy et Ay.
(2) En déduire que Sy @ Ay = V@c V.
(3) Montrer que Sy et Ay sont deux sous-représentations de V ®c V.
(4) Notons yy et ys les caracteres respectifs des représentations V et Sy. Montrer que

1
xs(8) =3 ()(v(g)2 +Xv(82)), Vg €G.

On pourra utiliser une base de V qui diagonalise I’endomorphisme p(g).



